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Evolutionsgleichungen



Kapitel 1

Einleitung und Beispiele

1.1 Grundbegriffe

Ziel der Vorlesung: Fiir gegebenes X und gegebenes A wollen wir Gleichungen
der folgenden Form losen:

Ou=Au, u(0)=1um. (1.1)

Dabei ist hier X immer ein Banachraum. Gesucht wird eine Abbildung u : [0, 00) —
X, die wir als Zeitevolution einer GroBe u interpretieren, [0, 00) 5 t — u(t) € X. Die
erste Gleichung ist dann zu verstehen als dyu(t) = Au(t) fir jedes t € (0,00). Was
fiir ein Objekt A ist, dafiir gibt es verschiedene Alternativen; es ist ein wesentliches
Ziel dieser Vorlesung, dafiir ein gutes Verstdndnis zu entwickeln.

Hier sind die interessantesten Moglichkeiten fiir X und A:
1. X=R" A R"™ also A: X — X linear

2. X =R", A: X — X Lipschitz, nichtlinear

3. X ein Banachraum, A € L(X, X)

4. X ein Banachraum, A : D(A) C X — X linear
(Name: A : X — X ist ein unbeschréankter linearer Operator)

5. X ein Banachraum, A : D(A) C X — X nichtlinear
6. X ein Banachraum, A C X x X nichtlinear und mehrwertig

Dabei sind Félle 1 und 2 aus der Analysis 2 bekannt. Im Fall 2 liefert der Satz von
Picard-Lindelof eine Losung u. Der erste Fall ist ein Spezialfall davon, Losungen
konnen gut charakterisiert werden, man schreibt Lésungen gerne als u(t) = e/fuy.
Wir werden Fall 3 hier betrachten, wir sehen dies als Vorbereitung fiir die all-
gemeinen Ergebnisse. Mit Fall 4 wird die Sache spannend, dies ist der Kern dieser

Vorlesung. Zu 5 und 6 werden wir hier nur Spezialfille behandeln.
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Fundamentales Beispiel: Auf R" soll die Wairmeleitungsgleichung

Ou = Ay := Z@iu, u(t=0,.) =up (1.2)

=1

gelost werden. Dies ist ein Beispiel fiir einen Operator wie in 4. Man wahlt X =
L?*(R™), man wihlt weiterhin A = A : L?(R") — L?(R™), womit der unbeschriinkte
Operator mit D(A) = H*(R") gemeint ist. Wir werden Losungsmethoden fiir (1.2)
in Abschnitt 1.2 kennenlernen. Nach dem ersten Teil dieser Vorlesung werden wir
zur Losbarkeit nur sagen:

A ist selbstadjungiert und hat insbesondere ein reelles Spektrum.
A ist dissipativ und erfiillt insbesondere die Resolventenabschéitzung.
Daher ist A sektoriell und (1.2) erzeugt eine analytische Halbgruppe.

Die Methoden werden so allgemein sein, dass neben (1.2) auch viele andere Glei-
chungen aus Anwendungen behandelt sind (siche Abschnitt 1.1.1).

Halbgruppe: In Anwendungen beschreibt u(t) den Zustand des Systems im Zu-
standsraum X zur Zeit t. Die Differentialgleichung (1.1) beschreibt die Evolution
des Systems: Zu einem Anfangswert uy konnen wir den Zustand zur Zeit ¢ angeben.
Falls (1.1) eine eindeutige Losung hat, so definiert uns diese eine Zeit-t-Abbildung
S(t).

St): X sug—ut) e X. (1.3)

Die Familie von Abbildungen S(t) hat die Eigenschaften S(t) o S(s) = S(t + s) und
S(0) = id. Wir abstrahieren dies zum Konzept der Halbgruppe.

Definition der Halbgruppe. Fine Halbgruppe auf einem Banachraum X ist
eine Familie S(t) € L(X) fir alle t € [0,00) mit der Halbgruppeneigenschaft

S(t)oS(s)=S(t+s) Vt,s>0,

S(0) = id. (1.4)

Mit diesen Begriffen lauten unsere zentralen Fragen:
Q1 Definiert Gleichung (1.1) eine Halbgruppe auf X7

Q2 Wird eine gegebene Halbgruppe S durch eine geeignete Gleichung (1.1) er-
zeugt?

Kandidat fiir den Operator A ist der Erzeuger der Halbgruppe, den wir wie folgt
definieren.
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Der Erzeuger. Der Erzeuger einer Halbgruppe S auf X ist
S(h)UO — Ug

A ug ]1113(1) n ) (1.5)
definiert auf D(A) C X,
S(h)up —
D(A) := {uo e X lllin%M exz'stz'ert} . (1.6)
—

Wir sehen auch an dieser Definition, dass wir uns nicht auf Abbildungen A :
X — X beschrianken sollten. Vielmehr sollten wir zulassen, dass A nicht auf dem
ganzen Raum X definiert ist, sondern nur auf einer Teilmenge D(A) C X. Wenn
wir fiir einen solchen Operator Gleichung (1.1) lésen wollen, dann fordern wir fiir
die Losung u(t) € D(A) fiir alle t > 0.

1.1.1 Beispiele

Beispiel 1.1 (Exponentialfunktion). Fir X = R™ und eine Matriz A betrachten
wir die Gleichung
Ou=A-u, u0)=ug. (1.7)

Im Falle n = 1 und A = a ist die Losung u(t) = upe™. Die Halbgruppe S(t) :
R — R ist gegeben durch S(t) = e, also die Multiplikation S(¢) : ug — e™uq.

Fiir allgemeines n ist (1.7) auch l6sbar (sh. Analysis II). Der Losungsoperator
ist S(t) = e, Man kann diesen Operator definieren als S(t) : ug — u(t), wobei u
eine Losung der Gleichung ist. Eine andere Moglichkeit besteht darin, e durch die
Reihe der Exponentialfunktion zu definieren. Man kann elementar nachweisen, dass
die Reihe auch die Losung der Gleichung liefert.

Wir fragen nach dem Erzeuger der Halbgruppe. Die Abbildung t — e
differenzierbar und wir finden wegen 9,e* = Ae?* in t = 0

lim S(h)UQ — Ug
h—0 h

At gt

= (@eAtuo)t: = (AeAtuo)tzo = Auyg .

0

Also ist die Matrix A : R® — R™ der Erzeuger der Halbgruppe e“*.

Beispiel 1.2 (Nichtlinear endlichdimensional). Fine gewdéhnliche Differentialglei-
chung mit global Lipschitz-stetigem f : R™ — R™ definiert eine Halbgruppe S(t) auf
X =R". Wir definieren S(t)ug = u(t), wobei u die Lisung ist von

Ou = f(u), u(0) = ug . (1.8)

Die Halbgruppe ist nichtlinear, denn im Allgemeinen gilt S(¢)(uo+u1) # S(t)uo+
S(t)uy. Der nichtlineare Erzeuger ist f: X — X.

Beispiel 1.3 (Verschiebungs-Dynamik). Wir betrachten X = LP(R), also messbare
Funktionen R — R wvon der Klasse LP(R). Auf diesem Raum definieren wir den
Rechtsshift S(t) durch

(S(t)uo)(x) = ug(x —t).
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Fiir p € (1, 00) ist der Erzeuger der Halbgruppe der unbeschrénkte Operator A =
—0, : LP(R,R) — LP(R,R) mit D(A) = W'(R,R). Dies folgt aus der Tatsache,
dass fiir u € WP gilt:

LP — lim Slh)u = u = [P — lim ul- —h) = ul) = —0,u(.).
h—0 h h—0 h

Wir zeigen diese Aussage iiber Sobolevrdume hier nicht. Dennoch wollen wir den
distributionellen Limes berechnen. Mit einer Testfunktion ¢ gilt

<u( — h; - u(.)’go> _ /R u(r — hli — u(x) () da
_ /R ) PO ) /R u(®) Oyip(z) die = {~ By, ) |

der distributionelle Limes ist also tatsdchlich —0,u.
Umgekehrt gilt —0,u € LP nur fiir Funktionen v € WP, Daher existiert der
Limes hochstens in diesem Fall.

Zwei Stetigkeitsbegriffe. Die Halbgruppe S(.) heifst stark stetig, falls
[0,00) >t S(t)ug € X  stetig ist fir alle ug € X . (1.9)

Die Halbgruppe S(.) heifst gleichformig stetig, falls fir ein stetiges p : [0, 00) —
Ry mit p(0) =0 gilt:

[1S@u—ulx < p)|ullx  VueX. (1.10)

Ubung 1.1. Ein weiterer Stetigkeitsbegriff wire dieser (in dieser Ubung sagen wir
dazu “gesamtstetig”): Die Abbildung [0,00) x X 3 (t,ug) — S(t)ug € X ist stetig.
Zeigen Sie, dass qilt: gleichformig stetig = gesamtstetig = stark stetig. Zeigen Sie
mit dem Prinzip der gleichmdafigen Beschrdnktheit, dass die erste Implikation sogar
eine Aquivalenz ist. Ubung 1.2 zeigt, dass die zweite Implikation keine Aquivalenz
15t.

Ubung 1.2. Man iberlege sich fiir die Verschiebungsdynamik aus Beispiel 1.3, dass
1. fiir p = oo die Halbgruppe nicht stark stetig ist,
2. fir alle p die Halbgruppe stark stetig, aber nicht gleichformig stetig ist.

Beispiel 1.4 (Verschiebungs-Dynamik auf Halbraum). Auf dem Raum X =
LP(R,,R), p > 1, definieren wir S(t) durch

up(z —t)  firx—t>0,

(S(t)uo)(z) = { 0 sonst.



Ben Schweizer 9

Der Erzeuger der Halbgruppe ist zwar formal wieder A = —0,., aber diesmal mit
anderem Definitionsbereich,

A=-0,:X D D(A) ={ueW"R;,R)u(0)=0} - L (R, R).

Beweis: Wir betrachten u € WP(R,,R) mit w(0) # 0. Dann ist (S(h)u — u)/h auf
dem Intervall (0,h) von der GréBenordnung 1/h. Eine solche Funktionenfolge ist
unbeschréankt in LP fiir p > 1. Der Limes existiert also nicht.

Umgekehrt ist fiir uw € WHP(R, ) mit u(0) = 0 die triviale Fortsetzung in W1?(R).
Also existiert fiir solche u der Limes.

Wir sehen an Beispiel 1.4, dass man mit der Interpretation des Definitionsberei-
ches D(A) sehr vorsichtig sein muss:

e D(A) ist nicht unbedingt die Menge {z € X|Ax kann definiert werden}. Viel-
mehr kann D(A) weitere zentrale Information kodieren, etwa Randwerte

e Die Anfangswerte der Dynamik miissen nicht notwendigerweise aus D(A) sein.
Sogar S(t)uy muss nicht in D(A) sein.
Als néchstes betrachten wir eine Variante der Verschiebungs-Dynamik.

Beispiel 1.5 (Transport zu variabler Geschwindigkeit). Seib € C*(R,R) mit b(x) €
[brmin, bmaz] C (0,00) fir alle x € R. Wir betrachten die Gleichung

Owu(z,t) = —b(z)0u(z,t).

Die Halbgruppe zu dieser Gleichung kann wie folgt explizit angegeben werden.
Wir 16sen fiir jeden Punkt x € R™ die gewohnliche Differentialgleichung

@t€<$’t) :b(§<x7t))7 f(ZL’, 0) =T.

Die Abbildung & : x — &(x,t) ist strikt monoton und daher invertierbar. Die Halb-
gruppe ist dann implizit gegeben durch

(S(t)uo) (1)) = uo(x)
beziehungsweise durch die explizite Formel
(S(t)uo)(y) = uo(& ' () -

Der Nachweis erfolgt durch Differenzieren der impliziten Formel mit der Abkiirzung

u(z,t) = (S(t)uo)(z).

0 = Oruo(x) = O[(S()uo)(E(,1))] = (0eS(t)uo)(&(x, 1))
+ 0o (S ()uo) (§(x, 1)) - B (1)

Ubung 1.3 (Methode der Charakteristiken). Man iiberlege sich dasselbe Verfahren
fiir Transport im R™, um fiir b € C*(R",R") die Gleichung

Owu(z,t) = —b(x) - Vyu(z,t).

zu losen.
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Ubung 1.4 (Delay-Differentialgleichung). Fir g, h : R" — R™ betrachten wir Glei-
chungen vom Typ

dru(t) = glu(t)) + hu(t - 1)).

Schreiben Sie dieses Problem als FEvolutionsgleichung. Anfangswerte sind fir u auf
dem Intervall [—1,0] vorgegeben.

Losungsidee. Wir konnen wie folgt vorgehen: Wir setzen X := C([—1,0]) und
betrachten den Operator

A X =X, [ [,
D(A) = {f € C'([-1,0])|'(0) = g(f(0)) + h(f(=1))} .

In diesen Rédumen ist obige Gleichung dquivalent zu
6tU = AU, U(O) = u|[_1,0] €X. (1.11)

Beispiel 1.6 (Unendlichdimensionale Exponentialfunktion). Fir X = [?(N) und
up = (uo )k definieren wir S(t)ug = u(t) = (ug(t))r als Losung von

8tuk(t) == —k2uk(t) s

40 (0) (1.12)

Uo, k

In diesem Beipiel konnen wir durch die Entkopplung der Komponenten (Problem
ist in Diagonalgestalt) explizit 16sen.

u(t) = e’thuo,k )

Wir werden sehen, dass wir mit diesem Beispiel eine Losung der Wéarmeleitungsglei-
chung gefunden haben.

Eine Verallgemeinerung kann wie folgt definiert werden.

Beispiel 1.7 (Multiplikations-Halbgruppe). Wir betrachten einen Raum X =
L*(%; ) komplezwertiger Funktionen. Hierbei sei (%, ) ein Mafraum, ein Beispiel
wdre Y C R™ und p ein Borel-MafS auf Y. Weiterhin sei eine messbare Funktion
q: X — C gegeben, fir die Re(q) beschrinkt ist. Dann konnen wir den Multiplikati-
onsoperator

M, X3u—q-u

mit Definitionsbereich D(M,) = {u € X |q-u € X} betrachten. Ausgeschrieben
lautet die Definition: Fine Funktion ¥ > o — u(o) € C wird abgebildet auf die
Funktion ¥ 5 o+ q(0) - u(o) € C. Die von M, erzeugte Halbgruppe ist

S(t): X Sugrreuyy € X,

Auf der rechten Seite steht die Funktion ¥ 3 o+ e'4@yy(o) € C.
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Wir erkennen Beispiel 1.6 wieder, wenn wir 3 = R setzen und ¢(k) = —k%. Mit
= SO gt X = L2(S, 1) = P(N).

Ein allgemeiner Spektralsatz fiir unbeschréankte Operatoren betrachtet die Situa-
tion (Reed and Simon, Functional Analysis, Theorem VIII.4):

X Hilbertraum, A : D(A) C X — X selbstadjungiert mit D(A) dicht.

Der Spektralsatz besagt: Es gibt es einen Mafiraum (3, i) und einen isometrischen
(sogar unitéren) Isomorphismus X 2 L?(3; 1) und eine Funktion ¢ : 3 — R, so dass
fiir die Darstellung im Raum L?*(3; i) gilt: Der Operator A ist ein Multiplikations-
operator, A = M,.

1.1.2 Partielle Differentialgleichungen

Einige wichtige lineare partielle Differentialgleichungen der mathematischen Physik
sind die folgenden (wir geben hier Anfangs- und Randbedingungen nicht mit an).

du—Au=0 Wirmeleitungsgleichung (1.13)
Ou+b-0,u=0 einfache Transportgleichung (1.14)
Ou+b-Vu—-Au=0 Wirmeleitung mit Transport (1.15)
O*u— Au=0 Wellengleichung (1.16)

Ofu+ A’u =0 Stabgleichung (1.17)

i+ Au—V()u =0 Schrodingergleichung (1.18)

Wir geben nun zwei wichtige nichtlineare Beispiele an. Gemeinsam ist ihnen,
dass die Nichtlinearitdt nicht von der héchsten Ordnung ist.

Ou— Au— f(t,u) =0 Reaktions-Diffusions-Gl. (1.19)

ov+ (v-Vjv—Av+Vp=0

div (v) = 0 Navier-Stokes-Gleichung (1.20)

In der néchsten Gleichung kommen die hochsten Ableitungen nichtlinear vor.

Oyu — Z a;;(u)0;ju =0 Nichtlineare Wirmeleitung (1.21)

ij

Die Vielfalt der Gleichungen ist schier grenzenlos. Unser Ziel muss es daher sein,
eine moglichst allgemeine Theorie zu entwickeln und geeignete Kategorien fiir Glei-
chungen zu finden.

Unser ehrgeiziges Ziel ist es, Methoden zu entwickeln, die eine groffe Klasse von
Gleichungen abdecken und insbesondere lokale Lésungen fiir alle oben genannten
Gleichungen liefern.
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1.2 Die Wiarmeleitungsgleichung

Wir wollen an drei elementare Methoden erinnern, mit denen sich die Warmelei-
tungsgleichung 16sen 148t. Jede der Methoden wird in einer verallgemeinerten Form
in der Halbgruppentheorie verwendet werden.

1.2.1 Entwicklung in Eigenfunktionen

Zunéachst 16sen wir die eindimensionale Gleichung
Owu(z,t) = Au(z,t), u(0,t) =u(mt)=0Yt>0, u(.,0)=mu()

fiir ug € L*((0,7),R). Wir entwickeln u in eine Fourier-Reihe,
up(z) = Z ug i sin(kzx) .
k=1

(Formal wird die ungerade Fortsetzung von wg in sin und cos entwickelt, und wegen
der Symmetrie tauchen keine cos-Terme auf.) Wir entwickeln nun auch die Losung
u(.,t) in eine Fourierreihe,

u(z,t) = Zuk(t) sin(kz) . (1.22)

Die Funktion wu ist Losung der Gleichung, falls fiir alle k
Opup(t) sin(kx) = up(t) A sin(kr) = —uy(t)k*sin(kx)

uk(0) = ug g -

Die Losungen ug(t) von dyuy, = —k*uy sind insbesondere exponentiell fallend fiir
t > 0 und k£ — o0. Dies sichert die Konvergenz der Reihen.

Die Randbedingung u(0,t) = u(m,t) = 0 wird ebenfalls eingehalten: Die Reihe
(1.22) konvergiert gleichméfig. Insbesondere stimmen die Randwerte von u mit den
formalen Randwerten ) 0 = 0 tiberein.

Wir haben also in Beispiel 1.6 die Warmeleitungsgleichung auf einem Intervall
gelost.

Ubung 1.5. Man iberlege sich, was passiert, wenn wir

a) im Ansatz ug und u(.,t) in cos entwickeln; welche Gleichung losen wir?

b) die Dirichlet-Losung in cos entwickeln. Kommentar hierzu: Die symmetri-
sche Fortsetzung der Dirichlet-Lisung ldsst sich in Sinus und Cosinus entwickeln,
wegen der (geraden) Symmetrie wird in der Entwicklung nur cos verwendet. Fine
Entwicklung ist also méglich, sie passt aber schlecht zu den Randbedingungen ...

Dieselbe Methode kann auch auf einem beliebigen Gebiet angewendet werden.
Fiir ein glattes beschrianktes Gebiet (2 C R™ werden wir die Gleichung

Owu(z,t) = Au(z,t), uw=0auf 9Q, wu(x,0)=uy(z)
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fiir ug € L?(Q,R) lésen. Mit der Familie der Eigenfunktionen v;, € HJ(2,R) des
Laplace-Operators
Avk = —)\kvk

konnen wir wieder entwickeln,
t)=> up(tyu(z). (1.23)
k=1

Als wy, wihlen wir die Losungen von Oyur = —Agug, uk(0) = ugy und finden eine
Losung der Wirmeleitungsgleichung. Wieder haben wir den Erzeuger A : Hj(2) N
H?(Q) — L?*(Q) diagonalisiert.

Wir werden diesem Verfahren (Zerlegung in Eigenfunktionen) in der Definition
einer analytischen Halbgruppe (Definition 4.5 und Satz 4.6) wieder begegnen.

1.2.2 Galerkin-Methode

In Abschnitt 1.2.1 haben wir fiir spezielle Ansatzfunktionen v, folgende Idee rea-
lisiert: Tm Hilbertraum X = L?(Q2) wihlen wir eine Basis (vg)r von X mit
v, € H}(2) N H?(Q2) und betrachten die endlichdimensionalen Unterrdume X,, auf-
gespannt durch (vq,...,v,). Die L?*orthogonale Projektion auf X, bezeichnen wir
mit P,. Wir setzen folgendes fiir die Basis voraus:

Py — ¢ in H' fiir n — oo, fiir alle ¢ € Hy(Q). (1.24)
Wir 16sen die gewohnlichen Differentialgleichungen
Owu(t) = P,Au(t), u(0)= Pyug.

Warnung: Dies ist nicht die iibliche Diskretisierung, normalerweise bildet
man nicht die Verkettung P, o A.

Fiir diese gewohnlichen DGL’s mit Lipschitz-stetiger rechter Seite finden wir Losun-
gen u =u, € CY (R, X,,).
A priori Abschdtzungen. Multiplikation der Gleichung mit w, und Integration

iiber € liefert .
8t—/ | (z,1))? do +/ |V (z, t)* de = 0.
2 Jg Q

Hierbei haben wir die Orthogonalitdat von P, ausgenutzt. Eine Integration iiber das
Zeitintervall [0, T'] ergibt

/|unxT)|2dm—l—/ /|VunxT|2dxdt /|Pu0 2 da .

Die rechte Seite ist fiir alle n beschrénkt durch 1|jug|/2.. Dies bedeutet, dass die
Funktionen u,, gleichméBig beschrinkt sind in L*((0,7), H'(€)). Wir kénnen dann
eine Teilfolge auswéhlen, die gegen ein u in demselben Raum konvergiert.
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Gleichungen fiir u. Wenn wir die u,,-Gleichung mit einer Testfunktion ¢ testen,
so finden wir die schwache Form der Gleichung

//un 8t90+/ /wn. (Pag) = 0 Vg € CHQ x (0,T),R).

Wegen P, — ¢ in C°((0,T), Hi(Q)) (nach Voraussetzung (1.24)) und u,, — u in
L*((0,T), H(2)) kénnen wir in beiden Integralen zum Limes {ibergehen. Wir finden

T T
—/ /u-@m#—/ /Vu-Vgo:0 Yo € C3(Q x (0,T),R),
o Jo 0o Ja

also ist die schwache Form der Gleichung erfiillt.

Mit etwas zusiitzlichem Aufwand kann gezeigt werden, dass u € CY([0, 7], L*(2))
und dass auch die Anfangswerte angenommen werden.

Ein sehr dhnliches Verfahren wird zum Beispiel in Finite-Elemente-Verfahren
verwendet. Dort werden als Ansatzfunktionen die w, stiickweise Polynome iiber
einer Triangulierung von (2 gew&hlt. Man spricht daher bei dem Verfahren auch von
einer Diskretisierung im Raum. Allerdings gibt es einen technischen Unterschied: In
unserem Beispiel haben wir P,Au gebildet, was nur geht, wenn zweite Ableitungen
von u in L? existieren. Das will man in numerischen Verfahren nicht und arbeitet
daher immer in der schwachen Formulierung (und nicht mit P,Au).

In der Halbgruppentheorie werden wir im Hille-Yosida Theorem 3.1 etwas Ahn-
liches tun: Wir approximieren den Operator A durch beschrankte Operatoren A,,.
Der Limes der zugehorigen Halbgruppen S,, ist dann die Halbgruppe S zu A.

1.2.3 Rothe-Methode

Im Gegensatz zum vorigen Verfahren ist die Rothe-Methode eine Diskretisierung der
Zeit. Das einfachste Verfahren ist folgendes. Wir wollen 0,u = Awu mit u(0) = wug auf
2 und fiir ein Zeitintervall [0, 7] 16sen. Wir wéhlen ein kleines A¢ und unterteilen
[0,7] in Intervalle [tg,tpy1] mit ¢y = k- At und ty = T. Die Losung u soll in
den Zeitpunkten t; approximiert werden durch u(t;) ~ uy € X = L?*(Q2). Dafiir
definieren wir die Familie u, durch die Vorschrift

Ug4+1 — Uk

A priori Abschdtzungen. Wir testen die Vorschrift mit ug,; und erhalten
1
At (Nl = Cwns wrr1)) = =V |

Wir summieren iiber alle k& mit Gewicht At, und verwenden (uy, ug11) < (|[ups1]]® +

us?) /2.
N
—AtZHVuk\P Znumu (g, 1)

N—

;_A

l\'JIH

2 (s ” = lunll®) = Fllun® = Slluol*.
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Zu den Werten (uy)k—=1... » kann man die lineare Interpolation definieren. Man erhélt
so eine Funktion v : [0,T] — X,

uN(t) = pug + (1 — pugyr  fir £ = pty + (1 — p)teg, p€ (0,17,

Fiir die Funktionen Y haben wir Abschétzungen in den Riumen L*((At, T), H'(Q))
gefunden. Ein schwacher Limes der Folge ist wieder eine Losung der Gleichung.

Zusammenhang mit der Halbgruppentheorie. Wir setzen A = ﬁ und schrei-
ben die uy1-Gleichung als
()\ - A)ukﬂ = )\Uk

Falls wir nachweisen kénnen, dass
A=A Mexx) <~ (1.25)

fir alle A € Ry gilt, so folgt ||uglx < [|uol|x fur alle k, unabhéngig von At (also
von N). Die linearen Interpolationen u" sind dann eine beschrinkte Familie in
CY([0,T7], X) und wir kénnen einen schwach-* Limes finden.

Tatsdchlich gilt Relation (1.25) fiir den Laplace-Operator. Wir miissen dafiir
lediglich mit uy; testen, wie schon zuvor fiir die a priori Abschétzung. Das Ergebnis
war

1 l® < (ke wpin) < [ [unll
also ||ugs1]] < ||uk||. Dies ist aber genau (1.25).

In der Halbgruppentheorie werden wir sehen, dass unter ganz allgemeinen
Umsténden gilt: Ein Operator A (bei uns A = A), der (1.25) erfiillt, ist der Er-
zeuger einer stetigen (sogar einer kontraktiven) Halbgruppe auf X.
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Lineare Halbgruppentheorie
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Kapitel 2

Operatoren und Halbgruppen

2.1 Spektrum, Resolvente, Halbgruppen

2.1.1 Grundbegriffe fiir Operatoren

Definition 2.1 (Linearer Operator). Ein (unbeschrdnkter) linearer Operator auf
einem Banachraum X ist gegeben durch einen linearen Unterraum D(A) C X und
eine lineare Abbildung A : D(A) — X. Wir schreiben dafir A: D(A) C X — X.

Meist fordern wir, dass A abgeschlossen ist, d.h. fir alle ux, € D(A) mit u —
u€e X und Aup, — v € X gilt

u€ D(A) und Au=wv.

Definition 2.2 (Spektrum und Resolvente). Zu einem abgeschlossenen linearen
Operator definieren wir

e Spektrum von A als
o(A):={A e C|A— A: D(A) — X ist nicht bijektiv}
e Resolventenmenge p(A) :=C\ o(A)

e Resolvente R(\, A) := (A — A)~! fiir X € p(A).

Hinweis: Fiir nicht abgeschlossene Operatoren definiert man Spektrum und Re-
solventenmenge anders. Man setzt A € p(A), falls A — A : D(A) — Bild(A — A)
eine stetige Inverse hat und Bild(A — A) dicht in X ist. Das Spektrum ist wieder
das Komplement der Resolventenmenge. Fiir abgeschlossene Operatoren stimmen
die Definitionen {iberein. Die nachfolgende Bemerkung zeigt eine der beiden Rich-
tungen.

Komplezifizierung. Falls X ein Banachraum iiber R ist, so muss man schon fiir die
Definition von (C, X') 3 (A, z) — Au den Banachraum komplexifizieren: Sei X = Xy
ein Banachraum iiber R. Wir definieren X¢ := Xz x Xg mit der zugehorigen Ad-
dition und der zugehorigen Norm. Multiplikation mit Skalaren wird definiert durch:
A=A +i\ € C, zc = (71, 22) € X, Axc := (M@ — Aawo, \za+ Aaxy) € Xc. Ope-
ratoren der Form A\ — A miissen immer auf der Komplexifizierung des Banachraumes
betrachtet werden.

17
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Bemerkung 2.3. Fiir abgeschlossene Operatoren A ist die Resolvente (fir festes
A € C) ein beschrinkter Operator.

Dies folgt aus dem Satz iiber den abgeschlossenen Graphen. Der lineare Operator
R(MA) : X — X hat einen abgeschlossenen Graphen in X x X. Dann ist der
Operator beschrankt (siehe z.B. [1]).

Beispiel 2.4 (Spektrum des Laplace-Operators). Beschrinkte Gebiete. Fiir ) C
R" offen und beschrinkt kann man betrachten: D(A) := H*(Q) N H}(Q) und A =
A : D(A) — X := L*(Q). Der Operator A=' : X — X st wohldefiniert und sogar
kompakt. Der Spektralsatz fiir kompakte Operatoren liefert eine Familie positiver
reeller Zahlen Ay < A\ < Ay < ..., so dass gilt

o(A) = {—\. |k € N} .

Ein unbeschrinktes Gebiet. Auf Q = R betrachten wir D(A) := H?*(Q) und
A=A:D(A) = X := L*Q). Fiir positives X\ € R kann man A\ — A invertieren;
tatsachlich liefert testen von Au — Au = f mit u eine a priori Abschdtzung fiir
u € HY(R), dies ist ein klares Indiz fiir Invertierbarkeit von A — A.

Interessant sind negative A € R. Die Gleichung Au— Au = 0 besitzt eine Lisung,
ndamlich zum Beispiel u(x) = sin(\/|\|z). Allerdings ist diese Losung nicht in X =
L*(Q) (deswegen ist A auch kein Figenwert). Man kann abgeschnittene Versionen
von sin(+/|A|x) benutzen, um eine Folge (u;); zu konstruieren, die beweist, dass A— A
nicht tnvertierbar ist. Damit erhalten wir, dass alle negativen reellen Zahlen im
Spektrum o(A) liegen, es gilt tatsdchlich

o(A) = {A|NeR,A<0} .

Es handelt sich um ein “kontinuierliches” Spektrum.

Elementare Eigenschaften von Resolventen.
Lemma 2.5 (Resolventenidentitét). Fir A\, u € p(A)
R(A,A) = R(p, A) = (= M R(A, A)R(p, A) - (2.1)
Insbesondere vertauschen Resolventen,
RN A)R(p, A) = R(p, A)R(N, A) . (2.2)
Bewers. Wir starten mit der Beobachtung, dass
id = (A= A)R(u, A) = (u — AN R(p, A)

was durch Einfiigen von 0 = A — A in der Klammer auf der rechten Seite folgt.
Anwendung von (A — A)~' = R(\, A) liefert (2.1). O
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Lemma 2.6 (Resolventenmenge ist offen). Sei A: D(A) C X — X ein abgeschlos-
sener Operator. Dann ist p(A) offen und o(A) abgeschlossen.

Genauer gilt fiir u € p(A): Firr = ||R(u, A)|| 7" ist die offene Kugel B,(u) C C
in p(A) enthalten. In der Kugel hingt R(\, A) analytisch von \ ab und es gilt die
Darstellung

[e.e]

RO\ A) = (0= A" R, A (23)

n=0

Beweis. Fir A € C schreiben wir
A—A=p—A+A—p=[id—(u— AR A)l(p—A).

Dies zeigt: Falls der Operator [id — (u — A\)R(u, A)] € L£(X) invertierbar ist, so
ist auch A — A invertierbar. Dies ist der Fall fiir |\ — pu| < r, wie man mit einer
kontraktiven Fixpunktiteration einsehen kann. Eine genauere Information liefert die
Taylor-Reihe, nach der man die Inverse

(A= A)" = R(p, A)fid — (u — N R(u, A)]
iiber die konvergente) Reihe darstellen kann. Dies ist genau (2.3). Insbesondere
schliefen wir auch, dass R(\, A) in einer Kugel um g analytisch von A abhéngt. [

Bemerkung 2.7 (Abschétzung impliziert Invertierbarkeit). Wir nehmen an, dass
auf einer zusammenhingenden Menge U C C mit U N p(A) # 0 die Abschitzung

[RA, AN < CA) YA e Unp(A)
gilt mit C(.) stetig auf U. Dann ist U enthalten in der Resolventenmenge.

Beweis. Dies folgt sofort mit einem Widerspruchsargument. Angenommen, U N
o(A) # (. Dann existiert auch ein Randpunkt A € U N do(A). Wegen der Ab-
geschlossenheit des Spektrums gilt A € o(A). Wegen C(\) < oo und der Stetigkeit
von C' gilt ||R(p, A)|| < 2C(A) fiir alle p € p(A) mit | — A| klein. Ein Widerspruch
zu Lemma 2.6. [l

Ubung 2.1 (Spektrum beschrinkter Operatoren). Sei X # {0} ein Banachraum
und A € L(X). Zeigen Sie fiir das Spektrum o(A) die Eigenschaften: (i) o(A) # 0.
(i) X € a(A) impliziert |A| < ||A]|.

Ubung 2.2 (Spektrum von diskreten Verschiebungsoperatoren). Wir betrachten
X = *(N,C) und darauf die Rechtsverschiebung

R: (CLl, a2, ) — (0, ai, ag, )
und die Linksverschiebung
L:(ay,aq,...) = (a,as,...).

Zeigen Sie, dass ganz B1(0) C C aus Figenwerten von L besteht. Folgern Sie o(L) =
By(0) C C. Zeigen Sie, dass auch o(R) = By(0) gilt, es aber keinen Eigenwert von
R gibt.
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2.1.2 Halbgruppen

Definition 2.8 (Lineare Halbgruppe). X sei ein Banachraum, S eine Familie von
Abbildungen S(t) € L(X), indiziert mit t € [0,00). S heifft Halbgruppe, falls die
nachfolgende Halbgruppeneigenschaft erfillt ist.

S(t)oS(s)=8S({t+s) Vt,s>0,

2.4
S(0) = id. (24)

Wir fordern immer, dass die Halbgruppe stark stetig ist, dass also
[0,00) >t S(t)x € X stetig ist fir allex € X . (2.5)

Lemma 2.9 (Stetigkeit kann in ¢ = 0 getestet werden). Fine lineare Halbgruppe S(t)
wie in Definition 2.10 ist stark stetig genau dann, wenn Anfangswerte angenommen

werden, wenn also
Png S(t)x =z fir allex € X . (2.6)
—

Beweis. Die starke Stetigkeit impliziert direkt die Limeseigenschaft. Die eine Impli-
kation ist damit klar.

Schritt 1. Wir zeigen zunéchst, dass fiir eine lineare Halbgruppe S(¢) mit Eigen-
schaft (2.6) folgende Beschrénktheit gilt: Es gibt ein 6 > 0, so dass

sup ||S(t)|| < oo. (2.7)
te[0,6]

Fiir einen Widerspruchsbeweis nehmen wir das Gegenteil an, dass also fiir t;, — 0
gilt ||S(tx)|| — oo. Nun wenden wir das Prinzip der gleichméfiigen Beschréinktheit
an (siehe z.B. [1]). Danach gibt es zur Familie von Operatoren S(t;), € N auch ein
festes x € X mit || S(¢x)z|| — oo. Dies widerspricht aber der Stetigkeit in 0.

Schritt 2. Sei wieder S(t) mit (2.6). Wir zeigen zunéchst, dass dann S(t)x rechts-
stetig ist. Tatsédchlich gilt

15+ h)x =Szl < SO [S(h)x — ]| =0

fir h — 0" wegen der Limeseigenschaft, also ist S(t) rechtsstetig.

Fiir die Links-Stetigkeit bemerken wir zunéchst, dass sich wegen der
Halbgruppeneigenschaft die Abschétzung (2.7) verbessert zu supyej,,) [|[S(#)[| < oo
fiir jedes feste ¢; > 0. Nun schreiben wir

15t = h)x = S(t)z|| < ISt = Al lz = S(h)z]|.

Da die Familie S(t) € L(X), t € [0,t;] gleichm&Big beschrankt ist, folgt die Links-
stetigkeit wieder aus der Limeseigenschaft. O]

Definition 2.10 (Stetigkeitseigenschaften). Fine Familie von Abbildungen S(t) €
L(X,X), te€[0,00) mit der Halbgruppeneigenschaft (2.4) heifit

o gleichformig stetig, falls t — S(t) € L(X, X) stetig ist
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o kontraktiv, falls [|S(t)]| <1
o w-kontraktiv, falls ||S(t)|| < e**

e analytisch, falls die Familie t — S(t) in die komplexe Ebene analytisch fortge-
setzt werden kann (siehe Definition 4.5).

Ubung 2.3. Zeigen Sie, dass wir den Begriff der gleichformigen Stetigkeit im Ver-
gleich zu (1.10) nicht verdndert haben.

Halbgruppen konnen hochstens exponentiell wachsen. In der gesamten Vorlesung
werden wir oft Konstanten M und w aus folgender Aussage verwenden.

Bemerkung 2.11. Jede stark stetige Halbgruppe S(t) erfillt fir Konstanten M > 1
und w € R eine Abschitzung

IS()|| < Me*t Wt >0. (2.8)

Beweis. Fiir festes z € X ist ¢t + S(t)x stetig und daher sup;cpqy [|S(t)z]| < oc.
Das Prinzip der gleichférmigen Beschrénktheit liefert daraus die Beschrianktheit der
Familie (S(t)):cpo,1], also eine Schranke M mit

IS <M Vtelo,1].
Nach der Halbgruppeneigenschaft gilt fiir beliebiges t =n+ 7, n € N, 7 € [0, 1]
IS@I < IS I1S()]| < M < Me' e M < Me*
fiir w = log M. O

In der Theorie kann man w-kontraktive und kontraktive Halbgruppen ineinander
umwandeln. Dies geschieht mit folgendem Lemma.

Bemerkung 2.12 (Reskalierte Halbgruppe). Sei S(t) eine w-kontraktive Halbgrup-
pe auf X. Dann definiert
T(t)u:=e “"S(t)u

eine kontraktive Halbgruppe auf X .

Insbesondere sehen wir, dass in Ungleichung (2.8) die Zahl w fiir die Theorie keine
Rolle spielt; wir konnen durch Skalierung immer w = 0 annehmen. Der Vorfaktor
M macht den wichtigen Unterschied zwischen einer nur stark stetigen (M > 1) und
einer kontraktiven (M = 1) Halbgruppe.

Bemerkung 2.13 (Halbgruppe stark stetig, aber nicht kontraktiv). Der Ubergang
zu einer dquivalenten Norm auf X kann aus kontraktiven Halbgruppen solche ma-
chen, die lediglich stark stetig sind.

Insbesondere gilt: Das Spektrum von A alleine kann nicht tiber die Kontraktivitit
der Halbgruppe entscheiden.
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Wir wollen ein solches Beispiel konstruieren. Wir betrachten X = [*(N,R?) =
[>(N, C) als Banachraum iiber R und zu u = (ug)gen definieren wir

Au=v=(vg)r, vk =ikug.

Dies ist ein Multiplikationsoperator und wie in Beispiel 1.7 1a8t sich die erzeugte
Halbgruppe explizit angeben,

Stu=ut) = (ut))r, wt)= e uy.

In jeder Komponente ist die Halbgruppe eine Drehung, in Komponenten mit groflen
Indizes wird beliebig schnell gedreht.
Wir kénnen auf X eine Norm durch

lull == [Reu/|* + 2| Tm uy|*
k

definieren. Diese Norm ist zur natiirlichen Norm &quivalent. Aber: Beziiglich der
Norm ||.||; ist die Halbgruppe nicht kontraktiv. Man muss das M in (2.8) mindestens
auf 2 setzen.

2.2 Erzeuger der Halbgruppe

Definition 2.14 (Erzeuger einer Halbgruppe). Der Erzeuger einer linearen Halb-
gruppe S auf X st der Operator

S(h)x —x

Az }111_% . (2.9)
Er ist definiert auf D(A) C X,
Mz —
D(A) = {x € X |lim Stz —w existz’ert} . (2.10)
h—0 h

Wir bestimmen zur Einstimmung den Erzeuger der reskalierten Halbgrupe
Tt)u:=e “'S(t)u,

wobei S den Erzeuger A hat. Wir finden

_ _ —wh __
lim M = lim (e“hs(h)u Y + € 1u) = Au — wu.

h—0 h h—0 h h
Also hat T" den Erzeuger B = A — w.

Proposition 2.15 (Losungseigenschaften). Sei S(t) eine stark stetige lineare Halb-
gruppe und (A, D(A)) ihr Erzeuger. Dann gilt fir uw € D(A):

1. S(t)u € D(A) fir allet >0
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2. AS(t)u = S(t)Au fir allet > 0
3. Die Abbildung t — S(t)u ist differenzierbar auf (0, 00)
4. Auf (0,00) gilt die Gleichung
O [S(t)u] = A[S(t)u] . (2.11)

Beweis. Wir fragen uns: Was wire AS(t)u? Dazu rechnen wir mit der Halbgruppen-
eigenschaft
. Sh)S(tyu—S(t)u .
hlgél+ h = 5() hlggl+ h
Also gilt S(t)u € D(A) und die Vertauschbarkeit AS(t)u = S(t)Au. Gleichzeitig
sehen wir, dass die rechtsseitige Ableitung von S(t)u durch AS(t)u gegeben ist.
Es bleibt, Differenzenquotienten nach links zu berechnen.

m S(tyu — i(t —hju _ m { St h)sm)g - u}
= lim { S(t — h) (% - Au) + St — h)Au} — S(t) Au.

Dabei haben wir verwendet, dass die Familie S(t — h) € L£(X) beschriankt ist fur
h € [0, ho] (sieche Beweis von Bemerkung 2.9) und die starke Stetigkeit von S(t).
Rechter und linker Limes existieren und stimmen beide mit AS(¢)u tiberein. Daher
ist die Halbgruppe fiir u € D(A) differenzierbar und es gilt (2.11). O

Satz 2.16 (Eigenschaften des Erzeugers). Der Erzeuger einer stark stetigen linea-
ren Halbgruppe ist ein abgeschlossener und dicht definierter linearer Operator. Die
Halbgruppe ist durch den Erzeuger eindeutig bestimmit.

Beweis. Fiir stetige lineare S(t) ist A per Definition ein linearer Operator.

Schritt 1. Dichtheit von D(A). Fiir t > 0 definieren wir einen Operator V()
durch

t
V) = / S(r) dr.
0
Die Abbildung 7 — S(7)u ist stetig fiir u € X. Daher gilt
1
;V(t)u — S0)u=u

in X fiir t — 0. Wir behaupten, dass fiir beliebiges v € X gilt: V(t)u € D(A) fir
alle ¢ > 0. Damit ist dann die Dichtheit von D(A) bewiesen. Wir berechnen

SOV _ 2 [0+ 1~ Sy dr

) A
1 t+h 1 h

1 / S(ryu— & / S(r)u = S(t)u — u
h J; h Jo
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fiir h — 0. Unser Ergebnis lautet: V(t)u € D(A) mit
AV u = S{t)u —u. (2.12)

Schritt 2. Abgeschlossenheit. Seien D(A) 3 u, — w und Aug — v in X. Wegen
(2.12) und Proposition 2.15 gilt

¢ t
S(t)uy — up, = / AS(T)uy, dr = / S(7T)Auy, dr .
0 0
Wir bilden den Limes k — oo und finden

St —u = /Ot S(ry dr .

Der Differenzenquotient erfiillt, fiir t — 0,

M—l/tS(T)vdT—)v.

t ot
Dies beweist u € D(A) und Au = v.

Schritt 3. Eindeutigkeit. Sei T'(t) eine weitere Halbgruppe mit Erzeuger A. Fiir
u € D(A) betrachten wir

[0,t] 2 s+ v(s) :=T(t —s)S(s)u € X.

Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass v konstant ist. Fiir A~ > 0 bilden wir den Differen-
zenquotienten

v(s+h)—uv(s)

-5 h)% (S(s + R)u — T(h)S(s)u)

h
=T(t— s)% (S(s+ h)u— S(s)u)
F(T(t—s—h)—T(t - g)% (S(s+ h)u— S(s)u)
—i—%(T(t—s—h) —T(t—s))S(s)u.

Wir bilden den Limes h — 07. Erster und dritter Term konvergieren nach Proposi-
tion 2.15 gegen

T(t—s)AS(s)u bzw. — AT(t—s)S(s)u.

Sie stimmen bis auf das Vorzeichen iiberein und loschen sich aus. Den zweiten Term
schreiben wir als

s/
=

Yop == (T(t—s—h)—=T(t—s))xy
mit

xp=—(S(s+h)u—S(s)u) = zog = AS(s)u.

SRS
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Wir schéitzen ab und bilden den Limes A — 0,
1B(h)xnllx < [|B(h)zollx + B(h)llecx) - [ln — ol x — 0.

Dabei haben wir die Konvergenzen B(h)xy — 0 (starke Stetigkeit) und die
gleichméBige Beschrianktheit der Operatoren B(h) ausgenutzt.

Obige Rechnung kann auch fiir negatives h durchgefiihrt werden. Wir schlieflen,
dass die Funktion s — v(s) differenzierbar ist und dass die Ableitung verschwindet.
Also ist v konstant. Wir vergleichen die Endwerte und finden

T(t)u =v(0) =v(t) = S(t)u.

Damit stimmen die Halbgruppen auf D(A) iiberein. Da D(A) dicht ist und die
Abbildungen u +— T'(t)u und u — S(t)u stetig sind, folgt Gleichheit auf ganz X. O

Gleichformig stetige Halbgruppen

Mit dem néchsten Theorem charakterisieren wir die Erzeuger von gleichférmig ste-
tigen Halbgruppen.

Satz 2.17 (Gleichformig stetige Halbgruppen und beschrinkte Erzeuger). Im Ba-
nachraum X gilt:

1. Jedes A € L(X) erzeugt eine gleichformig stetige Halbgruppe.

2. Fir jede gleichformig stetige Halbgruppe ist der Erzeuger ein Operator A €
L(X).

3. Erzeugt A : D(A) = X — X eine gleichformig stetige Halbgruppe, so gilt
Ae L(X).

Beweis. 1. Zu A € L£(X) definieren wir

> kAk
Sty = et i= 3 - (2.13)
k=0 '

Der Operator S(t) ist wohldefiniert, denn die Partialsummen

N
tk Ak
SN(t) = _k'

k=0

sind eine Cauchy-Folge im Banachraum £(X).
Fiir die Differenzierbarkeit argumentieren wir wie folgt: Die Partialsummen Sy :
t — Sx(t) sind Cauchy-Folgen in C'([0, 1], £(X)). Tatséchlich gilt fiir m < M

1Sm — Sm—1llc1o,11,2(x))
M

th Ak
D

k=m

M

tk Ak
%Y. T

k=m

= sup
te(0,1]

+ sup
te(0,1]

L(X) L(X)
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S

i HIALE
fiir m — oo. Also hat Sy einen Limes in C*([0, 1], £(X)), und insbesondere gilt
9:Sy — 0,5 in C°([0,1], L(X)).

Wir kénnen nun zeigen, dass S(t)u auf [0, 1] die Gleichung dyu = Au 16st (in
Randpunkten werden einseitige Ableitungen ausgefiihrt). Insbesondere ist dann A
der Erzeuger von S(t).

k=m

N g gk+1 NAL g k1 4k
(%) t*A ktF—A
AS(t) €2 ASy(D) =Y~ = Y
k=0 k=1
N+1 k Ak
t"A
= E 815 k' :8tSN+1—)atS(t)
k=1

In (%) verwenden wir die Beschrénktheit von A.
Zeitpunkte t € (T' —¢,T + ¢) mit T" > 1/2 schreiben wir als ¢t = Ty + 7 fur
To:=T —cund 7 € (0,1). Dann

S(t) = S(r) 0 S(Ty) = 8,S(t) = 8,5(r)S(Tp) = AS(t),

wobei insbesondere die entsprechenden Funktionen differenzierbar sind. Die Glei-
chung 0,S(t)u = AS(t)u gilt also auf ganz R,. Die gleichformige Stetigkeit auf R,
folgt ebenso aus S € C°([0,1], L(X)).

2. Zur Halbgruppe S(t) und fiir ¢t > 0 definieren wir

t
V(t) :—/ S(r) dr.
0
Die gleichférmige Stetigkeit von S impliziert
1
;V(t) — S(0) =id € L(X)

fiir t — 0. Daher ist fiir kleines t, > 0 der Operator V' (¢) invertierbar.
Die Halbgruppeneigenschaft impliziert

S(t) = V(te) 'V (te)S(t) = V(ty) ™! /Oto S(t+7)dr

to+t
— V(1) / S(r) dr,

und daher ist die Halbgruppe S(t) sogar differenzierbar auf (0, 00) und rechtsseitig
differenzierbar in 0. Die Ableitung in 0 ist

A =9,5(0) = V(to) " (S(to) — S(0)).

Insbesondere ist A ein beschrankter Operator.
3. Als Erzeuger einer gleichférmig stetigen Halbgruppe ist A nach 2. ein linearer
beschrénkter Operator. O]



27

Satz 2.17 sagt vor allem: Gleichférmig stetige Halbgruppen gehoren zu be-
schrankten Operatoren. Sie werden in unseren Anwendungen nicht vorkommen.

Andererseits werden wir nun wie folgt vorgehen kénnen. Wir werden unbe-
schrinkte Operatoren A durch beschrinkte Operatoren A, approximieren. Jedes
A, erzeugt eine Halbgruppe S, nach Satz 2.17. Ein Limes der S, definiert eine
Halbgruppe S.

Als Tlustration der FErgebnisse dieses Abschnittes betrachten wir die
Verschiebungs-Halbgruppe S(t) aus Beispiel 1.3,

(S(t)uo)(x) = ug(x —t).

Dies definiert eine stark stetige Halbgruppe auf X = L*(R) 3 uy.

Nach Satz 2.16 ist der Erzeuger A = —0, auf einem dichten Teilraum von X
definiert (nédmlich H'(R)). Weiterhin ist —0, : H' C L?* — L? ein abgeschlosse-
ner Operator (tatséichlich impliziert u;, — w in L*(R) und —0,ur — v in L*(R),
dass uxy — w in H* und —d,u = v). Die Halbgruppe zu dyu = —d,u ist eindeutig
bestimmt.

Der Erzeuger ist nicht beschriankt, also kann, nach Satz 2.17, die Halbgruppe
nicht gleichformig stetig sein (vergleiche Ubung 1.2).

2.3 Resolventen und Halbgruppen

Der Zusammenhang zwischen Halbgruppe S(t) und Erzeuger A liegt in den Spektral-
eigenschaften von A. Wir haben schon gesehen, dass ein beschrianktes Spektrum von
A zu einer gleichformig stetigen Halbgruppe gehért. Wir werden dies zu folgendem
Bild komplettieren.

Spektrum von A Halbgruppe S(t)

o(A) beschriankt — S(t) gleichformig stetig
o(A) in Halbebene < S(t) stark stetig / kontraktiv
o(A) in Sektor “ S(t) analytisch

Es ist allerdings nicht nur die Lage des Spektrums wichtig, sondern auch die
Resolventenabbildung, oder kurz, die Resolvente.

Satz 2.18 (Resolventenabschitzung fiir Erzeuger stark stetiger Halbgruppen). Sei
S(t) eine stark stetige Halbgruppe mit M und w aus Gleichung (2.8), und sei
(A, D(A)) der Erzeuger. Dann gilt:

1. Ser A € C. Fulls das uneigentliche Integral
R(MNu ::/ e S(T)u dr (2.14)
0

fiir alle w € X existiert, so gilt A € p(A) und R(\, A) = R(\).
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2. Fir alle X in der Halbebene {\ € C|Re A > w} gilt R(A\, A) = R(\) (und ins-
besondere sind beide Objekte wohldefiniert). Auflerdem gilt die Resolventen-
abschdtzung

IR(A,A)| < (2.15)

Rel —w '
Beweis. Zu 1. Es geniigt, den Fall A = 0 zu betrachten. Ansonsten reskalieren wir die
Halbgruppe wie in Bemerkung 2.12 und betrachten A = A — X mit S(t) = e MS(¢).

Wir wollen zeigen, dass die Existenz des uneigentlichen Integrals die Invertier-
barkeit von —A : D(A) — X impliziert (mit der zugehorigen Formel). Dazu wenden
wir eine Approximation von —A auf die behauptete Inverse an:

S(h) —id ~S(h)—id [
S R(0)u = - /0 S(T)u dr

zl(—/OOS( Ju dr + /OOOS(T)UCZT)
/S Ju dr — u.

Wir erhalten, dass R(0)u € D(A) und —AR(0)u = u fiir alle u € X.

Um schliellich zu zeigen, dass —A auch Rechtsinverse ist, fixieren wir u € D(A)
und verwenden nacheinander: R(0) Rechtsinverse, Definition von R(0), Abgeschlos-
senheit von A, Vertauschbarkeit von A und S(¢), Definition:

t

t
u=—-AR0)u=—-Alim [ S(t)udr=—1lim [ AS(T)udr

t—o00 0 t—o00 0
t

=—lim | S(7)Au dr = —R(0)Au.

t—00 0

Wir haben eine Inverse zu —A gefunden und damit gezeigt, dass A = 0 € p(A). Die
Formel ist ebenfalls nachgewiesen.

Zu 2. Die Konvergenz des uneigentlichen Integrals ist klar fiir Re A > w. Daher
folgen aus 1. alle Aussagen bis auf die Resolventenabschéitzung. Fiir diese berechnen

wir
/ e S(1) dr
0
S/ | 7AT} ||S H dT</ 7TR€‘)\M6L«)T dr
0

M
— M Tw Re ) <
/ Rel —w’

IR\ A = RO = ’

und haben damit die Abschétzung fiir die Resolvente. m

Satz 2.18 impliziert insbesondere: Informationen iiber die Lage des Spektrums
reichen nicht aus, um zu einem Operator eine zugehorige stark stetige Halbgruppe
zu finden.
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Ubung 2.4 (Verschiebungs-Operatoren). Wir betrachten die drei (abgeschlossenen)
Rechts- Verschiebungs-Operatoren A; = —0,, A; : D(A;) C X; — X;, 1 =1,2,3, mit
den Rdumen
X, = IX(R), D(A)) = H'(R),
1),R), D(As) ={u€ H'((0,1),R)[u(0) = 0},
J1),R),  D(4A3) = H'((0,1),R).

Man tiberlege sich:
U(Al) = ZR? 0(A2> = @, U(A3) =C.

Hinweis: (A — A;)u = f ist eine gewéhnliche Differentialgleichung.
Die Operatoren Ay und Ay erzeugen eine Halbgruppe (Rechtsshift). Die Opera-
toren —As und As nicht.

Satz 2.18 impliziert: Die Spektren von A; und As liegen in einer linken Halbebene,
in einer rechten Halbebene ist die Resolventenabschéitzung erfiillt.

Die Operatoren — Ay und Ajg erfiillen die Resolventenabschétzung in keiner rech-
ten Halbebene.

Der Operator Ay zeigt: Aus der Beschrinktheit des Spektrums folgt nicht die
Beschranktheit des Operators. Der Operator — A, zeigt: Aus der Beschrianktheit des
Spektrums folgt nicht, dass der Operator eine Halbgruppe erzeugt.

Ein weiteres Beispiel ist das Folgende. Es ist #hnlich zu —A, der Ubung, aber
hier liegt das Problem nicht in einer nicht-stellbaren Randbedingung.

Beispiel 2.19 (Resolventenabschétzung nicht erfillt). Wir betrachten den Raum
X = {u € L*(Ry)|ulo1) € H'((0,1))}
mit der natirlichen zugehorigen Norm. Darauf betrachten wir A = 0, mit
D(A) :={u:Ry = R|o,u € X}.
Formal sollte der Operator A Links-Verschiebungs-Operatoren S(t) erzeugen (ver-
gleiche Beispiel 1.4).

Es gilt: A ist dicht definiert, abgeschlossen, und A — A ist invertierbar fiir alle
Re A > 0: Die Losung von
AN=0)u=f

ist eindeutig und gegeben durch

Obwohl A all diese Eigenschaften hat, sind die Links-Verschiebungen S(t) trotzdem
keine Halbgruppe, denn S(¢) bildet gar nicht nach X ab. Dies zeigt, dass die verifi-
zierten Eigenschaften von A nicht ausreichend sind, um zu implizieren, dass A eine
Halbgruppe erzeugt.

Ubung 2.5. Man zeige direkt, dass der unbeschrinkte Operator 9, : X — X aus
Beispiel 2.19 die Resolventenabschditzung nicht erfillt.



Kapitel 3

Stetige und kontraktive
Halbgruppen

3.1 Hille-Yosida Theorem

Wir haben in Abschnitt 2.2 notwendige Eigenschaften von Erzeugern A : D(A) — X
von stark stetigen Halbgruppen gesammelt. Wir verwenden w und M aus Gleichung
(2.8). Die Resolventenabschitzung des letzten Punktes schreiben wir hier fiir M = 1
aus. Bisher bewiesen ist die Aussage: Jede w-kontraktive (also mit M = 1), stark
stetige Halbgruppe erfiillt

e A ist abgeschlossen

e D(A) ist dicht

o 0(A) C {\ReX <w}

o [RINA)| <||ReX—w|™t VA Rel>w.

Unser Ziel ist es nun, zu zeigen, dass diese Eigenschaften auch hinreichend sind.
Wir wollen also zeigen: Erfiillt A die obigen vier Eigenschaften so erzeugt A eine
w-kontraktive Halbgruppe. Insbesondere ist damit eine Losung fiir die Gleichung

o = Au

gefunden.

Der Fall stark stetiger Losungen (“M > 17) ist ein wenig komplizierter, wir
werden in Abschnitt 3.3 die entsprechenden Resultate besprechen.

Bemerkung: Ist S(t) = e die Halbgruppe zu einem beschrinkten Operator A
und B ein Operator, der mit A vertauscht, so gilt auch BS(t) = S(t)B. Dies kann
zum Beispiel iiber die Reihendarstellung gezeigt werden.

Satz 3.1 (Hille-Yosida 1948, kontraktiver Fall). Sei w € R und X ein Banachraum.
Fiir einen linearen Operator (A, D(A)) auf X sind dquivalent:

1. (A, D(A)) erzeugt eine stark stetige w-kontraktive Halbgruppe.

30
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2. (A, D(A)) ist abgeschlossen, dicht definiert, und fir alle A € C mit Re A > w
gilt A € p(A) und
1

MA < ———.
IROA) < ——

Fiir die Implikation “2.= 1.7 muss nicht die ganze Halbebene {\ € C|Re X > w}
betrachtet werden. Es ist ausreichend, wenn eine Zahl Ay € (w, 00) in der Resolven-
tenmenge liegt (so dass (w,00)Np(A) # D), und die Resolventenabschditzung fiir alle
A€ (w,00)Np(A) gilt.

Beweis. Mit den Sétzen 2.16 und 2.18 ist die Richtung 1.= 2. schon gezeigt. Wir
zeigen nun 2.= 1. Wegen Bemerkung 2.12 kénnen wir ohne Einschrinkung w = 0
annehmen.

Angenommen, es gilt (w,00) N p(A) # 0, und die Resolventenabschitzung gilt
fir alle A € (w,00) N p(A). Dann gilt auch (w,o00) C p(A) nach dem Prinzip aus
Bemerkung 2.7.

Um die Halbgruppe zu konstruieren, verwenden wir folgende Idee: Wir appro-
ximieren den Operator A durch beschrinkte Operatoren A,. Nach Satz 2.17 er-
zeugen die Operatoren A, Halbgruppen S, (¢) auf X. Wenn wir den Limes n — oo
durchfithren kénnen, so haben wir die gesuchte Halbgruppe mit S(t) = lim,, o Sy (%)
gefunden.

Die geeignete Wahl von A, sind die Yosida-Approximationen. Eine grafisch
eingédngige Formel fiir diese Approximationen ist

A

A, = :
1-14

Die formal korrekte Definition erfolgt mit der Resolvente, die ja nach Voraussetzung
fiir positive \ existiert. Wir setzen

A, = AR (1, lA) =nAR(n,A) = n’R(n, A) — nid.
n

Die letzte Gleichheit gilt wegen AR(n,A) = —(n — A)R(n, A) + nR(n, A). Wir

werden nacheinander fiir die Halbgruppen S,,(t) = e»! nachweisen:
a) A,u — Au fiir u € D(A)

b) S(t)u = lim, . S, (t)u existiert fir alle u € X

S(t
c) S(t) ist eine stark stetige kontraktive Halbgruppe auf X

)
)
)
d) A ist der Erzeuger von S(t)

Mit den Aussagen c) und d) ist der Satz bewiesen.

a) Wir zeigen zunédchst nR(n, A) — id fiir n — oo. Fiir u € D(A) gilt wegen
AR(n,A) = —id + nR(n, A)

1
InR(n, A)u = ull < | R(n, Al Aull < —|Aull = 0.
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Die Operatoren nR(n, A) sind wegen der Resolventenabschitzung gleichméflig be-
schrankt (ndmlich durch 1) und D(A) ist dicht; daher gilt nR(n, A)u — u sogar fiir
alle u € X.

Indem wir diese Konvergenz fiir u € D(A) auf Au anwenden, erhalten wir

Apu =nR(n, A)Au — Au

fiir n — oo, wie behauptet.

b) Mit der Darstellung A, = —n + n?R(n, A), der Abschétzungen fiir die Expo-
nentialformel und der Resolventenabschitzung rechnen wir

1S, (£)]] < et 1B < g=ntent _ 1

Die Halbgruppe S, ist also eine kontraktive Halbgruppe fiir jedes n.

Die Resolventen R(n, A) und R(m, A) kommutieren wegen der Resolventeniden-
titdt. Nach unseren Vorbemerkungen kommutieren daher auch die Operatoren A,
und A,,, und dann diese mit beiden Halbgruppen S, (t) und S,,(t). Wir kénnen
daher berechnen

Sn(t)u — Sy (t)u = /0 % (Sm(t — s)Sn(s)u) ds (3.1)

_ /O (Aot — 5)Sn(5)t &+ Sm(t — ) AnSa(s)u) ds

_ /Ot St — $)Sn(s) (An — An)uds.

Wegen der Konvergenz A, — A und Beschrianktheit von Si(7) folgt, dass S, (t)u
eine Cauchy-Folge ist, also

lim S, (t)u =: S(t)u existiert fir u € D(A).

n—oo

Der Limes gilt wegen Beschrénktheit von S, (¢) und Dichtheit von D(A) sogar fur
alle u € X.

c¢) Die Normabschétzung fiir S,,(¢) tibertridgt sich auf den Limes, daher ist S(t)
kontraktiv. Die Konvergenz S, (t)u — S(t)u ist gleichméaflig in ¢ auf kompakten
Intervallen, was aus der Rechnung (3.1) folgt. Daher folgt aus der Stetigkeit von
Sn(t)u die Stetigkeit von ¢ +— S(t)u.

d) Wir zeigen nun, dass A der Erzeuger von S(t) ist. Sei (B, D(B)) der Erzeuger
von S(t). Wir miissen mit der definierenden FEigenschaft von Erzeugern arbeiten.
Wegen der Losungseigenschaft der approximativen Halbgruppe gilt

Sty —u = /0 Su(r) A dr (3.2)

AuBerdem gilt fir u € D(A) fiir den Integranden mit einer Dreiecksungleichung

150 (T)Apu — S(1)Aul|
< [1Sa (D [Anu — Aul| + [[(Sn(7) = S(7))Aul| = 0,
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fiir n — oo, gleichméfig in 7 € [0,¢]. Wir konnen also in (3.2) zum Limes iibergehen
und finden

Stu —u = /OtS(T)AUdT.

Fiir u € D(A) konnen wir bilden

lim
t—0F t
Dies impliziert D(A) C D(B) und Bu = Au fiir u € D(A).

Wir miissen nur noch D(B) C D(A) zeigen. Sei dazu b € D(B) ein beliebiges
Element. Fiir A > 0 gilt (A—-B)(D(A)) = (A-A)(D(A)) = X, denn A = B auf D(A)
und A— A ist invertierbar als Operator D(A) — X. Der Operator A—B : D(A) — X
ist also ebenfalls surjektiv. Wir kénnen daher das Element a € D(A) C D(B)
betrachten, welches (A — B)(a) = (A — B)(b) erfiillt.

Der Operator B erzeugt eine kontraktive Halbgruppe, daher gilt (0,00) C p(B),

insbesondere ist A — B auf D(B) injektiv. Dies impliziert b = a und damit b € D(A).
Wir haben damit D(B) C D(A) erhalten. O

3.2 Kontraktive Halbgruppen in Anwendungen

In diesem Abschnitt wollen wir fiir verschiedene Operatoren das Hille-Yosida Theo-
rem anwenden. Wir werden aus abstrakten Eigenschaften von Operatoren A schlie-
Ben, dass A eine kontraktive Halbgruppe erzeugt. Wir erhalten dies fiir: (1) A dissi-
pativ, (2) A elliptisch, (3) A selbstadjungiert, (4) A schiefadjungiert, (5) Schrodin-
gergleichung, (6) Wellengleichung.

In diesem Abschnitt ist X immer ein Hilbertraum.

3.2.1 Dissipative Operatoren

Definition 3.2 (Dissipativer Operator). Auf einem Hilbertraum X heifst ein linearer
Operator A: D(A) C X — X dissipativ, falls

Re (Au,u) <0 VYue D(A).

Bemerkung 3.3. Dissipative Operatoren A erfiillen die Resolventenabschdtzung

1RO, A)|| < Re;()\) W A€ p(A), Red > 0. (3.3)

Beweis. Testen von (A — A)u = f mit u liefert
Wir nehmen den Realteil und finden mit Cauchy-Schwarz

Re MJull* < [ (f,u) | < [If] [l
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Kiirzen von ||u|| liefert

Re Allull < {171

also die Resolventenabschitzung. O]

Satz 3.4 (Lumer-Phillips 1961, vereinfacht). Ist A dicht definiert und dissipativ mit
(1—-A)(D(A)) =X, so erzeugt A eine kontraktive Halbgruppe.

Beweis. Die Resolventenabschétzung wurde in (3.3) bereits nachgerechnet. Es bleibt
zu zeigen, dass A abgeschlossen ist. Dann kann das Theorem von Hille-Yosida an-
gewendet, werden.

Die Abbildung 1 — A ist nach Voraussetzung surjektiv, wegen der Resolventen-
abschitzung aus Bemerkung 3.3 aber auch injektiv. Also ist 1 — A invertierbar. Die
Inverse ist beschréankt aufgrund der Resolventenabschitzung. Nach dem Satz vom
abgeschlossenen Graphen ist der Graph von (1 — A)~! abgeschlossen; damit ist auch
A abgeschlossen. ]

3.2.2 Parabolische Gleichung

Beispiel 3.5 (Parabolische Gleichung). Sei Q@ C R™ beschrdnkt mit Lipschitz-Rand
und 02 € C2. Wir betrachten den unbeschrinkten Operator A auf X,

A:D(A) = H¥(Q) N HYQ) € X — X = L¥Q),

definiert mit C*(Q)-Koeffizienten durch

Au(z) = Z Oy, (ai ()0, u()) + Z bi ()0, u(x) + c(x)u(z) . (3.4)

A sei elliptisch, d.h. fir einn > 0 gelte

Zai,j&-fj >nlEl?  VEER".
i?j

Dann ezistiert w > 0, so dass A eine w-kontraktive Halbgruppe erzeugt.

Um mit der Halbgruppentheorie besser vertraut zu werden, wenden wir hier nicht
den Satz von Lumer-Phillips an, sondern Hille-Yosida, Theorem 3.1.

Der Operator A ist dicht definiert, was aus der Dichtheit glatter Funktionen in
Lipschitz-Gebieten folgt. Fiir grofles A € R ist die Bilinearform zu A — A koerziv, was
aus der Rechnung weiter unten folgt. Diese Koerzivitdt impliziert, dass (A — A)u =
[ eindeutig l6sbar fiir alle f € X mit Losung u € H}(Q) (Lax-Milgram). Die
Regularitétstheorie liefert fiir H'-Losungen u von (A — A)u = f die Abschiitzung

[ullzz < Cl fllx -

Insbesondere ist die Losung v in D(A) und daher X in der Resolventenmenge.
Wir schlieBen weiterhin, dass A abgeschlossen ist. Begriindung: Es reicht zu
zeigen, dass (A — A) abgeschlossen ist. Seien also u, — u Losungen zu f, — f. Es
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gilt ||up — w2 < C|fn — finllx — 0. Also gilt u,, — u in H?, insbesondere ist u
im Definitionsbereich und die Gleichung gilt.
Es bleibt, die Resolventenabschétzung zu zeigen. Wir berechnen wie iiblich

n
< —§”VU||%2(Q) + CHUH%?(Q)

fiir ein C' > 0. Wir setzen w = C'+ 1 und erhalten fiir A mit Re A > w und Losungen
von (A — A)u = f die Ungleichung

Re A [[ul” — Re (Au, u) < || fllzzollull 2o -

Einsetzen und Kiirzen von ||ul| liefert die Resolventenabschétzung fiir A— A, ndmlich
lull < m= 11

Der Operator A erzeugt daher nach dem Satz von Hille-Yosida eine w-kontraktive
Halbgruppe.

Ubung 3.1 (H~(Q) als Grundraum). Ein Nachteil in der obigen Behandlung des
parabolischen Problems liegt darin, dass man Abschdtzungen fir Losungen ellipti-
scher Gleichungen in H*(Q) bendtigt. Das erfordert Annahmen an die Glattheit des
Gebietes und der Koeffizienten.

Verifizieren Sie, dass man die Halbgruppentheorie auch mit dem Grundraum X =
H=Y(Q) und D(A) = H}(Q) verwenden kann. Mit dieser Wahl ist keine elliptische

Regularitdtstheorie erforderlich (sondern nur Lax-Milgram,).

3.2.3 Selbstadjungierte Operatoren

Wieder sei X ein Hilbertraum. Zu jedem Operator A : D(A) — X wird der adjun-

gierte Operator auf Dualrdumen “riickwérts” definiert: A" : X’ — D(A)’ erfiillt, fir
alle p € X' und u € D(A),

(A'p)(u) == p(Au) . (3.5)

Im Hilbertraum wird X mit X’ mit Hilfe des Skalarproduktes identifiziert. Wir

identifizieren p mit = durch die Darstellung p(.) = (z,.). Formel (3.5) hat dann die

gewohnte Form:
(u, A'x) = (Au, x) .

Definition 3.6 (Selbstadjungierter Operator). Ein Operator A : D(A) C X — X
heif§t selbstadjungiert, falls

D(A") :={u e X"| A'u beschrinkt in X'} = D(A) und es gilt A’ = A.

Wir fordern hier, dass A'u beschrdinkt ist in X'. Etwas genauer wire es, zu fordern:
A'p o D(A) — X besitzt eine stetige Fortsetzung zu einem Element in X'.
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Eine unmittelbare Konsequenz ist fiir u € D(A)

(Au,u) = (u, A'u) = (u, Au) = (Au,u).
Wir schliefen (Au,u) € R.

Corollar 3.7 (Selbstadjungierte dissipative Operatoren und Halbgruppen). Sei A
dicht definiert, selbstadjungiert und dissipativ. Dann erzeugt A eine kontraktive
Halbgruppe.

Beweis. Adjungierte Operatoren sind immer abgeschlossen, wir belassen dies als
Ubungsaufgabe. Daher ist A abgeschlossen. Um das Theorem von Lumer-Phillips
anwenden zu konnen, miissen wir lediglich noch zeigen, dass (1 — A)(D(A)) = X.

Schritt 1: Behauptung 1. Es gilt

C:={1-A)DA) =X. (3.6)

Um dies zu zeigen, nehmen wir an, dass C' nicht ganz X ist. Dann gibt es nach
dem Satz von Hahn-Banach ein Element 0 # p € X’ mit u|lc = 0, also

(1—=Au,pu)y=0 Yue D(A).

Wir erhalten also, dass (1 — A")u auf der Menge D(A) verschwindet. Insbesondere
ist dieses Funktional auf X fortsetzbar, daher gilt p € D(A’).

Wegen D(A’) = D(A) und A" = A gilt(1 — A)u = 0. Die Abschétzung fiir
Losungen dieser Gleichung (Resolventenabschétzung aus der Dissipativitit) liefert
1 =0, den gesuchten Widerspruch.

Schritt 2: Behauptung 2. Es gilt (1 — A)(D(A)) = X.

Ein beliebiges Element x € X kann wegen Behauptung 1 als Limes von Bild-
elementen xp € X geschrieben werden, x;, = (1 — A)(z) mit 2z, € D(A). Da zy
eine Cauchy-Folge ist, ist auch z; eine Cauchy-Folge. Wegen Abgeschlossenheit von
1 — A erfiillen die Grenzpunkte wieder dieselbe Relation und der Grenzpunkt z ist
im Definitionsbereich von A. Also ist z = (1 — A)(2) in (1 — A)(D(A)). O

3.2.4 Schiefadjungierte Operatoren
Definition 3.8 (Schiefadjungierter Operator). Fin Operator A : D(A) C X — X
heifit schiefadjungiert, falls

D(A") :=={u e X"| A'u beschrinkt in X'} = D(A) und es gilt A'=—A.

Wir fordern hier, dass A'u beschrdinkt ist in X'. Etwas genauer wire es, zu fordern:
A'p: D(A) — X besitzt eine stetige Fortsetzung zu einem Element in X'.

Bemerkung: Fiir u € D(A) folgt

(Au,u) = (u, A'u) = — (u, Au) = —(Au,u) ,

also (Au,u) € iR. Wir sehen: Schiefadjungierte Operatoren sind automatisch dissi-
pativ.
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Corollar 3.9 (Schiefadjungierte Operatoren und Halbgruppen). Sei X Hilbertraum
tber C, A dicht definiert und schiefadjungiert. Dann erzeugt A eine kontraktive
Halbgruppe.

Beweis. Der Beweis ist genau wie fiir dissipative selbstadjungierte Operatoren. Dies-
mal folgt die Dissipativitdt schon aus der Schiefadjungiertheit, wie zuvor folgt die
Abgeschlossenheit aus der Tatsache, dass adjungierte Operatoren immer abgeschlos-
sen sind. Aus der Dissipativitat folgt die Abschétzung fiir Losungen,

lu| < [Re A7 f]l, falls (A — A)u = f. (3.7)

Wir wollen nun C\iR C p(A) zeigen. Dazu sei A € C\iR beliebig. Es gilt ker(A—A) =
{0}, denn Losungen u von (A — A)u = 0 erfiillen nach (3.7) |lu|]| = 0. Wie bei den
selbstadjungierten Operatoren zeigt man

C =\~ A)D(A) = X .

Damit ist A € p(A) gezeigt. O

3.2.5 Schrédingergleichung
Beispiel 3.10 (Schrodingergleichung). Fiir V € CO(R™, R) definieren wir

A=i(A+V()): D(A) := H*(R",C) = L*(R",C) =: X . (3.8)

Der Operator A ist ein dicht definierter, schiefadjungierter Operator auf dem Hil-
bertraum X . Insbesondere gilt: A erzeugt eine kontraktive Halbgruppe auf X .

Wir sehen sofort, dass X ein Hilbertraum ist und A dicht definiert. Es geniigt
also, zu zeigen, dass A schiefadjungiert ist. Die formale Gleichheit A = —A’ folgt
sofort durch partielle Integration,

(Au,v),, = /n i(Au(z) + V(z)u(z))v(z) dx
= /n uw(x)i(Av(z) + V(z)o(z)) do = (u, —Av);. ,

weil 1 = —i.
Dass fiir 4 € X’ die Form A’j beschrankt ist, heifit, dass

X = I2(R") 5 u s {1, Au) = —/ i(Aa+V()a)
beschrénkt ist (fiir alle u € D(A)). Dies bedeutet, dass die Distribution Ay als Form
auf L?(R™) beschrénkt ist, also dass Ay € L?*(R™). Zusammen mit u € X' = L*(R")
impliziert dies yp € H?(R") (einfache elliptische Theorie). Damit ist gezeigt, dass
D(A) = D(A"). Die formale Gleichheit A’ = —A gilt also rigoros auf D(A).
Wir schlieen mit Corollar 3.9, dass die Schrodingergleichung eine kontraktive
Halbgruppe erzeugt.
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3.2.6 Wellengleichung

Wir betrachten wieder einen elliptischen Differentialoperator wie in (3.4), allerdings
symmetrisch und mit Vorzeichen,

Agu(z) = Z On; (i, (2) 0 u()) = c(w)u(w) .

Dabei sei Ay = (a;;);; symmetrisch und positiv definit und es gelte ¢ > 0.

Beispiel 3.11 (Wellengleichung, symmetrisch). Sei Q C R" ein beschrinktes Lip-
schitzgebiet mit C%-Rand. Wir untersuchen die Wellengleichung

O*u — Agu = 0, in 2 x (0,00)
u=0 auf 0 x [0,00),
u(.,0) =g(.), dw(.,0)=h(.), auf Q.

Um diese Gleichung in die Form Oyw = Bw zu bringen, definieren wir

vi=0w, w:=(u,v), X = H}(Q) x L*(Q),
B(u,v) := (v, Agu), D(B) := (H*(2) N Hy () x H) ().

Dann erzeugt (B, D(B)) eine kontraktive Halbgruppe.

Beweis. Wir wollen das Lumer-Phillips Theorem anwenden. Wir setzen Xy = L*(Q).
Auf Hj(Q2) wihlen wir eine dquivalente Norm durch

[ully := (= Aou, u) 2

und bezeichnen den zugehorigen Hilbertraum mit X;. Wir behaupten, dass B dissi-
pativ ist. Tatséchlich gilt fir w = (u,v)

<Bw’w>X1><X0 = <U7U>X1 + <A0U,U>L2 =0.

Der Operator B ist dicht definiert. Es bleibt zu zeigen, dass A — B fiir A = 1
invertierbar ist. Fiir w = (u,v) ist die Gleichung

(/\ - B)U} = )\(U,U) - (U)AOU) = (f> g)
aquivalent zu v = A\u — f und
Ny — Agu = \f +g.

Dies ist 16sbar, weil A2 — Ay invertierbar ist (siehe parabolische Gleichung). Damit
ist das Lumer-Phillips Theorem anwendbar. O

Bemerkung 3.12. Zwei Bemerkungen zur Wellengleichung.

1.) Man kann die Wellengleichung auch rickwdirts losen. Wenn wir s = —t
setzen und 0*u — Agu = 0 ldsen, so finden wir eine Lisung auch fiir negative t. Die
Gleichung erzeugt nicht nur eine Halbgruppe, sondern sogar eine Gruppe.
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2.) Fir die zeitabhdngige Losung gilt die Energieerhaltung (Testen der Gleichung
mit Oyu):
1 1
0t §Hat'LLHL2 + 5 (—Aou,u> =0.

Diese  Energieerhaltung ist eine Konsequenz der  Dissipativititsgleichung
(Bw,w)x, , x, = 0.

Wir wollen nun allgemeine elliptische Operatoren wie in (3.4) betrachten, also
nicht notwendig symmetrisch und nicht notwendig negativ:

A:DA)=H*(Q)NH)N) C X = X =L*Q),
definiert mit elliptischen C*°-Koeffizienten durch

Au(x) = Z Oz, (@i ()0, u()) + Z bi ()0, u(x) + c(x)u(z).
V) i
Beispiel 3.13 (Wellengleichung, nicht-symmetrisch). Wir untersuchen die Glei-
chung aus Beispiel 3.11,
O — Au =0, inQx(0,00).

mit dem Operator A nicht notwendig symmetrisch, allerdings mit a; ; = a;;. Diese
Gleichung erzeugt eine w-kontraktive Halbgruppe.

Wir wollen die Gleichung umschreiben und setzen
u(x,t) = u(x,t)e™.
Dann lautet die Gleichung fiir u
O*u + 2a0,u + o*u — Au = 0.
Um diese Gleichung in die Form 0,w = Bw zu bringen, definieren wir
v = O+ %u, w = (u,v),

mit X und D(B) wie zuvor. Wir berechnen

3
O = 0Pu + %&tu = —§ozatu + Au — o’u

2

:—§av—%u+Au.

sl ") _ —Su+v
v ) (—O‘TQ—O—A)U—%OW '

Apu(x) = Z Or, (@i j(7)0z,u(m))

Also setzen wir

Der Hauptteil
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ist nach Voraussetzung symmetrisch. Wir wihlen X, := L*(Q) und auf X; := H}(Q)

das Skalarprodukt
2
(u,v), := <(a_ - AO) u,v> :
4 2

Wir behaupten, dass auf X; x X, der Operator B dissipativ ist (fiir « > 0 grof}).

i o? 3 9
<Bw7w>X1><XO = —EHUH1+<U,U>1+ _Z—i_A u,v _§OéHUHL2
L2
@ 3
< =Sl + Cllullm ol = Sallvlzs -

Fiir o > 0 grof} ist dies negativ, also B dissipativ. Weiterhin ist B dicht definiert und
(1—B)(u,v) = (f1, f2) ist losbar fiir alle (f1, fo) € X, weil (A—A)u = f 16sbar ist fiir
alle f € L?(Q2), mit Losung u € H?. Wegen der Regularititsabschitzung ||ul| gz <
Cllfl|z2 ist (1 — B)~! beschrinkt, also erzeugt B eine kontraktive Halbgruppe. Die
Ausgangsgleichung erzeugt dann eine a-kontraktive Halbgruppe.

Beispiel 3.14 (Plattengleichung). Fir Q C R™ glatt und beschrinkt erzeugt die
Gleichung

OPu+ A%u =0
auf dem Raum HZ(Q) eine Halbgruppe.
Der Beweis kann wie in Beispiel 3.11 gefiihrt werden, diesmal mit A = —A2%, Wir
definieren

vi= 0w, w:= (u,v), X = Hi(Q) x L*(Q),
B(u,v) := (v, Au), D(B) := (H*(Q) N H3 () x H3(R).

Auf HZ(Q) wihlen wir die #quivalente Norm ||ulx, := ||Aul[z2. Mit dieser Norm
und dem zugehorigen Skalarprodukt ist B wieder dissipativ, denn

<Bw7w>X1><X0 = <U,U>X1 + <AU,U>L2 =0.

Wieder ist B dicht definiert und 1 ist in der Resolvente, weil A2 — A invertierbar
ist (die Inverse kann als Minimierer der Bililearform gefunden werden).

3.3 Erzeuger von stark stetigen Halbgruppen

Proposition 3.15 (Iterierte von Resolventen). Sei A : D(A) C X — X ein ab-
geschlossener Operator. Fir alle A € p(A) und alle n > 1 ldsst sich die iterierte
Resolventenabbildung als eine Ableitung schreiben:

n (_1)n—1 dn—l
~ (n—1)! d\-D

R\, A) R\ A) . (3.9)

Fualls A eine Halbgruppe mit Parametern M und w erzeugt, so gilt fir A € C mit
ReA >w, undn >1

ROLA = = ! 5 /0 TS (r) dr (3.10)
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In dieser Situation gilt die Abschdtzung

M

1RO A< oo

Vn>1. (3.11)

Beweis. Unser Ausgangspunkt ist die Darstellung aus (2.3),

(e 9]

R(AA) =D (1= A" R, A"

n=0

fiir alle A € C mit |\ — p| < ||R(u, A)||~'. Durch (n — 1)-fache Differentiation dieser
Gleichung nach A und Einsetzen von A = p erhilt man (3.9).

Wir benutzen die Integraldarstellung von R(A, A) in (2.14). Wir berechnen die
(n — 1)-fache Ableitung von beiden Seiten. Dies liefert Gleichung (3.10).

Fiir die Abschétzung benutzen wir (3.10):

—(nll)' / T”_le_’\TS(T)udT
D/,

° M
< n—1_(w—ReA)T dr = '
<o el dr = sl

Damit ist die Abschétzung (3.11) fiir die iterierte Resolvente gezeigt. O

[R(A, A)"ul| =

Mit Hilfe der iterierten Resolventen konnen wir nun das allgemeine Hille-Yosida
Resultat angeben. Es besagt, dass die notwendige Bedingung (3.11) aus Proposition
3.15 auch hinreichend ist. Der Beweis des Satzes geht auf Feller, Miyadera und
Phillips (1952) zuriick.

Satz 3.16 (Hille-Yosida, stark stetige Halbgruppen). Fiir einen linearen Operator
(A, D(A)) auf einem Banachraum X sind dquivalent:

1. (A, D(A)) erzeugt eine stark stetige Halbgruppe.

2. (A, D(A)) ist abgeschlossen und dicht definiert. Es gibt w, M > 0, so dass fiir
alle A € C mit Re A > w gilt: A € p(A) und

M
L[ >1. .
[R(A, A)"|| < Rox oy 2! (3.12)

Beweisskizze. Zur Implikation 1.= 2.: A ist abgeschlossen und dicht definiert nach
Satz 2.16. Die Aussage ReA > w = A € p(A) folgt aus Satz 2.18. Der wichtig-
ste Punkt ist die iterierte Resolventenabschétzung, diese wurde in Proposition 3.15
nachgewiesen.

Zur Implikation 2.= 1.: Die Idee ist, auf X eine dquivalente Norm einzufiihren,
beziiglich der A eine kontraktive Halbgruppe erzeugt. Die Stetigkeit der Halbgruppe
iibertrégt sich dann auch auf die Ausgangsnorm.
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Ohne Einschrénkung kénnen wir w = 0 annehmen (siehe die Reskalierungs-
bemerkung 2.12). Wir fithren zunéchst fir 0 < g € R eine Norm ein durch
(N={0,1,2,...})

Jull 1= s "R, A"l

Einerseits wird n = 0 im Supremum mit betrachtet, daher gilt |||, > ||u||x. Ande-
rerseits erfiillt R(u, A) die Ungleichung (3.12), weswegen ||u" R(u, A)"ullx < M|u||x
gilt. Also ist die Norm ||.||, dquivalent zur X-Norm.

Wir behaupten, dass die Resolvente beziiglich dieser Norm auf X eine einfache
Abschétzung hat, ndmlich

1
IR Al <+ VA€ (0,4 (3.13)
Wir zeigen (3.13) zunéchst fiir A = u: Fiir eine Losung u von (u — A)u = f gilt
1l = WG = AJualle = sup [l (e = AV R, A)"ul x

> SliIIDMW"_lR(MaA)n_lUHX = piful], -

Dies zeigt (3.13) fiir A = p.

Wir betrachten nun ein allgemeines A € [0, p]. Fiir die Losung u von (A—A)u =g
konnen wir wegen (u— A)u = g+ (1L — A)u =: f wie folgt rechnen (im ersten Schritt
verwenden wir das obige Resultat ||ull, < p= | f],.)

= A

1 1 1
[ullp < ;Hf”u = ;Hg + (1= Null, < p||9||u + el

Multiplikation mit x und Umsortieren liefert die Behauptung (3.13).
Das Problem in (3.13) ist, dass die Abschétzung nur fir A < p gilt. Wir fithren
daher noch die Norm

[l sup = sup [[ull,
peN

ein. Diese Norm ist wieder dquivalent zur X-Norm, dies folgt wieder aus (3.12).
Beziiglich dieser Norm gilt (3.13) fiir alle A > 0. Der Operator A erzeugt eine kon-
traktive Halbgruppe beziiglich der ||.||su-Norm und damit insbesondere eine stark
stetige Halbgruppe. O]

Unser Stand in der Halbgruppentheorie
Wir wollen die Ergebnisse der Abschnitte 2.3 bis 3.3 hier kompakt darstellen.

Charakterisierung. Wir wissen jetzt, wann fiir einen unbeschrinkten linearen

Operator A : X — X die Gleichung
Ou = Au, u(0) = ug (3.14)

losbar ist: Genau dann, wenn fiir ein w > 0
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1. D(A) dicht

2. A abgeschlossen

3. we p(A)

4. Resolventenabschitzung gilt

Die Resolventenabschitzung lautet || R(\, A)|| < |Re(A\) —w| ™! fiir kontraktive Halb-
gruppen und ||[R(\, A)"|| < M|Re(\) — w|™™ fiir alle n > 1 fiir stark stetige Halb-
gruppen.

Wir wissen, dass diese Bedingungen auch notwendig sind. Falls wir also zeigen
konnen, dass eine Bedingung nicht erfiillt ist, so wissen wir umgekehrt, dass A keine
stark stetige Halbgruppe erzeugt.

Anwendungen. In Anwendungen auf Partielle Differentialgleichungen haben wir
die Bedingungen wie folgt verifiziert:

1. «— als Differentialoperator wegen Dichtheit glatter Funktionen
2. <— Regularitétstheorie fiir die stationdre Gleichung

3. «— Losbarkeit einer stabilisierten stationdren Gleichung

4. <— aus Dissipativitit

Der zweite Punkt ist mit Blick auf Partielle Differentialgleichungen etwas unbefriedi-
gend. So muss etwa fiir die Konstruktion von Losungen der Warmeleitungsgleichung
(mit Methoden der Partiellen Differentialgleichungen) keine Regularitéitstheorie fiir
den elliptischen Operator verwendet werden, sondern nur Lax-Milgram.

Losungsbegriff. In welchem Sinne liefert S(t) tatséchlich Losungen? Proposition
2.15 liefert: Fiir alle Punkte ug in der dichten Menge D(A) ist S(t)ug eine Losung
der Gleichung im klassischen Sinn. Nach Satz 2.16 ist S(t) die eindeutig bestimmte
stetige Fortsetzung eines solchen Ldsungsoperators.

Auflerdem ist u(t) := S(t)u fiir alle uw € X eine schwache Losung in dem Sinne,
dass

A/ Cu(t) dt = ults) — uty)

t1

wobei insbesondere die linke Seite definiert ist, siche (2.12).



Kapitel 4

Analytische Halbgruppen

4.1 Sektorielle Operatoren und analytische Halb-
gruppen

Als Motivation fiir die nachfolgenden Definitionen und Sétze betrachten wir ein
endlichdimensionales Beispiel.

Beispiel 4.1 (Matrix-Halbgruppe via Cauchy-Integralformel). Wir betrachten auf
X = C" eine Diagonalmatriz A = diag(A1,..., \) : X — X mit Fintragen \; € C
fir j <mn. Dann gilt fir alle R > ||A|| = maxy |\g| die Darstellung

1
eM = — eMA = AT d, (4.1)
211 OBR(0)

wobei BR(0) C C eine Kreislinie in der komplexen Ebene beschreibt und das Li-
nienintegral im komplexen Sinn gemeint ist, also, fir~y : [0,T) — C injektiv und C*,
und f: T :=~([0,T]) — C als fv fA)dX = fOT f(y(t)) -+ (t)dt mit der komplexen
Multiplikation im Integranden.

Wir werten alle Ausdriicke explizit aus. Die Matrix (A — A) ist auf 0Bg(0) in-
vertierbar. Dort gilt

1 1
p— _1 f— ]
(A—A) diag (}\_)\1,..., )\_)\n) :

Fiir z = (x4, ..., ;) gilt in Komponente k

1 1 tA
— (/ eMAN—A) e d)\) = — T _ ey,
211 OBR(0) k 211 OBR(0) A — )\k

nach dem Residuensatz. Dies entspricht aber genau der k-ten Komponente von e
wie man sie durch Losen der gewohnlichen Differentialgleichung erhélt.

Atl',

Wir wollen nun zeigen, dass die obige Formel ganz allgemein fiir beschriankte
Operatoren gilt.

44
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Abbildung 4.1: Berechnung einer Halbgruppe mit einem komplexem Integral, hier
fiir einen beschrankten Operator.

Lemma 4.2 (Beschrankte Operatoren). Fiir einen Banachraum X und A € L(X)
gilt die Darstellung

1
At tA —1
=S(t) .= — A—A)" dA 4.2
M=) = o [ PO, (12)
wobei v C C eine positiv orientierte geschlossene Kurve in C ist, die das Spektrum
von A umschliefst.

Beweis. Tm Integral ist R(\, A) = (A — A)~! stetig in A (siche Lemma 2.6) und
das Bild von « ist kompakt. Also ist (A — A)~! beschrinkt auf v und das Integral
existiert (ebenso alle Integrale im Folgenden).

Das Integral in (4.2) hingt differenzierbar von ¢ ab, wir berechnen fiir die Ablei-

tung
1
— /e”)\()\ —A)"dA.

7”’7

Andererseits konnen wir den Operator A auf S(t) anwenden und finden

AS(t) = % / A — A d).
Y

Wegen (A — A) o (A — A)~! =id folgt

1
9S(t) —AS(t)= — [ e dr=0
S - A = 5 [ ,
wobei die letzte Identitét eine einfache Anwendung des Residuensatzes ist (die Funk-

tion A > e hat keine Singularitit). Wir haben gezeigt, dass e’ die Differential-
gleichung erfiillt.
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Wir iiberpriifen noch die Anfangsbedingung, also S(0) = id. Dazu stellen wir
zunéchst fest, dass das Integral in (4.2) unabhéngig ist vom Weg v, genauer: Fiir zwei
Wege v und 7/, die beide das Spektrum von A umschlieflen, sind die Wegintegrale
identisch. Auch dies folgt aus dem Residuensatz, denn zwischen den beiden Wegen
hat der Integrand keine Singularitaten.

Wir benutzen nun die Unabhéngigkeit des Integrals vom Weg, um das Integral
mit Kreislinien zu berechnen, wobei wir grofle Radien R betrachten:

S(0)u = lim L/ (A —A) 1w dA
0BR

R—oo 271

Damit ist das Lemma gezeigt. O

Idee im Folgenden: Analytische Halbgruppen sind solche Halbgruppen, die mit
Formel (4.2) dargestellt werden konnen.

Wir werden leicht einsehen, dass fiir die folgenden Operatoren dieses Programm
durchgefiihrt werden kann. Als Notationen fiithren wir fiir einen Winkel © € (0, )
den ©-Sektor Xg ein.

Yo :={AeC\{0}]| |arg(N\)| <O} . (4.3)
Definition 4.3 (Sektorieller Operator). Ein abgeschlossener Operator (A, D(A))

mit D(A) dicht in einem Banachraum X heifit negativ sektoriell, falls es w € R und
0, M > 0 gibt, so dass fir A=A —w gilt:

1. Der Sektor X245 ist in der Resolventenmenge von A enthalten,

Srais C p(A). (4.4)
2. Die Resolvente erfiillt die Abschdtzung
~ M

IR A < 75 VA€ Bopas (45)

Ein Operator B heifit sektorieller Operator, falls —B ein negativ sektorieller Opera-
tor ist.

Unserer Idee folgend definieren wir nun ein Familie S(¢) mit der Cauchy-
Integralformel. Dazu wihlen wir eine stiickweise glatte Kurve v C Xy /o445, die fiir
§" € (0,6) von ooe~""/2+9) nach coet (/249 Huft; v liege ganz innerhalb von /o 5.
AufBerhalb einer kompakten Menge gelte |argy| > 7/2 + &', vergleiche Abbildung
4.2.

Wir werden in den nachfolgenden Beweisen meist annehmen, dass w = 0 gewéhlt
werden kann. Dies stellt nach dem Reskalierungsprinzip aus Bemerkung 2.12 keine
Einschriankung dar.
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Abbildung 4.2: Berechnung einer Halbgruppe mit einem komplexem Integral, hier
fiir einen sektoriellen Operator.

Definition 4.4 (Definition von S(t) fiir einen sektoriellen Operator). Zu einem
negativ sektoriellen Operator A mit w = 0 definieren wir eine Familie S(t) € L(X)

durch )

t)i==— [ A=A dx 4.
wobei vy wie oben gewdhlt ist. Wir erganzen mit S(0) := id. Das Integral ist wohlde-
finiert und unabhdingig von der Wahl von v fir alle t € X5 U{0} und 6" € (0,").

Wir berechnen fiir das Argument des Integrals

e A < 6] r = A < e

Fiir A € v gilt |arg(\) F7/2| > §'. Also fiir £ mit |arg(t)| < §”
Re(tA\) < —|t|sin(6" — ") - ||

Das Argument des Integrals ist also exponentiell abfallend entlang der Kurve ~.
Daher ist das Integral definiert.

Fiir einen zweiten Weg ' behaupten wir, dass die Differenz der Integrale iiber
~v und iiber 7' verschwindet. Wir verbinden die Wege weit auflen mit Verbin-
dungsstiicken. Wegen des exponentiellen Abfall des Integranden liefern die Integrale
iiber von der 0 entfernte Wege kleine Beitrége. Das verbleibende Ringintegral ver-
schwindet nach dem Residuensatz. Wir finden die Unabhéngigkeit der Definition
vom Weg.

In der Entwicklung der Theorie ist nun der néchste Schritt der Nachweis, dass
S(t) eine analytische Halbgruppe ist. Dabei verwenden wir folgende Definition.
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Definition 4.5 (Analytische Halbgruppe). Fine Familie S(t) firt € X5U{0} heifst
analytische Halbgruppe, falls

1. S(0) = id und S(t) o S(s) = S(t+ s) fir allet,s € X5 .
2. t— S(t) € L(X) ist analytisch auf X5 .
3. Es gilt limy, 50 S(t)u = u fir alle w € X.

Satz 4.6 (Halbgruppe zum sektoriellen Operator). Ein negativ sektorieller Operator
A erzeugt eine analytische Halbgruppe S(t). Mit der Zahl w aus der Definition 4.3
gilt fiir ein C' > 0

ISl < Cetl. (4.7)

Beweis. Im Fall w # 0 gehen wir zum Operator A = A — w iiber. Fiir A gibt
es die Familie S(t) gem#f Definition 4.4. Falls wir zeigen, dass S eine analytische
Halbgruppe ist mit Erzeuger A und der Abschitzung ||S(t)|| < C, so sind wir fertig,
denn A erzeugt dann die Halbgruppe

S(t) = S(t) et

Wir nehmen also im Folgenden immer w = 0 an.

Die analytische Abhéngigkeit von S(t) von t folgt aus der Definition mit Glei-
chung (4.6), denn der Integrand hingt analytisch von ¢ ab. Die Identitdt S(0) = id
gilt nach Definition.

Schritt 1: Funktionalgleichung. Die Funktionalgleichung kann direkt nachgerech-
net werden mit der Resolventenidentitét (2.1):

1 /
e — A S)\ /_ A -1 /
S(t) o S(s) 27”)2/ A=A /7 (X —A)"HdX dx
s)\’ -1 / -1 /
A= (N = A7) ———dX dx
Sy N — )\
1
— s\ /
= <2m)2/7 AN —A)” L TN A
. 1 sN 1 -1 t
(2ri)? /V,e N =4) /f N X
Y % A= A) e dh = S(t+s).

Hierbei haben wir in (%) den Residuensatz verwendet: Wir kénnen annehmen, dass
die Kurve 7/ rechts von 7 liegt. Dann umschliefit «" alle A € ~, daher ist das Resi-
duum im ersten Integral e*}. Im zweiten Integral umschlieBt v kein N € 4/, daher
verschwindet das Residuum.

Um das Argument zu prézisieren, muss der Residuensatz fiir die nicht-
geschlossenen Kurven v gezeigt werden. Dies geschieht ohne Probleme, weil die In-
tegrale konvergieren und mit beliebig kleinem Fehler die Kurven geschlossen werden
konnen.
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Schritt 2: Beschranktheit. Um die Norm zu berechnen, wihlen wir fiir gegebenes
t einen Weg +, der im Kreissegment mit Radius |[{|~' um die Null lduft (Wegstiick
71 ), und sonst aus zwei Halbgeraden besteht (unzusammenhéngendes Wegstiick vs).

15 e < 5z | 1] = A7y

< _/ ! dMHi/ el Ay
Al " Al

<eM+C(,8") - M
denn das zweite Integral erfiillt nach einer Substitution x = |A|[t| mit dz = |t| d|\| =
o d|A| und fiir g := —sin(§" — ")
M o 1
L(t) ;:/ eIN— d|\| < M/ "= dr < CM .
V2 ’)‘| 1 r

Die Familie S(t) ist also gleichmé&Big beschrénkt und (4.7) ist gezeigt.

Schritt 3: Stetigkeit in t = 0. Wir wollen die Stetigkeit in der 0 zeigen, also
Eigenschaft 3 aus Definition 4.5. Wegen der Beschranktheit von S(t) reicht es,

limS(t)u —u=0

t—0

fir u € D(A) zu zeigen. Nach dem Residuensatz gilt

1 ol
— —d\=1.
QFi//e A

Damit schreiben wir

I S P AN
Stu—u = omi /. e (()\ A) )\> u d\
1 [ 1 »

-
Im zweiten Schritt haben wir die Identitat R(\, A)Au = AR(\, A)u — u benutzt,
die durch Anwendung von A — A sofort folgt. Die Integranden sind beschriankt
(gleichméfig in ¢ fiir |¢| < 1) durch die {iber v integrierbare Funktion

g(A) = | Aul| eXp(Sup Re~(7)).

M
P

Nach dem Satz {iber dominierte Konvergenz konvergiert das Integral gegen das In-
tegral iiber die Limesfunktion, also, fiir ¢ — 0,

271

S(t)u — u — L,/%()\—A)lAu.

Dieses Integral verschwindet; hier verwenden wir wieder den Residuensatz fiir offene
Wege, aber wir miissen diesmal die Kurve v nach rechts schlielen, denn nicht der
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exponentielle Faktor, sondern der quadratische Abfall (der auch rechts gilt) sichert
die Konvergenz des Integrals.

Schritt 4: Erzeuger. Wir miissen noch beweisen, dass der Erzeuger der Halbgrup-
pe S(t) aus Gleichung (4.6) der Operator (A, D(A)) ist.

Die Halbgruppe S(t) ist eine stark stetige Halbgruppe, hat also nach Satz 2.16
einen abgeschlossenen, dicht definierten Erzeuger (B, D(B)). Nach Satz 2.18 gilt fur
die Resolvente in A > w = 0 die Darstellung

R(\, B)u —/ e S (T)u dr .
0

Wir setzen in ein endliches Integral die Definition der Halbgruppe ein und finden
mit einer Integration

% fa 1 /
/ e S(T)u dr = / e_ATT/eT’\ (N — A tu dXN dr
0 0

i J,
1 1

-— | +— <€t°()‘/_)‘) - 1) (N — A)lu dN.

2w J, N —

Wir verwenden wieder einen verallgemeinerten Residuensatz fiir offene Wege (die
rechts geschlossen werden), um fiir A rechts von v zu erhalten

1 [RW,Au .,

Wir setzen dies oben ein und erhalten

to

R(\, B)u = lim e S(T)u dr

to—o0 0

_ 1 : 1 t()()\'—>\) / —1 /
Der Integrand des ersten Integrals ist gleichméfig beschrankt durch eine integrierba-
re Funktion (quadratischer Abfall). Daher konvergiert nach dem Satz von Lebesgue
fiir ty — oo das Integral gegen das Integral des Limes. Fiir A > 0 und v mit Rey < A
also gegen 0. Wir haben damit gezeigt, dass die Resolventen {ibereinstimmen,

R(\, B) = R(\, A).

Eine Anwendung von (A — A) von links und von (A — B) von rechts zeigt, dass Au =
Bu fir u € D(A) N D(B). Weiterhin ist A in der Resolventenmenge sowohl von A
(Definition von sektoriell), als auch von B (Erzeuger einer kontraktiven Halbgruppe),

also gilt D(A) = R(A\, A)X = R(\, B)X = D(B). Der Satz ist bewiesen. O
Tatséchlich gilt auch die Umkehrung in Satz 4.6.

Satz 4.7 (Erzeuger einer analytischen Halbgruppe). Der Erzeuger A einer analyti-
schen Halbgruppe S(t) auf einem Banachraum X ist ein negativ sektorieller Opera-
tor.
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Beweisskizze. Sei S(t), t € ¥j, eine analytische Halbgruppe mit ||S(¢)|| < C. Wir
wollen zeigen, dass A negativ sektoriell ist mit w = 0.

Wir fixieren einen kleinen Winkel ¢ € R, 0 # [9] < 4. Fiir diesen Winkel betrach-
ten wir die Abbildung [0,00) 3 t + S(e'’t). Diese Abbildung ist eine beschriinkte
Halbgruppe mit Erzeuger ¢’ A. Nach Satz 2.18 erfiillt also e’ A die Resolventen-
abschétzung

, C
9 <
1RO A < =

fiir ReA > 0. Dann gilt fiir Winkel ¢ > 0 und Radien r» > 0 im Falle ¥ < 0 und
o] < [9]/2

. S C C'(0)
3 o i i i —
| R(eieir, )| = | R(eeein P A)| < ot = S

Die negative imaginédre Halbachse wird analog behandelt. Wir erhalten damit die
Resolventenabschitzung auf einem Sektor um die imaginére Achse. Auf {\: Re A >
5| Tm A|} folgt die Abschitzung sofort aus der Hille-Yosida Abschitzung,.

[

4.2 Invariante Unterrdume, Normale Operatoren

Wir haben im letzten Abschnitt fiir negativ sektorielles A und die Funktion ¢ :
C — C, p()\) = e (wir betrachten hier ¢ als fixiert) die Funktion ¢(A) gebildet.
Dieses Konzept wird im Funktionalkalkiil verallgemeinert: Man bildet fiir holomorphe
Funktionen ¢ : g — C mit © > 7/2 den Operator

o(4) = — [ (- 4" .

27 .

Wir wollen hier keinen Funktionalkalkiil entwickeln, fiir uns sind hier vor allem zwei
Funktionen interessant: Die Exponentialfunktion ¢(\) = e und die gebrochene
Potenz ¢(A) = (—A)*. Zunichst jedoch betrachten wir Projektionen; sie gehoren
formal zu charakteristischen Funktionen ¢(\) = xp(A) mit B C C.

4.2.1 Projektionen

Wir nehmen hier an, dass sich das Spektrum von A in zwei disjunkte abgeschlossene
Teilmengen zerlegen lisst, 0(A) = 07 U 03. Dazu wéhlen wir eine Menge »; C C
die glatt berandet ist und beschrinkt, so dass oy C X; und X; N oy = (. Der
Projektionsoperator Py zu ¢(A) = yx, wird definiert durch

Pi=—— [ (—A)ylar. (4.8)

21 Jox,

Wir setzen v; = 0% fiir den Weg (oder die Vereinigung von Wegen) der o um-
schliefit, aber keinen Punkt von o».
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Proposition 4.8 (Projektionen und invariante Zerlegung des Raumes). Sei A ne-
gativ sektoriell, das Spektrum von A bestehe aus zwei nicht-zusammenhdngenden
Mengen o1 und oy. Mit einer beschrinkten und glatt berandeten offenen Menge 34
gelte oy C Xy. Wir definieren Py durch (4.8) und setzen Py :=id — P;.
Dann gilt: Die P; : X — X sind Projektionen. Der Raum X kann zerlegt werden
m
X=X10X, X;,=PX).

Die Zerlequng ist invariant fir A und wir konnen A; : D(A) N X; — X, definieren.
Es qilt
O'(Aj) =0j.

Der Operator Ay ist ein beschrinkter Operator und der Operator As ist sektoriell.

Beweis. Zunéchst stellen wir fest, dass P, wohldefiniert ist als Operator X — X,
denn wir integrieren eine stetige Funktion iiber einen glatten Weg von endlicher

Lange. Der Operator P; ist stetig und linear. Da die Resolvente in den Definitions-
bereich von A abbildet, gilt sogar P, : X — D(A).

Schritt 1: Projektionseigenschaft. Der Wert des Integrals in der Definition von
P, ist unabhingig vom gewihlten Weg. Wir konstruieren 7, indem wir von =
ausgehend die umschlossene Menge etwas vergrofiern. Dann gilt

— 1 _ =1y -1 /
PloPl_(Qm,)Q/m/%()\ A)THN — A7 AN dA

:ﬁ/ //ﬁ[(A—A)‘I—(/\’—A)‘l} dx' dx
1

= — [ (A=A tdr=P.
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In der vorletzen Gleichung haben wir fiir beide Terme den Residuensatz verwendet.
Das erste Integral liefert den gewiinschten Term, weil A innerhalb der Kurve ~] liegt.
Im zweiten Integral fithren wir zuerst die A-Integration aus; der Term verschwindet,
weil " auBerhalb der Kurve v; liegt.

Die Relation P, + P, = id gilt nach Definition. Insbesondere ist auch P, eine
Projektion, denn P, o P, = id — 2P, + PLo P, = id — P, = P,. Jedes x kann
geschrieben werden als x = Pz + Pz, und die Zerlegung ist eindeutig, denn 0 =
1 + x9 impliziert 0 = Pz + P, o Poxo = 21, und ebenso fiir x5. Dabei nutzen wir
PioPy=P o(id— P)=0.

Schritt 2: Invarianz der Unterrdume. Fir X; := P;(X) folgt aus der Definition,
dass AP, = P A gilt:

1 1
AP = o— [ AN =4 dh = — [ (A=A Adr= PA

i S, 21 "

Dies impliziert auch AP, = P,A. Wir schliefen, dass A den Unterraum X; in sich
abbildet.
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Schritt 3: Spektren. Wir behaupten o1 C 0(A;). Dies folgt, wenn wir zeigen:
AE p(Al) = A g o1 . (49)

Sei dafiir A € p(A;) beliebig. Falls A von 7 nicht umschlossen wird, so gilt A & o7,
weil 71 ja o1 umschliefft. Wir nehmen also an, dass A von +; umschlossen wird. Unser
Ziel ist es, einen inversen Operator fiir A\— A finden. Da (A—A;)™! : X7 — X;ND(A)
existiert, miissen wir nur eine Inverse auf X, finden. Diese erraten wir als die eckige

Klammer des nachfolgendes Ausdrucks. In der Rechnung verwenden wir in der ersten
Zeile \— A= (A= \XN)+ (N —A).

(A—A) [% l A__lx(x —A)7! d/\’]

1 ~1 1
= AN —— [ (V= At aN

271 " A—N 271 "

=id-—P =P.

Wenn wir die Abbildungen auf beiden Seiten auf X, einschrianken, so steht rechts
id|x,, wir haben mit der Klammer [.] also eine Rechtsinverse zu (A — A) : D(A4) N

Xy — X, gefunden. Da die Klammer mit A vertauscht, haben wir eine Inverse
(A —Ay)7 ! Xy — Xy N D(A) gefunden. Die Abbildung

(/\—Al)_lopl—l-(A—Ag)_lOPg

ist eine Inverse fiir A — A auf X.
Die andere Implikation in (4.9) und die Spektraleigenschaften fiir A, folgen mit
dghnlichen Argumenten.

Schritt 4: Operatoreigenschaften. Es gilt

A= AoP = = [ [FO = A+ (A= A) "

211 "

L [ dra0— a1 a,
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was die Beschrianktheit von A; zeigt. Die Sektorialitéit von A, folgt aus der Lage des
Spektrums und der Tatsache, dass die Resolvente von A, durch die Resolvente von
A abgeschétzt werden kann. m

4.2.2 Normale Operatoren

Wir machen einen Einschub iiber normale Operatoren, um folgende Frage nochmals
zu beleuchten.

Frage: Impliziert die Lage des Spektrums schon die Resolventen-
abschitzung?
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Begriindung fiir diese Frage: Der spezielle Operator A = diag(Ay, ..., A, ...) :
I>(N) — [?(N) erfiillt

RO\ A) = diag(A— M) ey (A= A)78 )

Insbesondere erwarten wir die Abschétzung
—1
IR\, A)|| = sup |(A — M)~ = (inf A — Any) — dist(\, o(A)) .

Falls also 0(A) C C\ ¥y mit # > 7/2, dann gilt die Resolventenabschétzung.

Wir haben mit den Verschiebungsdynamiken in Abschnitt 2.3 Gegenbeispiele
zu obiger Frage kennengelernt: Die Lage des Spektrums war wie gewiinscht, aber
die Resolventenabschétzung war trotzdem nicht erfiillt. Wir fragen also anders: Fiir
welche Klasse von Operatoren ist die Antwort auf obige Frage positiv? Der nachfol-
gende Satz liefert eine hinreichende Bedingung: Fiir normale Operatoren muss nur
die Lage des Spektrums iiberpriift werden, nicht die Resolventenabschétzung.

Wir nennen einen Operator auf einem Hilbertraum normal, falls er mit seinem
adjungierten Operator vertauscht: AA" = A’A.

In den nachfolgenden Beweisen verwenden wir fiir beschrankte Operatoren 7" den
Spektralradius

ORTE n||1/n
H(T) = sup {lu| - p € o(T)} <l |77 (4.10)

Ubung 4.1. Man beweise die markierte Gleichheit in (4.10). Man zeige weiter-
hin die Gleichheit |T|| = ||T"|| und schliefle daraus fir normale Operatoren A die
Gleichheit r(A) = r(A).

Satz 4.9 (Halbgruppe zu einem normalen Operator). Sei A ein normaler Operator
auf einem Hilbertraum X mit

o(—A) C {z € Clarg(z) < ¥}
fir ein ¥ € (0,7/2). Dann erzeugt A eine analytische Halbgruppe.

Der Beweis des Satzes basiert auf elementaren Eigenschaften abgeschlossener
Operatoren in Hilbertraumen. Es gilt

Lemma 4.10 (Norm und Spektralradius). Ein normaler Operator A € L(X) auf
einem Hilbertraum X erfillt

r(A) = (Al (4.11)
Beweis des Lemmas. Fiir einen selbstadjungierten Operator 7' mit | (Tz,x)| <
C||lz||? gilt ||T]] < C. Dies folgt, indem wir fiir x,y € X mit ||z]| = ||y = 1

rechnen:
Re(Tr,y) = { {T(w +9).2 +9) — (T — y). 7~ 1)}
< 30l + 9l + 1z — o)

1
< SO {2l + P} = €.
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Die Rechnung liefert fiir 7= A’A

|ATA|| = sup {(A"Az, x) |z € X, ||z]| = 1}
= sup {(Az, Az) [v € X, ||z]| = 1} = [|A]*,

also || T = [|A]]*.

Wir kénnen das obige Argument auch auf 7" und seine Potenzen anwenden:
Der Operator T' = A’A ist selbstadjungiert und mit 7" anstelle von A in obiger
Rechnung erhalten wir wegen 7% = T'T auch ||[T?|| = ||T||?. Dies gilt ebenso fiir
hohere Potenzen, es gilt also auch r(T") = ||T|.

Fiir einen normalen Operator A erhalten wir unter Verwendung von r(A) = r(A4’)

r(A)* = r(A)r(A") = lm([[A7[[[|(A)[)* " > im(| A% (A7) [)* "
= lim([|(A"A)"[)* " = r(A'A) = | AA| = [|A]*.

Da r(A) < ||A|| immer gilt, haben wir 7(A) = || A|| erhalten. O

Beweis von Satz 4.9. Fiir normales A und A € p(A) ist auch R(\, A) normal (als
Inverse eines normalen Operators). Also gilt nach Lemma 4.10

1R Al = r(R(A, A)) .

Fiir den Spektralradius kann eine Rechnung wie im einfithrenden Beispiel durch-
gefiihrt werden: Man zeigt o(R(\, A)) = (A — 0(A))~! und rechnet damit

r(R(A, A)) = sup {|u| - p € o(R(A, A))}

=sup{|ul:peN—0o(A) '} = sup{ﬁ 1S € J(A)}
1
dist(A\,0(A))

Der Spektralradius der Resolventen héingt also nur vom Abstand zum Spektrum
ab. Fiir Operatoren mit Spektrum in einem Sektor ist der Abstand dist(\, o(A))
von der Ordnung |A| (in einem verkleinerten Sektor fiir \). Fiir normale Operatoren
iibertragt sich dies als Abschatzung fiir die Norm der Resolvente.

Der Operator ist daher negativ sektoriell (mit w = 0) und erzeugt nach Satz 4.6
eine analytische Halbgruppe. O]

4.3 Gebrochene Potenzen von sektoriellen Ope-
ratoren

Wir betrachten Potenzen von sektoriellen Operatoren. Dafiir sei A sektoriell zuw = 0
auf einem Banachraum X mit 0 € p(A) und a > 0. Wir betonen, dass hier A positiv
sektoriell ist. Nach dem Funktionalkalkiil setzt man

A= L [ ae(v= A an. (4.12)

271 .
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Hierbei ist v ein Weg in p(A) N (C\ R_), der von ooe’™/27%) nach ooe=7/2+9) Jxuft
fiir ein 6 € (0,7/2).

Der Abfall des Arguments ist wie |A|7'7%. Daher kann man fiir @ € (0,1) den
Weg ~ deformieren, bis man nur noch iiber R_ integriert (zweimal, in umgekehrter
Richtung). Wir erhalten

27

A= L (gmmia _ i) / A2 — A) A (4.13)

Auf der Basis dieser Formel definieren wir nun gebrochene Potenzen.

Definition 4.11 (Gebrochene Potenz eines sektoriellen Operators). Sei A sektoriell
2u w = 0 auf einem Banachraum X mit 0 € p(A). Fir o € (0,1) definieren wir
einen beschrankten Operator A~ durch

sin T

AT =

/ AN+ A (4.14)
T 0

Wir setzen A := id und fir 8 =n+a mit 1 <n € N und o € [0,1) setzen
wir A7% = AT"A=e. Fiir 8 > 0 setzen wir A® = (A7%)~1 mit Definitionsbereich
D(AP) = A=A (X).

Fiir die Definition miissen wir sicherstellen, dass fiir positives § = n + a und
festes u die Losung z von A~Px = u eindeutig ist. Anwendung von A~ liefert
A7t = A7y, also die Eindeutigkeit. Diese formale Rechnung wird mit dem
nachfolgenden Satz gerechtfertigt.

Satz 4.12 (Darstellung der gebrochenen Potenz). Fiir einen sektoriellen Operator
A mit Re(c(A)) > 0 und o > 0 kann die Potenz dargestellt werden durch

1 [ee}
A = —/ o le=At gt . 4.15
@) Jo (4.15)

Es gilt die Funktionalgleichung A=*A=% = A=*=8 fiir alle o, B > 0.

Bevor wir den Satz beweisen, betrachten wir Gleichung (4.15) fiir reelle Zahlen
A > 0. Man weise zur Ubung durch eine Substitution nach, dass der Ausdruck aus
(4.15) richtig in A skaliert, dass also (rA)=* = r=*A~ gilt fir » > 0. Sobald dies
gezeigt ist, ist (4.15) nur noch eine mdogliche Definition von I'(«).

Beweis. Wir stellen zunéchst fest, dass zu einem sektorieller Operator A mit 0 €
p(A) eine Zahl w < 0 existiert, so dass A + w immer noch sektoriell ist. Dies folgt
aus der Abgeschlossenheit des Spektrums und der Beschrinktheit von A~! (folgt aus
der Abgeschlossenheit, siche Bemerkung 2.3). Insbesondere folgt der exponentielle
Abfall der Halbgruppe und damit die Existenz des Integrals in (4.15).

Wir zeigen fiir den Ausdruck aus (4.15) nacheinander
1. Fiira=1gilt A~' = A7, d.h. (4.15) liefert die Inverse von A

2. Die Funktionalgleichung ist erfiillt (insbesondere auch fiir 8 = 1)
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3. A~ stimmt fiir a € (0, 1) mit der Definition in (4.14) {iberein.

Der Satz ist bewiesen, sobald diese 3 Punkte nachgewiesen sind.
Ad 1. Fiir o = 1 liefert (4.15)

Al—/ e~ At dt .
0

Nach Satz 2.18 ist dies tatséchlich eine Darstellung der Inversen.
Ad 2. Wir berechnen direkt mit den Substitutionen v = ¢ + s und anschlieSend

t=uz
o A 1 1 R
AO‘AB:—— o 1gh-lo=Alt+s) gs dt

:——/ /tal )P te= M dt du

ylto 6= 1/ 2271 = 2P dz e du.
0

() F(ﬁ)/o
Wir verwenden nun, dass
L ~ L(a)T(B)
a—1/1 _ N\B-1
/0 R v

Dies folgt, wenn man in obiger Rechnung die reelle Zahl A = 1 einsetzt. Damit ist
2. gezeigt.

Ad 3. Wir berechnen mit der Resolventendarstellung aus Satz 2.18, Fubini und
der Darstellung (4.15) fiir reelle Zahlen

/ AN+ AT a = / A / e Me™ A dt d\
0 0
/ / ™M AN dt

= / e M (1 — )t ! dt.
0
Die beiden Darstellungen stimmen also bis auf einen Faktor {iberein. Einsetzen einer

reellen Zahl A liefert, dass dieser Faktor 1 sein muss, und damit das Ergebnis. [

Die Operatoren A* fiir @ > 0 sind von grofler Wichtigkeit fiir die Theorie, ins-
besondere die zugehorigen Banachraume.

Definition 4.13 (Der Raum X®). Fir einen sektoriellen Operator A mit
Re(c(A)) > 0 und o > 0 definieren wir den Banachraum

X*:=D(A%),  ullxe = flulla = [|A%ullx - (4.16)

Falls das Spektrum von A nicht in der linken Hilfte liegt, so wihlen wir a € R so,
dass fiir A = a + A obige Definition anwendbar ist. Fiir unterschiedliche a finden
wir zwar verschiedene, aber dquivalente Normen.
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Wir miissen noch zeigen, dass X* Banachrdume sind.

Satz 4.14. Sei A sektoriell auf einem Banachraum X . Dann sind X mit Norm ||.||«
Banachrdaume, A% : D(A*) = X* C X — X ist abgeschlossen, und die Einbettung
X C XP ist dicht und stetig fiir o > J3.

Falls die Resolvente von A kompakt ist, so ist auch die Finbettung X® C X?
kompakt.

Beweis. Ohne Einschrankung nehmen wir im Beweis an, dass a = 0 gewahlt werden
kann. Der Beweis ist in allen Punkten quasi trivial; wir fithren ihn aus, um zu sehen,
wo welche Eigenschaften von A eingehen.

Norm: [Jul, = 0 impliziert A%*u = 0, nach Anwendung von A~ also u = 0.
Dreiecksungleichung und Skalierung sind klar.

Vollstandigkeit: Sei u,, eine Cauchy-Folge in X®. Dann ist A%u,, eine Cauchy-
Folge in X und konvergiert daher, A%u,, — v in X. Nach Definition der Norm gilt
|lun, — A=||o = || A%, — v||x — 0.

Abgeschlossenheit: Sei nun u, — uw in X und A%, — v in X. Anwendung
des stetigen Operators A~ liefert uw,, — A %v in X, insbesondere Gleichheit des
Limes, u = A %v. (Bemerkung: Die Abgeschlossenheit von A wurde verwendet, um
die Beschrénktheit von R(A, A) fir A € p(A) zu zeigen, was in der Definition von A~¢
verwendet wurde.)

Stetigkeit: Folgt aus der Beschrinktheit von A=A ||u|ls = [APu]| =
[ AP~ Aul| < Cl| A%l = Clulfa.

Dichtheit: Sei v € X” fiir 8 € (0,1), also A%u € X. Dann gibt es D(A) > v, —
APy in X es gilt also A=Pv,, — u in XP. Wir behaupten, dass A=#D(A) C D(A),
dann sind die A=Pv, sogar in D(A). Dies folgt aus der Abgeschlossenheit von A:
Fiir v € D(A) konnen wir die Riemannsummen w, — A Pu bilden. Dann gilt
Aw,, — A~PAu, insbesondere A=Pu € D(A). Es folgt also die Dichtheit von D(A)
in X% Wegen D(A) C X fiir a < 1 folgt die Aussage fiir 5 < o < 1. Fiir zusétzliche
ganzzahlige Abstidnde n nutzen wir zusétzlich n-mal die Dichtheit von D(A).

Kompaktheit: Zunéchst bemerken wir, dass wegen der Resolventenidentitét (2.1)
tatsdchlich gilt: Ist eine Resolvente R(A, A) kompakt, so auch alle anderen. Wir
miissen zeigen: A%u, beschriankt impliziert fiir Teilfolge, dass A%u, konvergent ist.
Wir miissen also die Kompaktheit von A?~® nachweisen. Wegen der Stetigkeit von
AP=eHY fiir v < o — f reicht es, die Kompaktheit von A= fiir v € (0, 1) zeigen. Dies
folgt aus der Definition in (4.14), weil die Riemannsummen kompakte Operatoren
definieren. O]

Ubung 4.2. Man iberlege sich zum letzten Schritt im obigen Beweis: Falls ein
Operator T beliebig gut in L(X) durch kompakte Operatoren T,, approximiert werden
kann, so ist auch T kompakt.

Fiir das nachfolgende Beispiel brauchen wir die Bessel-Potential Funktio-
nenrdume H*(R") fiir s € [0,00). Diese sind definiert mit Hilfe der Fouriertrans-



59

formation F : L*(R") — L*(R"). Es gilt
lullZe ~ 1 FullZ,
lullZin = llullZ: + VullZe ~ | Fu(@llZ: + [1€Fu(@)llZ:
= [|(1 + &) 2 Fu(€)ll7: -

Um Réume H® 'dazwischen’ zu definieren, wéahlen wir die Norm

e = [ TGOF(+ 1Py de.

Man iiberlege sich, dass fiir s € N die Standardrdume entstehen.

Beispiel 4.15 (Warmeleitungsgleichung auf R™). Wir betrachten den Operator
~A: H*(R",R) = L*(R",R) = X

und, weil 0 € o(—A), die Verschiebung A = id — A. Dann ist A sektoriell. Die
Raume der Skala X stimmen mit den H?® tiberein,

H*(R") = X°.

Der Operator A ist dicht definiert und nach elliptischer Regularitéitstheorie ab-
geschlossen.
Wir stellen nun fest, dass —A dissipativ ist. Fiir v € H? gilt

Re (A —id)u,u) = —/ |Vul? —/ lul* < 0.
R n

Hierbei muss die partielle Integration durch Approximation mit Abschneidefunktio-
nen gerechtfertigt werden.

Wir miissen nun einen Punkt in der Resolventenmenge finden. Tatséchlich
kénnen wir A invertieren, indem wir fiir f € L?(R") das Funktional

Flu) ;:%/Rn{|vu|2+yu|2}—/wu.f

minimieren. F' ist koerziv und schwach unterhalbstetig, daher finden wir einen Mi-
nimierer.

Die Dissipativitét liefert die Resolventenabschétzung auf der rechten Halbebene,
da wir einen Punkt in der Resolvente haben, ist die rechte Halbebene auch in der
Resolventenmenge. Daher erzeugt —A eine Halbgruppe. Die Operatoren —e®’ A sind
ebenfalls dissipativ fiir || < 7/2, daher ist A sektoriell.

Wir kénnen daher Operatoren A% und die Riéume X definieren. Es gilt X° =
X =L1? X'= D(A) = H? und die weiteren X" wie gewiinscht. Wir berechnen den
Operator A~ mit der Fourier-Transformation

/0 T4 A) d/\) (©)

_ /OOO A SO+ 1+ €))L F () (€) d.

sin T

Flarae =7 (

™
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Mit der Substitution A = (1 + [£]*)p finden wir

A 21d>\:/00 P a1 ey
JARSCEARe i)

= Cy(1+ €))7,
und daher
F(A™u)(€) = Co(1 + [€]*) 7 F(u)(€) .

Also ist A= : H® — H*"2% ein Isomorphismus. Die Skalen der Banachriume stim-
men also iiberein.

4.4 Regularisierung und Interpolation

Im gesamten Abschnitt sei A ein sektorieller Operator auf einem Banachraum X,
7y ein geeigneter Weg fiir A und wir schreiben e~ = S(t) fiir die von —A erzeug-
te Halbgruppe. Ein erstes Beispiel fiir einen regularisierenden Effekt ist folgende

Abschétzung: Fiir ein C' > 0 gilt
|Ae=4| < %ewt. (4.17)

Fiir den Beweis nehmen wir w = 0 an und wéhlen ~ als Kreissegment mit Radius
1/t um die 0, zusammen mit zwei Halbgeraden. Mit einer Substitution p = At fiir
t > 0 rechnen wir

_ _ 1 _ _
e = o) < 5 [ 1= 2e 3= )7 dlA
vy
1

27 Jyy

¢
.

o
B e = dlul <

1]

Satz 4.16. Sei A scktoriell, e~ die von —A erzeugte Halbgruppe und Reo(A) >
0> 0. Fira >0 gibt es C,, mit

C
|

A% < Cot™e™ VWt > 0. (4.18)
Fiir die Approzimation der Anfangswerte gilt fir o € (0,1] und u € X*
1
le 4 u — || < —C_ot®||A%]| . (4.19)
!

Beweis. Indem wir Abschéatzung (4.17) mehrfach anwenden, erhalten wir das Re-
sultat fiir ganzzahlige Potenzen A™, m = 1,2, ...:

| A e At = H(Ae—At/m)mH <C (?)me—ﬁt < C(m)t—me0"

Fiir Potenzen A® mit « € (0, 1) rechnen wir

1

Aae—At — A—1+aA€—At — P(l ) / S—ae—AsAe—At ds
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und daher mit s = to
o — 1 > — S
4% < e / 4=+ ds
< C/ “(t+s) e ds
—a _al —1 _—6t —a  —0t
=C t t(1+a) e " tdo = Cut™%e ™.
0

Fiir 6 = m + a, m und « wie oben, schreiben wir
[APe= A < A% 2| Ame A2

und verwenden die obigen Ergebnisse.
Die Abschitzung (4.19) folgt aus

t t
ey —u = —/ Ae %y ds = —/ A% A5 A%y ds
0

0

0
Satz 4.17. Sei o € [0,1], u € D(A). Dann gilt die Interpolationsabschitzung
[A%u]] < Cll Au|*[|ull~ (4.20)
mit C' unabhingig von a.
Beweis. Wir rechnen fiir 5 =1— «a und x = Au mit € > 0
L) A x| < / P te Ay dt — / T ATI, [eMa] dtH
0 €
B o}
< C%Hm” + P e A x| + |8 — 1 / P2 Ay dtH
B 00
< C€—||9:|| + CPH| A || + 2sup [[e M A || / 972 dt
p >0 .
b
< C— |zl + Ce" A .
B
Wir optimieren die Wahl von ¢ durch ¢ = ||[A~ z||/||z|| und erhalten (ohne den

p-Faktor zu optimieren)
T(AA Pzl < ¢ A= Lp|8 1-8

Wegen der Funktionalgleichung I'(1 + ) = SI'(5) und I'(1) = 1 erfiillt die Gam-
mafunktion eine Ungleichung I'(5) > C/B. Insbesondere kann die Konstante C'
unabhéngig von § gewéihlt werden. Einsetzen von x = Au und a = 1 — 3 liefert die
Behauptung. O
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Beispiel 4.18 (Wirmeleitungsgleichung). Fir den sektoriellen Operator
A=id— A: H*R") — L*R")
lauten unsere Ergebnisse fir die zugehdrige Halbgruppe S(t)
1S @)ullae < Cat™ul| 2
IS0 = ullz < ~Crat e

lull gz < Cllullg: [lull 72"

Mehr Funktionenridume

Wir gehen immer von R™ und den Sobolevriumen W*? aus (k ist hier und im
Folgenden immer in N). Der Raum W*? ist der Raum der LP-Funktionen, fiir die
alle k-ten Ableitungen in L? sind (ebenso die niedrigeren Ableitungen).

Wir haben in Beispiel 4.15 zu X = L? und A = 1 — A die Bessel-Potential-
Riaume X*/?2 = H® = H*? betrachtet. Ebenso kénnen wir auch von LP ausgehend
Bessel-Raume H*®P definieren durch die Norm

o |l F A+ EP2FELO]],, -

Dann gilt fir X = L? und A = 1 — A, dass X*? = H*?, und es gelten die
Abschétzungen aus Beispiel 4.18 in H*P-Raumen.

Man kann Réume zwischen W*? und W**1P auch mit der sogenannten Interpo-
lationsmethode definieren. Hierbei wird ausgehend von zwei Banachrdumen X und
Y mit Y C X fiir alle Parameter 6 € [0, 1] ein neuer Raum [X, Y]y konstruiert, der
fiir # = 0,1 mit den Rdumen X bzw. Y iibereinstimmt. In der reellen Interpolati-
onsmethode gibt es noch einen Parameter ¢ € [1,00), der die Methode spezifiziert.
Wenn (X, YY)y, den Interpolationsraum angibt, so gilt

(X, XNg, = {ueX‘/ —09)|S(t) uHX—dt<oo}.

Man kann also nicht nur aus dem Operator selbst eine Skala von Rdumen definieren,
sondern auch aus der Halbgruppe.

Aus den Abschétzungen in Beispiel 4.18 zu LP sehen wir sofort: Fiir u € X =
W2 gilt

1 1
1 1
| esou -l §ar<c [ el d
0 0

also X* C (X,X')y, fir alle ¢ und alle § < «. In Anwendungen kann die
Interpolations-Skala von Raumen von Vorteil sein, ndmlich dann, wenn man die
Réume (X, X')y, bestimmen kann, aber die X“ nicht. Folklore sagt, dass man
unsere (Henry’s) Theorie fiir nichtlineare Gleichungen auch auf der Basis der Inter-
polationsrdume aufbauen kann.
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Nichtlineare Halbgruppentheorie

63



Kapitel 5

Semilineare Gleichungen

5.1 Die inhomogene Gleichung
Wir wollen die Gleichung
Ou+ Au= f, u(0) = up, (5.1)

16sen. Als Daten sind uns gegeben: Ein Banachraum X, ein sektorieller Operator
A: X — X, ein Startwert ug € X, ein Zeitintervall (0,7"), wobei wir immer 7' = oo
zulassen wollen, und eine Inhomogenitét f : [0,7) — X. Eine Abbildung u : [0,T) —
X nennen wir Liosung von (5.1), falls u stetig ist auf [0, T"), auf dem offenen Intervall
(0,7T) differenzierbar, eine Abbildung w : (0,7) — D(A), und die Gleichungen im
klassischen Sinne 16st (die Evolutionsgleichung auf dem offenen Intervall).

5.1.1 Variation der Konstanten

Falls u eine Losung von (5.1) ist, so erwarten wir fiir die Halbgruppe S(t) = e=4! zu

— A die folgende Darstellung (Variation-der-Konstanten-Formel)

u(t) = e Mug + /t e A=) £(s) ds. (5.2)
0

Al

Formales Einsetzen liefert u(0) = e % = ug und die Zeitableitung

t
dpu(t) = —Ae My, —I—/ (—A)e =9 £(5) ds + e A9 ()],
0
= —Au(t) + f(t).
Wir wollen nun feststellen, wann diese formale Rechnung durchfithrbar ist.

Lemma 5.1. Sei f: (0,7) — X lokal Holder-stetig mit

/0 )] ds < oo

64
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fir ein tg > 0. Wir betrachten den Ausdruck

F(t) ::/0 e A=) f(s) ds.

Es gilt: F .0, T) — X ist stetig mit F'(0) =0, F ist stetig differenzierbar auf (0,T)
und F(t) € D(A) fir allet € (0,T). Es gilt

OF(t) = —AF(t) + f(1).

Sobald das Lemma bewiesen ist, ist unsere obige Rechnung gerechtfertigt. Dann
folgt sofort

Satz 5.2. Fir a,ty > 0 gelte

f € Co((0.7), X), / ) ds < oo

Dann ist die eindeutige Lisung von (5.1) gegeben durch

t
u(t) = e~ Mg +/ e M9 f(s) ds.
0

Die Ableitung kann dargestellt werden durch

e (O A (f) = f(s)) ds. (53)

Zum Beweis des Satzes ist nur festzustellen, dass die Losung tatsdchlich eindeutig
ist. Die Differenz zweier Losungen ist eine Losung zu f = 0 und Startwerten 0. Wegen
der Eindeutigkeit der Halbgruppe verschwindet dann aber diese Differenz.

Die Gleichung (5.3) ist formal klar; wir schreiben

g(s) = FDe 9 Dg(s) = Ag(s),
also .
F(t) = F(B)e = g(t) — g(0) = / Ag(s) ds.
Dies addiert man zu dyu = —Au + f.

Beweis. (des Lemmas und von (5.3)) Wir zeigen zundchst F'(0) = 0 und Stetigkeit
von F in der 0. Wir wenden die Abschiitzung |le=!|| < C an (fiir beschrinkte t)
und schlieflen

IF@)| < C / 1£()] ds — 0

fiir ¢ — 0+ (wegen der Integrierbarkeit von || f||).
Ein Problem im Beweis ist, dass nach Theorem 4.16 zwar gilt

C
|44 f )] < £ )]
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aber dies ist nicht integrierbar bis s = ¢. Aber natiirlich sind Integrale iiber Ae=47
besser, als es diese Abschétzung suggeriert. Wir betrachten
t—p
F,(t) == / e M= f(s) ds  fiir t > p, (5.4)
0

und F,(t) := 0 fur ¢t < p. Dann gilt F,(t) € D(A) fiir alle ¢ > 0. Hierfiir ist ei-
gentlich eine Nebenrechnung erforderlich: F),(¢) wird durch seine Riemann-Summen
F(t) approximiert, die AF}'(t) sind Riemann-Summen fiir das Integral mit A an-
gewendet auf den Integranden. Die AF}'(t) konvergieren gegen das Integral wegen
der absoluten Integrierbarkeit des Integranden. Wegen der Abgeschlossenheit von A
ist daher der Grenzwert F,(t) wieder in D(A) und die Anwendung von A liefert das
Gewiinschte, ndmlich

t—p
AF,(t) = /0 Ae A9 f(s) ds  fiir t > p.

Es gilt F,, — F fiir p — 0: Wir setzen f(s) = 0 fiir s < 0 und rechnen

1£(t) = E,()] < /t_ le= = ()] ds =0

fir p — 0+4. Nun berechnen wir fiir AF),

AF,(t) = /t—p Ae =9 f(5s) ds
= /O A (1) - f(1)) ds+ (e — ™) f(1).

Im Integral nutzen wir nun

C
t—s

1Ae= ) (f(s) — F())II < (t —s)

fiir s nahe ¢, also die Kleinheit des Integrals von ¢ — p bis ¢ und schlieflen
t
AF,(t) — / Ae M=) (f(s) — f(1) ds + (id — e ™) £(2)
0

fiir p — 0. Wieder wegen der Abgeschlossenheit von A ist dann auch der Limes F'(¢)
in D(A) und es gilt

AF(t) = /O t Ae M=) (f(s) — f(1) ds + (id — e~ (2).

Wir wollen nun die gleichméflige Konvergenz AF,(.) — AF(.) auf Kompakta
[t1,t2] C (0,T) zeigen. Dies impliziert insbesondere die Stetigkeit von AF(.) wegen
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der Stetigkeit der AF,(.). Wir geben uns also ein € > 0 vor und wéhlen (abhéngig
von ¢) geniigend viele ‘Stiitzstellen’” 74 in [ty, to],

IAF,(t) = AF ()] < || (id — e) f(1)]

+ / |4 A9(f(s) — £(1))|| ds

-p

< |l (id = =) f(m)l

t
+1lGd — e |Clt — e +0/ (t— )" ds < .
t—p

fiir eine nahe an t gelegene Stiitzstelle 7, und fiir p klein genug fiir alle Stiitzstellen.
Zur Differenzierbarkeit: Die F), sind differenzierbar mit Ableitung

OUF(t) = —AF,(t) + ¢ ¥ f(t — )

fir ¢ > p (dies kann direkt mit Differenzenquotienten in einer einfachen Rechnung
nachgewiesen werden; einfache Ubung). Die rechte Seite konvergiert gleichméBig auf
Kompakta gegen —AF(t) + f(t) (fiir AF siehe oben, fiir den f-Term folgt dies aus
der Holderstetigkeit mit einer Rechnung mit Stiitzstellen wie oben). Dann ist auch
die Grenzfunktion differenzierbar und hat die erwarteten Ableitungen.

Wir setzen die Darstellung von AF' in diese Formel fiir 0;F ein und erhalten
(5.3). O

5.1.2 Fourier-Transformation

In diesem kurzen Einschub wollen wir die Gleichung
Ou+ Au=f, u(0)=0, (5.5)

in Hilbertraumen X losen. Man kann dafiir auch auf die Fourier-Transformation in
der Zeit zuriick greifen.

Proposition 5.3. Sei X ein Hilbertraum, die rechte Seite f € L*((0,T),X), A sek-
toriell mit Re o (A) > 0. Dann kénnen wir die Gleichung (5.5) mituw € H*((0,T), X)
losen.

Beweis. Wir nehmen an, dass uns f € L?((0,T), X) gegeben ist, einen reellen Hil-
bertraum X betten wir in seine Komplexifizierung X¢ := X & ¢ X ein. Wir setzen f
trivial auf R fort zu einer Funktion f. Dann ist f € L?(R, X) und wir kénnen die
Fourier-Transformierte f € L2(R, X¢) betrachten.

Eine Losung w erfiillt (bei entsprechender Glattheit) im Fourier-Raum

i€a(€) + Au() = f(€)

fiir alle £ € R. Wir setzen also

a(€) = (i€ + A1),
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was nach Voraussetzung an A wohldefiniert ist. Wegen der Resolventenabschétzung
gilt R
11+ 1€]) @)l < ClSE)]x,

also insbesondere auch
1L+ 1€D) @) e xe) < Clf 2@ xe) < Cllflle2@x) < C

Wir erhalten also ein u := F'a € L*(R, X¢) mit dyu = F(i€u(€)) € L*(R, X¢),
also u € H'(R, X¢). Auerdem ist u (fiir reelle Hilbertriume die erste Komponente
von u) Losung der Gleichung.

Wir miissen noch kliren, warum die Anfangswerte erfiillt werden. Weil u in L?
beschréinkt ist, finden wir eine Folge ¢, — oo so, dass ||u(—t)|| < C. Es gilt

[u(O)[| < ClS )] = 0,

also ist die Bedingung u(0) = 0 erfiillt. O

Die Methode ist sehr direkt und man kann aus der Resolventenabschétzung di-
rekt Losungen konstruieren. Ein Nachteil ist (auler der Einschrénkung auf Hilber-
triume), dass man keine Charakterisierung fiir erlaubte v, hat.

Falls man zu den gegebenen Anfangswerten eine glatte Fortsetzung hat, so kann
man diese Fortsetzung in die Gleichung einsetzen, und es ist nur noch Gleichung
(5.5) zu l6sen. Eine implizite Darstellung der erlaubten Anfangswerte ist dann

{up € X| Ju: R = X,a(0) = up, & € H'(R, X) N L*(R, X")}.
Die Funktion w = u — @ 10st
ow+ Aw = f — [0u + Aa), w(0) =0,

und kann mit obiger Methode geltst werden.

Beispiel: Wir wollen eine Losung der inhomogenen Gleichung mit Startwerten
ug € D(A). Dann erfiillt a(t) := e~y fiir alle t > 0

a(t) € D(A), @ € C'((0,0), X).

Wir definieren fiir ¢ < 0 eine Fortsetzung durch a(t) = a(—t). Es gilt © € H'(R, X)
wegen der Stetigkeit in ¢ = 0 und des exponentiellen Abfalls in +co. Man iiberlege
sich, dass die Voraussetzung ug € X* mit o > 1/2 ausreicht.

5.2 Existenzsatz fiir semilineare Gleichungen

Wir wollen nun nichtlineare Gleichungen der Form

duu(t) + Au(t) = f(t,u(t))  fir t € (0,7),

u(0) = g
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betrachten. Die Strategie ist klar: Wir setzen eine Néherungslosung in die rechte
Seite ein und lsen fiir das entstandene f = f(t) die inhomogene Gleichung. Wir
nehmen wieder an, dass A ein sektorieller Operator mit Rec(A) > 0 ist; ande-
re sektorielle Operatoren kénnen mittels der Standardtransformation aber ebenso
betrachtet werden.

Ein mogliches f wire f = f(t,u),f : (0,7) x X* — X differenzierbar fur
a € [0,1). Dann gilt unsere Interpretation, dass f von niedrigerer Ordnung ist als
A (welches ja von X' nach X abbildet). Genauere Annahmen werden im Theorem
genannt.

Zunéchst definieren wir einen schwachen Losungsbegriff. Wir werden diese soge-
nannten milden Losungen konstruieren und spéter zeigen, dass unter recht allgemei-
nen Voraussetzungen diese auch starke Losungen sind.

Definition 5.4. Wir sagen, dass u eine milde Losung von (5.6) auf (0,T) ist, falls
u € C°(0,T), X%) und falls die Integralgleichung gilt,
t
u(t) = e uyg +/ e A= f(s,u(s)) ds Yt € (0,T).
0
Fiir die Ezistenz des Integrals fordern wir zudem, dass t — || f(t,u(t))|| integrierbar
ist dber ein Intervall (0,t).

Mit der angedeuteten Iteration konstruieren wir nun milde Losungen.

Satz 5.5. Seiug € X und f:[0,T) x X* — X stetig und lokal Lipschitz-stetig in
u mit einer Konstanten unabhdngig von t. Dann existiert ein T' > 0 und eine milde
Lésung u € C°([0,T], X*) von (5.6) auf (0,T).

Beweis. Die Lipschitz-Voraussetzung bedeutet fiir festes § > 0:
1 (£, u1) = f(E u2) | < Mifluy — o

fir t € [0,1] und alle uy, ug mit ||u; — uplle < 0. Wir withlen an dieser Stelle 7" > 0
klein. Die Kleinheitsanforderung (spéter prézisiert) darf also von ug, 4, von M; und
Mp = sup,c(o ) || f (¢, uo)|| abhéingen.

Wir suchen Losungen im Raum

7 = C°[0,T], X%),

beziehungsweise in der zugehorigen 6-Kugel B = Bs(ug) um die konstante Funktion
u = ug. Wir definieren die Iterationsabbildung G durch

G(w)(t) = e Muy —I—/O e AU £ (s, w(s)) ds.

Wenn wir nun zeigen, dass G : B — B kontraktiv ist, dann gibt es einen Fixpunkt
nach dem Banachschen Fixpunktsatz und wir haben eine milde Lésung gefunden.
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Zunéchst zeigen wir, dass G nach B abbildet. Fiir w € B gilt
IG(w)(t) = uolla < [[(e™ —id)uo|a

! A —A(t—s)
+/0 A2 1 £(s, w(s))]| ds

t
< |l(e7 —id) A%uq|| + +/ C(t —s)"*(My + M;0).
0

Dieser Ausdruck ist kleiner als ¢ fiir alle t € [0,77], falls 7" klein gewihlt wird
(abhéngig von d, My, My und ug). Die Funktion G(w) ist auch stetig nach X*; dies
folgt aus der gleichméBigen Stetigkeit von f(.,w(.)) : [0,7] — X und der Integrier-
barkeit von (¢ — s)~. Wir schliefen, dass G eine Selbstabbildung ist.

Fiir die Kontraktivitédt rechnen wir

|G w)(t) — Cl@)(D)]la
/HM A9 | (s, w(s)) — F(s,w(s))]| ds

g/o Clt— $)= ds My sup |Jw(o) — (o).

c€[0,1]

t
smm/af@adwm—wuswm—mu
0

Fiir kleines T' (abhéngig von M) kann v kleiner als 1 gewéhlt werden. Damit ist G

auch kontraktiv.
Der Fixpunkt u hat alle geforderten Regularitétseigenschaften. u ist von der
Klasse C°([0,T), X®) nach Konstruktion, und f(.,u(.)) ist stetig, also integrierbar.
O

Meist sind die milden Loésungen auch ‘echte’ Losungen, wobei:
Definition 5.6. Wir nennen u eine Lisung von (5.6), falls u € C°([0,T), X) mit
w(0) = g, und fir alle t € (0,T) gilt u(t) € D(A), dwu(t) ezistiert und (5.6) ist
erfillt.

Lemma 5.7. Sei f : R x X* — X lokal Holder-stetig in t und lokal Lipschitz-stetig
in w. Dann gilt: Jede milde Losung u ist eine Losung von (5.6).

Bewers. Wir miissen nur zeigen, dass u sogar Holder-stetig ist, dass also fiir ein
§ > 0 gilt: u € C°((0,T), X*). Wenn dies gezeigt ist, dann folgt insbesondere die
Holder-Stetigkeit von s — f(s,u(s)) € X. Die Voraussetzungen von Theorem 5.2
sind erfiillt und w ist eine Losung.

Fiir die Holder-Stetigkeit berechnen wir die Differenz direkt iiber die Integral-
gleichung als

u(t +h) —u(t) = (e= M —id)e
+ /t(e_Ah —id)e A=) f(s,u(s)) ds

t+h
+ / e AUh=9) f(5 u(s)) ds.
t
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Fiir den ersten Term gilt
H(efAh . id)e*AtuoHa < Chl/ZHAl/2+aefAtuoH
nach Theorem 4.16. Fiir den Integranden im zweiten Term gilt mit z(s) = f(s, u(s))

||(67Ah . id)efA(tfs)ZHa S C«h6||A§+oz€fA(tfs)Z||
< Ch(t— )72,

der Integrand ist von der Form R° - ¢ mit ¢ integrierbar. Fiir den dritten Term gilt

Es folgt die Holder-Stetigkeit von © und damit das Lemma. O]

t+h
/ e A=) (5 u(s)) ds
t

t+h
S C/ HAaefA(tJrhfs)H ds
@ t

< Chle.

Wenn wir die Existenz von milden Lésungen kombinieren mit der Tatsache, dass
milde Losungen auch Losungen sind, dann finden wir ein Resultat iiber die lokale
Existenz von Losungen. Wir fithren noch eine Lokalisierung durch. Fiir allgemeine
Startzeitpunkte ¢y € R reicht es, wenn die Funktion f in einer Umgebung von (g, )
definiert ist. Wegen der Stetigkeit der Losung ist diese Lokalisierung kein Problem.

Satz 5.8. Sei A sektoriell, a € [0,1), f: R x X* DU — X lokal Hélder-stetig in
t und lokal Lipschitz-stetig in w. Dann gibt es fir jedes (to,up) € U ein T > 0 und
auf (to,to + T) eine eindeutige Lisung u € C°([tg,to +T), X) von

Oyu(t) + Au(t) = f(t,u(t))

U(to) = Upg-
Zur Eindeutigkeit. Seien u' und u? zwei Losungen auf (¢g, to+7'). Man betrachtet
t1:=sup {t < to+ T|u' (1) = w*(T)V7 € (to,t) } .

Wegen der Stetigkeit der Losungen gilt u!(t1) = u?(t;) € X*. Falls t < to + T, so
konstruieren wir die eindeutige milde Losung wie in Theorem 5.5 zu (t1, u'(¢;)) auf
(t1,t1 + 6). Dort gilt u' = u?, ein Widerspruch zur Wahl von ¢;.

5.3 Verhalten fiir grofie Zeiten

Unsere Losungen existieren fiir kurze Zeiten. Am Ende dieses Zeitintervalls kann
man jedoch im allgemeinen zunéchst die Losung noch fortsetzen. Wir wollen uns
nun mit der Frage beschéftigen, in welchen Situationen wir nicht mehr fortsetzen
konnen.

Wir definieren das maximale Existenzintervall (¢o,t1) so: Es gibt kein t5 > ¢; mit
einer Losung u auf (tg, to).

Hier ist nun f immer in einer Umgebung U von (%o, up) € R x X definiert. Was
erwarten wir beztiglich Fortsetzbarkeit? Zunéchst, dass wir immer fortsetzen kénnen
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(dann ist t; = c0), oder wir kénnen irgendwann nicht mehr fortsetzen, weil wir f
nicht mehr auswerten kénnen, dass also Losungen zum Rand von U laufen. Dabei
ist unsere Notation: Falls U N {t} x X* unbeschrinkt ist, so ist auch der Punkt
{t} x oo im Rand von U.

Satz 5.9. Seien A und [ wie in Theorem 5.8, und f erfillt: Jede abgeschlossene
beschrinkte Menge B C U wird abgebildet in eine beschrinkte Menge f(B) C X.

Dann gilt: Eine Lésung uw mit maximalem Ezistenzintervall (to,t1) erfillt entwe-
der t; = 0o oder es gibt eine Folge s 7 t; mit u(sg) — OU.

Beweis. Wir nehmen immer an, dass ¢; < oo. Wir werden zeigen, dass die Losung
jede beschrinkte abgeschlossene Menge B C U verlassen muss. Die Mengen U \ B
sind Umgebungen von 0U und miissen also getroffen werden. Fiir alle T' < t; ist
w: [0,T] — U stetig, die Losung lduft also erst fiir ¢ — ¢; zum Rand.

Sei also nun B wie oben. Unter der Annahme, dass die Losung B nicht verlésst,
werden wir zeigen, dass es (t1,u;) € B gibt, so dass (¢,u(t)) — (t1,uy) fir t — t;.
Wenn dies gezeigt ist, so gibt es ausgehend von (¢;,u;) wieder eine lokale Losung,
was der Maximalitéit von ¢; widerspricht. Wir verwenden dabei, dass die zusammen-
gesetzte Funktion stetig ist und daher eine milde Losung. Wegen Lemma 5.7 ist die
zusammengesetzte Funktion sogar eine Losung.

Sei M :=sup||f(B)||. M < oo nach Voraussetzung. Fiir § € (0, 1) zeigen wir,
dass ||u||s beschrankt bleibt. Tatsdchlich gilt

t
lu()]ls < 1A=~ |[]uo]|a +/ | AP f (s, uls))|| ds
to
t
< CHP0 g o + c/ (t— s)PM ds = C.
to

Wir wéhlen nun S > «, so dass Obiges eine verbesserte Regularitdt der Losung
bedeutet. Wir nutzen sie, um fiir Zeiten 7 < 75 < t; zu rechnen

u(r) —u(m) = [e_A(TQ_“) —id]u(m) + /72 e_A(TZ_S)f(s, u(s)) ds,

T1

und daher

lu(r1) = u(me)lla < Clre = 71) " u(r)lls + C/T2(72 — ) "M ds

T1

S C/ (7'2 - T1>ﬁ_a

Wir haben damit gezeigt, dass die Folge u(7) fiir 7 7 ¢; eine Cauchy-Folge in X
ist, sie hat also einen Grenzwert. Da B abgeschlossen ist, ist dieser wieder in B. Dies
wollten wir zeigen. O]

Wir wollen mit einem Beispiel zeigen, dass fiir eine Aussage wie in Theorem 5.9
eine Voraussetzung an f notwendig ist.
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Beispiel 5.10. Wir betrachten den sektoriellen Operator A = id und den Hilber-
traum X = [*(N). Es gilt X* = X fiir alle a. Es gibt ein f : R x X* — X lokal
Lipschitz, so dass die Lisung zu Oyu+Au = f(.,u), u(0) = ey, nur auf (0,1) ezistiert,
aber beschrdnkt bleibt.

(ex)ken sei die kanonische Basis von X. Wir wihlen eine glatte Kurve u : (0,1) —
X mit
u(l — 277 = ¢y,

die auf den Zeitintervallen I, := (1 — 2% 1 — 27%) nahe an den Verbindungslinien
Iy = { e + (1 — Nega|A € [0,1]} liegt (mit punktweise hochstens dem Abstand
1/4). Nun definieren wir f(t,u) = f(u) auf den Umgebungen B;3(I';) fiir & =
1,2,3, ... als eine Fortsetzung von f(u(t)) := dyu(t) + u(t). Die Losungskurve u tritt
fir t > 1 — 27% nicht mehr in die Umgebungen By3(I't), I < k ein, daher ist die
Konstruktion moglich. Die Fortsetzung f ist lokal Lipschitz, denn sie ist lokal glatt.

Die Kurve u ist Losung der Gleichung und kann in ¢ = 1 nicht stetig fort-
gesetzt werden. Tatsdchlich erfiillt f nicht die Beschrénktheitsvoraussetzung: Die
abgeschlossene Menge By(0) wird auf eine unbeschrankte Menge abgebildet, denn
die Geschwindigkeit von v muss grofl werden fiir ¢ — 1.

Corollar 5.11. Sei A sektoriell, U =R x X%, tg € R, ug € X*. f: U — X sei wie
i Theorem 5.8 mit

L w)ll < K@ + [lulla),

K stetig auf [to,00). Dann gibt es eine Lisung fir alle Zeiten, also auf dem ganzen
Intervall (tg, 00).

Beweis. Durch die iibliche Reskalierung konnen wir Reo(A) > 0 annehmen.

f bildet beschrankte Mengen in beschréankte Mengen ab und wir konnen Theorem
5.9 anwenden. Falls ¢; endlich ist, so gibt es also 7,, — ¢; mit [|u(7,)|la — 00. Aber
wegen der Integraldarstellung gilt fiir ¢ < ¢4

t
[u(t)]la < e~ uolla +/ [A%e= 2 K ()(1+ J|u(s)]la) ds
to

¢
<C+ Cg/ (t —s)"||u(s)]|a ds.

to

Nach der nachfolgenden spezialisierten Gronwall-Ungleichung impliziert dies, dass
||u(t)||o beschrankt bleibt, ein Widerspruch.
z:[0,T) — R, stetig erfiille

t
z(t) <a+ b/ (t —s)"%2(s) ds.
0
Dann gilt mit M = 2a, A = Ao, b)

2(t) < MeM. (5.7)
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Sei t maximal mit z(7) < Me* fiir alle 7 < . Dann gilt
¢
z(t) <a-+ bM/ (t —s) %™ ds < a+ bMe(N\)e™,
0

wobei

e(\) = / %M dr — 0
0

fir A — oo. Wir wihlen X so gross, dass be(\) < 1/2, so dass wir oben schliessen,
dass 2(t) < a+ Me*/2 < Me*. Also wird diese obere-Schranken-Funktion von z
nie erreicht. [



Kapitel 6

Regularitatstheorie

6.1 Stetige und differenzierbare Abhingigkeit

Satz 6.1. Sei A sektoriell auf X und f, fp, : Rx X® D U — X seien wie in Theorem
5.8. Zusitzlich gebe es fiir jeden Punkt (t,u) eine Umgebung U mit

fo— f in CY(U, X).

Es gelte uno — wy in X und 0 < p,, = p > 0 in R. Sei nun u, die mazimal
definierte Losung uy, : (0,T,) — X wvon

atun + ,unAun = fn(ta Un),

un<0) = Un,0,
und ebenso u : (0,Ty) — X zur rechten Seite f und Startwerten ug. Dann gilt

liminf 7T, > T

n—oo

und

u, —u in C°([0,7T], X*)
fiir alle T < Tj.

Beweis. Wir kénnen fiir A annehmen, dass w = 0. Durch Abziehen der entspre-
chenden Losung kénnen wir ug = 0 und f(¢,0) = 0 und v = 0 annehmen. Sei nun
T < Ty. Zu jedem Punkt ¢t € [0,7T] gibt es eine Umgebung von (¢,0) € R x X%, so

dass f dort Lipschitzstetig in « ist. Da [0, 7] kompakt ist, konnen wir mit endlich
vielen Umgebungen iiberdecken und finden eine Zahl § > 0, so dass

|f(t,v) — f(t,w)|| <M |jv —w|la Yv,we Bs(0) C X% te€[0,T].

Ebenfalls wegen der Kompaktheit von [0, 7] schlieflen wir, dass f,, — f in C°([0, T x
Bs, X) fiir ein eventuell verkleinertes 6 > 0. Wir wollen nun zeigen, dass alle u, fir

I6)
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grofies n auf (0,7) definiert sind. Dazu rechnen wir

Hun(t)Ha < He_“nAtun,OHa +

¢
‘/ e_“"A(t_s)fn(s,un(s)) ds
0

(%

< Cllunolla + € / (= ) fuls,tun(s)) — F(5.un(s)]
e / (t — ) £ (5 wn(s)) — F(s,0)]
<a, + C/O (t —$) Y un(9)|la ds

IIlit O < Ay, — 0 fl'l'l" n — oQ. er '\/erwenden ie S[)eZieHe (}r()]lVVal]_ Ullgleicl I[]g
( : ) uI]_d ﬁnden 1]
Hun<t>Ha < 2ane)‘(0‘70)t 0

fiir n — oo, gleichméBig in ¢ € [0, T7.
Insbesondere verlafit u,, fiir grofe n die 6-Umgebung der 0 nicht und obige Rech-
nung wird dadurch gerechtfertigt. O

Bemerkung: Das Theorem entspricht 3.4.1 aus Henry. Aus gutem Grund iiber-
nehmen wir nicht die Aussage

Ty > limsup 7,,.

n—o0

Unser néchstes Thema: Gegeben f : R — R und ein Funktionenraum Z. Wie
gut ist die Abbildung Z 3 u(.) — f(u(.)) ?

Lemma 6.2. [Eigenschaften der induzierten Abbildung/ Sei J = [0,T] C R, XY
Banachrdaume und f : J x X =Y stetig. Dann ist die Abbildung

F:C%J,X)2uw f(,u()) € C’JLY)

ebenfalls stetig. Falls [ stetig differenzierbar nach w ist, dann ist auch F stetig
differenzierbar und die Ableitung ist die durch O, f induzierte Abbildung.

Ubung 6.1. Man zeige: Fiir f(z) = sin(2) ist die induzierte Abbildung
F:L*((0,1),R) 3 u(.) = sin(u(.)) € L*((0,1),R)
zwar Lipschitz-stetig, aber nirgends differenzierbar.

Beweis. 1) Stetigkeit: Seien u,, — u in C°(J, X'). Wir nehmen an, dass fiir ein € > 0
1fCoun()) = fCuO = sup L un () — f(2, u(@®)] 2 <.

Dann existieren Zeitpunkte t,, € [0, 7], so dass

1f (b wn (£0)) = f (Ens ultn))]| = €.
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Fiir eine Teilfolge gilt ¢,, — ¢ und damit auch u(t,) — u(t) wegen Stetigkeit von u
und uy,(t,) = un(t,) — u(t,) + u(t,) — u(t) wegen der gleichméBigen Konvergenz
u, — u. Insbesondere f(t,,u,(t,)) — f(t,u(t)) und f(t,,u(t,)) — f(t,u(t)), also
einen Widerspruch.

2) Differenzierbarkeit: Sei nun 0,f : J x X — L(X,Y) stetig, also 9,f : J X
(X x X) 3 (t,u,v) = 0, f(t,u(t)) - v(t) € Y stetig. Dann ist nach 1) die induzierte
Abbildung

OuF : CUJ, X x X) 3 (u,v) = Ouf(,u(.) -v(.) € C°(JY)

stetig. Insbesondere ist 9, F (u) : C°(J, X) — C°J,Y) eine stetige lineare Abbil-
dung, die stetig von u abhéngt. Wir miissen zeigen, dass 0, F(u) tatséchlich die
Linearisierung von F'in w ist, also

C%JY) 2 F(u,) — F(u) — 0,F (u)(u, — )
= f(un() = f(ul) = 0uf (s ul) - (un —u) ()

= o([lun = ul]).

Wir nehmen das Gegenteil an, also die Existenz einer Folge u,, — u, von Punkten
t,, und eines € > 0 mit

Lf by tn () = f (b () = Ouf (b ultn)) - (un — w)(En)]

> eljun — ul|.

Nach Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir wegen Kompaktheit von J annehmen,
dass t,, — t. Wir nutzen den Hauptsatz und schreiben fiir obigen Ausdruck direkt

1t t(80)) = Pt 0(60)) = Bu s 0lt)) - (0 = )]
[ 10uft0s 1 = (i) + sutt)

—Ouf (tn, u(tn))} - fun(tn) — ultn)] ds
< Zsup 19uf (7, €) = Ouf (& w(O)| [ltn(tn) = ultn)]l;

wobei das Supremum iiber eine kleine Kugel um (¢, u(t)) genommen wird. Fiir grosses
n kann eine kleine Kugel gewihlt werden und wir finden einen kleinen Faktor (kleiner
als €) vor ||u,(t,) — u(t,)||. Ein Widerspruch. O

Satz 6.3. Sei A sektoriell in X, a € [0,1), U C R x X* offen, und A eine offene
Teilmenge eines Banachraumes L von Parametern. Die Abbildung f : U x A — X
sei Holder-stetig mit O, f und O\ f stetig auf U x A.

Fir p > 0, A € A und (to,uo) € U sei u(t) = u(t;ty,uo, A\, ) die maximal
definierte Losung von

Ou+ pAu = f(t,u, N), u(ty) = uo.
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Dann ist in jedem Punkt (t,to,uo, A, ), in dem die Losung definiert ist, die Abbil-
dung (ug, A\, 1) — u(t;to, up, A\, 1) € X< stetig differenzierbar, und die Richtungs-
ableitungen v(t) = O\u(t), w(t) = Jyu(t), 2(t) = Oyu(t) - u sind milde Lisungen
von

O+ pAv = 0, f (L u(), A) - v+ O f (. ull), ), v(ty) =0€ X,
Oyw + pAw = Oy f (L, u(.), A) - w — Au(t), w(ty) =0 € X,
Oz + pAz = 0uf (L, u(.),\) - 2, z(ty) =u € X.

Beweis. Auf einem kurzen Zeitintervall und mit ¢ty = 0 ist unsere Losung u der
Fixpunkt der parameterabhingigen Abbildung

G(uo, A, p) - C([0,T], X%) — C([0, T, X*),

u— e My, —|—/ e’“A("S)f(s,u(s), A) ds.
0
Beweisidee: Wir zeigen, dass G differenzierbar ist. Der Satz iiber implizite Funk-
tionen liefert dann, dass auch die Fixpunkte differenzierbar von den Parametern
abhingen.
Wir schreiben

G(uoa A, :u) cu T (:ua U(]) + TQ(M) f(a u()v )‘))
mit den Abbildungen
Ty Ry x X3 (p,ug) — e *ug € C([0,T], X)

und
Ty Ry x C((0,T], X) 5 (4, g) — / A3 g (s) ds € C([0,T], X°).

In Wirklichkeit ist 77 nur auf einer Teilmenge definiert; wollen hier lediglich die
Topologien kennzeichnen.

Die Abbildungen 7; sind differenzierbar mit den erwarteten Ableitungen. Die
Abhéngigkeit von u bzw. ¢ ist linear, hier folgt die Differenzierbarkeit also aus der
Stetigkeit. Die Abhéngigkeit von p muss analog zu obigem Lemma gezeigt werden.
Wir berechnen hier nur fiir die formale Ableitung von 77,

0,11 (1, up) = (t — —Ate_“Atuo) .

Nach Theorem 4.16 ist diese Abbildung beschrénkt.

Mit f ist nach Lemma 6.2 auch die induzierte Abbildung C([0,7],X%) x A >
(u,\) = f(.,u(.),\) € C([0,T], X) differenzierbar. Also ist G differenzierbar nach
seinen Parametern, und damit auch sein Fixpunkt.

Die Ableitung bestimmt sich durch Differenzieren der Gleichung fiir milde Losun-
gen,

t
u(t) = e M4y, —|—/ e A=) £ (s u(s), \) ds.
0
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Dies liefert die Gleichungen.

Lokalisierung: Wir sind in diesem Beweis davon ausgegangen, dass die Losung
u Fixpunkt der Abbildung G ist. Dies ist im Allgemeinen nur lokal der Fall. Wir
miissen also [tg,¢] in kleine (aber nur endlich viele) Abschnitte unterteilen. Auf
jedem Abschnitt gilt obiges Argument, und u(t¢) ist eine Verkettung endlich vieler
differenzierbarer Abbildung. O]

Im Theorem kam die Abhéingigkeit von ¢, und von ¢ nicht vor. Unter stérke-
ren Annahmen an f konnen wir aber auch eine glatte Abhéngigkeit von ¢ und t,
erwarten.

Corollar 6.4. Seien X, A, und f wie in Theorem 6.3. Zusdtzlich sei f € C"(U x
A, X). Dann ist auch die Losungsabbildung

P (t,t07U0,)\,M) = u(t;tovu()J)\a/'L) € X
von der Klasse C".

Beweis. Wir transformieren auf ein Standardintervall [0, 1]. Dazu definieren wir 7' =
t — to und setzen

v(s) == v(s;up, N\, T, to, ) == u(s - T + to; to, ug, A, i1).
Dann 16st v die Gleichung

v(0) = uo,
Osv + pTAv = g(s,v, (A, T, to)) =T - f(s-T +tg,v, A).

Wir interessieren uns fiir die Abbildung
P (t7 th U, )‘7 /L) = U<17 Ug, Avt - tO? tO? /“L)

Nach obigem Theorem ist diese Abbildung ‘so gut, wie es g erlaubt’, fiir f € C! ist
g € C', also auch P =v(1;.) € C*.

Hohere Differenzierbarkeit: Im Theorem gilt die Aussage auch auf Stufe r, r >
1, denn die Aussage ist auf die Ableitungen wieder anwendbar. Also gilt auch im
Corollar die C"-Abhéngigkeit. O]

6.2 Verbesserte Regularitét

Fiir die lineare Gleichung d;u = Au haben wir in der linearen Theorie gesehen, dass
fiir Startwerte uy € X die Losung in jedem X* liegt, u(t) € X* fiir alle t > 0. Die
Losung verbessert also ihre 'rdumliche Regularitat.

Auch fiir die semilineare Gleichung haben wir in Lemma 5.7 gesehen, dass fiir
Anfangswerte ug € X gilt: u(t) € D(A) fiir alle ¢ > 0. Die rechte Seite f(t,u(t))
ist (unter unseren Annahmen an f) bestenfalls in X. Wir kénnen also eigentlich nur
Owu(t) € X erwarten.

Das nachfolgende Theorem ist daher erstaunlich: Es besagt, dass die Zeitablei-
tung von u besser ist, als wir es von der rechten Seite f : U — X erwarten kénnen.
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Satz 6.5. Sei A sektoriell auf X, f : U — X lokal Lipschitz auf einer offenen
Menge U C R x X* fir a € [0,1) und v € [0,1). Wir betrachten eine Lisung
w:[0,T] = X von

Ou+ Au = f(.,u(.)), u(0) = wuo.
fiir (0,ug) € U. Dann gilt firt € (0,T] die Abschitzung
[0wu(t)||, < Cto7
C' hingt nur von ug, f, a und T ab.

Beweis. Wir nutzen wieder die Darstellung von « als milde Losung. Da fiir den
Ausdruck e~4*u, die Aussage klar ist, betrachten wir nur das Integral

t
G(t) ::/ e A= g(s) ds,
0
und sind interessiert an der Funktion

9(s) == f(s,u(s)).

1.) g ist beschriankt als Abbildung nach X. Wir wihlen 5 € («, 1), und stellen
fest, dass G(t) beschriinkt in X7? ist, weil (¢ — s)~” integrierbar ist.

2.) Die Lipschitzstetigkeit von f impliziert wegen Beschranktheit von w(.) in X®
und Kompaktheit von [0, T

lg(t +h) =9I < [[f(t+h,ut + h)) = ft,u(t + h))]|
H S ult+h) = FEu@)]]
< Ch+ |lu(t+h) —u®)|la)-

3.) Verbesserte Abschétzungen fiir v und g. Wir schreiben fiir ¢ > 7 > 0
u(t + h) — u(t) = (e —id)e Ay(7)

t T+h
b [Nyl b~ glo)) st [ eIy ds
Dies setzen wir in die g-Abschéitzung aus 2.) ein,

lg(t +h) =g < C(h+ [lu(t + ) — u(t)[la)
< C(h+h(t = 7) 77 u(r) 5

b [ 6= 9 llgls )~ gl)] ds+ bt = 7))

Wir verwenden die Gronwall Ungleichung aus (5.7) mit M = 2a, A = A(«, C), also
M = (', Es gilt

lg(t + 1) — gl < Ch[1+ (t =)~ u(r) 5 + (¢ = 7) 7] .
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4.) Nach Theorem 5.2 (Darstellung der Zeitableitung) gilt

0,G(t) = 0, VOTJF/:}

=— /T Ae= =9 ¢(s) ds +/ Ae M) [g(t) — g(s)] ds

0 T
+ e_A(t_T)g(t>.
Mit dieser Darstellung kénnen wir die X7-Norm abschétzen,
lo.GO)lly < Clr(t =)+t =7) 7 Mlg@®)])
t
+ C/ (t —s) Pt [1 + (s — T)*1+B*°‘]\u(7')|]5 + (s — T)*a] ds.

Wir setzen 7 = t/2 und zerlegen die Integrale in Stiicke von 7 bis 3t/4 und von 3t/4
bis ¢. Es gilt ||u(t)]|s < Ct*~# (vom up-Anteil, der G-Anteil ist beschrinkt). Daher

[G@), < Ct.

Die Regularitiit von du(t) wird also durch den e~“4™0-Anteil limitiert auf die be-
hauptete Grofle. n

In Anwendungen wird dieses Theorem oft wie folgt benutzt. Die Lésung von
O+ Au = f(.,u) ist beschrénkt als Abbildung (0,7) — X“. Falls f Lipschitz ist,
so gilt nach unserem Theorem fiir t; € (0,7"), dass dyu(ty) € X°.

Wir nehmen nun an, dass f € C2. Dann kénnen wir die u-Gleichung durchdiffe-
renzieren, denn 9?u(t) existiert nach Corollar 6.4. Die Funktion v = d,u 16st

O+ Av =0, f(.,u(.) - v+ 0 f(.,ul.)),
’U(tl) = 8tu(t1) e X*

Falls zusétzlich die stationdre Gleichung Au— f(t,u) = g optimal regularisiert, dann
folgt aus Au — f(t,u) = —du(t) € X«, dass u(t) € X'



Kapitel 7

Anwendungen und Ausblick

7.1 Semilineare Gleichungen in Anwendungen

Wir behandeln in diesem Abschnitt zwei Anwendungen unserer Theorie. Das erste
Beispiel ist eine Illustration, wie die Voraussetzungen in konkreten Fillen iiberpriift
werden konnen. Das zweite Beispiel ist die Navier-Stokes Gleichung, also eine An-
wendung ‘aus dem Leben’.

7.1.1 Eine Reaktions-Diffusionsgleichung

Wir betrachten auf einem C'*°-Gebiet 2 C R™ die Evolutionsgleichung
O — Au = = u?, u(0) = up. (7.1)

Dabei sei A > 0 fest. Wir wihlen als Grundraum X = LP(Q), als Operator A =
—A W C X —» X, und f(,u(.)) = —Au®. Wir wihlen o« € (n/(2p),1) und
fordern daher p > n/2.

Wir beschrianken uns im Folgenden auf spezielle Werte, um die Aussagen trans-

parent zu halten.
n=3 p=2 =1

1) Lokale Existenz. Wir nehmen zunéchst an, dass uy € X*. Wir {iberpriifen
nun die Voraussetzungen an f. Dazu benutzen wir die Einbettung X< C L*°, auf
die wir im Anschluss an diesen Beweis zuriickkommen werden. Es gilt

1f @)llze = llv?llze = lullzs < Cllullke-

Also ist f in einer X*-Umgebung von uy beschriankt. Fiir die Lipschitz Stetigkeit
rechnen wir

I1f (w) = f(@)II72 < /(IU\?’ = [vf)*

C(llullzoelu = vz + lull Lo [0l Zec lle = 0l|72 + [[0llz0 1w = v][72)
Clllullzoe + 0l70)*lu = vl|Z2
C

(lullxa + V%) llu = vk

IA AN CIA
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Also ist f Lipschitz in einer X*-Umgebung. Theorem 5.8 impliziert: Es gibt eine
eindeutige lokale Losung u.

2) Globale Existenz. Der Beweis fiir globale Existenz beruht auf der Kenntnis
einer Energiefunktion (Ljapunovfunktion), also einer Grofe, die entlang Losungen
nur abnehmen kann. Wir berechnen fiir die Losung auf ihrem Existenzintervall

8,5/|u]6 :6/]u\4u-0tu:6/\u]4u-(Au—u3)
:—g/mﬁ—g/vuﬁmﬁvugo

Bei der partiellen Integration haben wir ausgenutzt, dass u(t) € D(A) = H? fiir alle
t > 0. Dieselbe Rechnung liefert auch d;|ul|7. < 0.
Insbesondere gilt also

lu@®lx <€, [[f(u®)]x <C.

u bleibt also in X beschriankt. Die Aussage fiir f kann wie in 5.11 benutzt werden,
um zu zeigen, dass u in endlicher Zeit nicht gegen oo € X laufen kann. Die Losung
ist also eine globale Losung.

Wir wollen noch mehr zeigen, némlich die Beschrinktheit in X7 fiir 3 € (0, 1).
Wir schreiben fiir § > 0

t+4
u(t 4 6) — e Mu(t) = —/ e A=)y ()3 ds.
¢

Wir schlieflen, dass ||u(t+6) —e *u(t)| xs beschrénkt ist. Damit ist dann aber auch
fiir jedes S <1lund t > §

u()]|xs < le™ult — 8)|xe + [lu(t) — e u(t — §)||xs < Cs.

Fiir das Zeitintervall (0, 1) liefert uns die Beschrénktheit von f eine a priori Schranke,
also ist die Losung global in X? beschrinkt. Theorem 5.9 liefert insbesondere die
globale Existenz.
3) Allgemeinere Anfanswerte (fiir (2 beschrinkt). Bisher haben wir ug €
X vorausgesetzt. Wir wollen nun allgemeine ug € L?(2) mit ¢ = 3p betrachten.
Wir wéhlen Approximationen der Startwerte,

uy — up in LI(Q), wuy € X%

Zu diesen geglitteten Startwerten gibt es globale Losungen u™ nach 1) und 2). Nach
der a priori Abschitzung ist fiir jedes m € N die Folge u™(1/m) € X? beschriinkt.
Nach Theorem 4.14 ist die Einbettung X” C X kompakt fiir 8 > «, da (1 —A)7!:
X — X kompakt ist. Also, fiir eine Teilfolge n — oo,

u"(1/m) = uy, in X fir n — oc.

Durch Wahl einer Diagonalfolge erreichen wir diese Konvergenz fiir alle m € N.
Wir definieren nun u(t) wie folgt. Fiir ein ¢ > 0 wéhlen wir m > 1/¢, betrachten
die Losung u(t) zu u(1/m) = u,,. Dies definiert u(t). Es gilt
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1. wist wohldefiniert, denn nach Theorem 6.1 gilt fiir alle ¢ > 1/m: Die Startwerte
u™(1/m) — u,, konvergieren und daher auch u™(t) — wu(t).

2. wu ist Losung: Nach Definition.

3. Anfangswerte: f ist beschriankt in L>°((0,1), X), unabhéngig von n. Wir rech-
nen

u(t) —up = nh_>nolo[u”(t) — g

t
= lim {e‘Atug+/ e A=) f(u™(s)) ds — ug| .

n—oo 0

Aus der Beschrinktheit von f(u") folgt fiir die Norm
|u(t) — uollx <0+ Ct+ ||(e —id)ul],
also u(t) — up in X fir t — 0.

4) Zusitzliche Regularitit. Nach Theorem 6.5 gilt fiir Zeitpunkte t > 0
zuséatzlich
aﬂt(t) S XV7

also die zeitliche Regularitit der Losung. Da f nicht von ¢t abhéngt kann man beliebig
oft nach ¢ differenzieren.

Schlielich betrachten wir die rdumliche Regularitdt. Wir behaupten, dass f :
X' — X! wieder Lipschitzstetig ist. Wir berechnen nur die Beschriinktheit:

IA(f (W) 2 < ClIAW?)]| 12
< C||3u*Aul|r2 + C||6u|Vul*|| 2
< 3C||ul|2 || Aullx + 6C||ul| || Vul%
< Cllull%:.

Nun lesen wir die Gleichung als stationdre Gleichung: Mit g(t) = O,u(t) € X7 (mit
Abschitzung) betrachten wir fiir jedes ¢

Au(t) + f(u(t)) = g(t).

Dies liefert ||u(t)|l gz < C(||lf(u(®)||z2 + [lg(t)]|12), also u(t) € H* mit Abschétzun-
gen. Dies kénnen wir wieder in f einsetzen und finden f(u(t)) € H?. Die Regularitit
von u(t) wird nur durch die Zeitableitung limitiert und wir haben u(t) € X' mit
Abschitzungen. Die Abbildung f : X' — X! ist auch Lipschitzstetig, denn die
Einbettung X'™ — X! ist stetig und linear. Dann kann man u auch als Losung im
Raum C°((tg, 00), X1*7) iiber dem Grundraum X' auffassen. Der Prozess 148t sich
noch iterieren. Wir finden, dass u eine klassische Losung ist,

u € C((0,00) x R").

Ergebnis: Fiir ug € L*(2), p > n/2, hat Gleichung (7.1) eine globale klassische
Losung.

Wir haben verwendet, dass X* C L*°. Dies ist noch zu zeigen.
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Satz 7.1. Fir Gebiete Q C R™ mit glattem Rand (Fortsetzungseigenschaft) und
einen sektoriellen Operator A auf X = LP(Q), p < oo mit D(A) = X' C W™P(Q)
stetig, gilt

X* c Whki(Q) (7.2)

mit stetiger Einbettung, falls o € [0,1], ¢ > p, und

n n
k—— <ma— —.
q b

Beweis. Der Beweis beruht auf einer Gagliardo-Nirenberg Interpolations-
Abschéatzung zwischen LP und W™P; wir werden sie allerdings hier nicht beweisen.
Sie lautet
9 (1-0)
ullwra < Cllulliyms l[ullg ™,

und gilt, falls & — ¢ < 0(m —2) + (1 = 0)(0— 7) = 6m — 2 und 0o > g = p (oft ist
auch Gleichheit erlaubt). Fiir u € D(A) finden wir also

1-6
[ullwra < Ol Aul%llull§?.

Wir wollen gerne auf der rechten Seite ||u||xo stehen haben, brauchen also quasi
eine inverse Interpolationsabschétzung.
Wir schreiben u als

u=A""A% = Cy /OO te tem A A%y dt,
0
und rechnen
lullwra < C / T Ae A A e A A dt
0
< c/oo p 100 Avy|| dt < C(6, )| A%,
0

falls & < a. Nach Voraussetzung an « ist ‘noch Platz’ zum kritischen Exponenten,
wir finden also € mit den gewiinschten Eigenschaften. n

7.1.2 Die Navier-Stokes Gleichung

Wir betrachten die Navier-Stokes Gleichung auf einem beschrénkten, glatt beran-
deten Gebiet 2 C R™. Sie bestimmen das Geschwindigkeitsfeld v(¢) : @ — R” und
den Druck p(t) : © — R und lauten

o —vAv+ (v-V)v+Vp =0,
div v =0,

und werden ergidnzt mit der Randbedingung v = 0 auf 02 und den Startwerten
v(0) = vy € L*(Q,R").
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Zunéchst scheint diese Gleichung nicht in unsere Theorie zu passen: Es kommt
keine Zeitableitung des Druckes vor. Wir werden sehen, dass wir durch eine geeigne-
te Wahl des Funktionenraumes den Druck ‘wegprojizieren’ kénnen. Divergenzfreie
Funktionen mit verschwindender Normalgeschwindigkeit am Rand sind

Hy = {u € CH(Q,R)|u-n|pgg = 0,div u = 0}.

Wir betrachten den Abschluss H, von H, beziiglich der L?(Q)-Norm. Unser Ge-
schwindigkeitsfeld v suchen wir im Raum v(t) € H,.
Von welchem Typ ist der Ausdruck Vp? Wir setzen

H, = {Vplp € C'(Q,R)},

und betrachten wieder den Abschluss H, von H, beziiglich der L?(2)-Norm.
Damit sind H, und H, lineare Unterrdume von L*(), R?). Wir behaupten, dass
sie orthogonal zueinander sind: Tatséchlich gilt fiir Funktionen v € H, und Vp € H,

<u,Vp>:/u-Vp:—/div up—i—/ u-np=0.
Q Q o9

Beliebige Funktionen v € H, und Vp € H, kénnen in L? approximiert werden, das
Skalarprodukt verschwindet fiir alle Approximationen, also auch im Limes.

Wir behaupten nun weiterhin, dass die beiden Unterrdume nicht nur orthogonal
sind, sondern auch den ganzen Raum L? aufspannen, also

L*(Q,R") = H, ® H,. (7.3)

Um dies zu zeigen, miissen wir ein beliebiges Element u € L*(Q,R"™) zerlegen.
Zunichst sei v € C§°(2, R™). Unser Ziel ist, u zu schreiben als u = v 4+ Vp.
Wie finden wir v und p? Wir berechnen die Divergenz und die Randwerte als

div u=div v+div Vp =0+ Ap,
0=u-nlgg =v-nlag + (Vp) - nlag = Onploa-

Die linken Seiten sind bekannt. Wir lesen obiges als Gleichung fiir p. Nach dieser
formalen Rechnung (die von einer bekannten Zerlegung ausging) definieren wir p als
Losung obiger Gleichung, wir haben damit ein p € C'(Q) und ein v := u — Vp €
C*(Q,R"™). Da dieses v divergenzfrei ist und die Randbedingung erfiillt, haben wir
tatséchlich u zerlegt und (7.3) bewiesen.

Allgemeine Funktionen u € L?*(2,R") approximieren wir in L? mit Cg°-
Funktionen wuj,. Mit wu; konvergieren auch die Zerlegungen in L? wegen der
Abschétzung

IVpllz2 < Cllull

fiir Losungen der Poisson-Gleichung.

Mit der Zerlegung in orthogonale abgeschlossene Unterrdume gibt es insbeson-
dere eine Projektion P auf H,. Fiir glatte Losungen der Navier-Stokes Gleichungen
kénnen wir die Projektion P auf die erste Gleichung anwenden und finden

0= PO —vAv+ (v-V)v+ Vp) = 0w —vPAv+ Pl(v- V)]
=: 0w + Av — f(v),
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im Grundraum v(t) € X = H, und mit der zusétzlichen Randbedingung v = 0
auf 02. Wir nehmen diese Randbedingung in den Definitionsbereich von D(A) von
A = —vPA auf. Um A zu definieren, miissen wir noch D(A) spezifizieren.

Definition von A. Wir definieren zunichst A,
A= —vPA, D(A)=H,NC3Q).

Wir wollen A als eine Fortsetzung von A zu einem abgeschlossenen Operator A auf
H, definieren. Wir definieren, dass v € X in D(A) ist, falls es eine Folge vy und ein
f gibt mit

D(A)ka—m)inX, Avy =: fi — fin X.
Wir definieren Av := f. Dieses A ist dann abgeschlossen. Es bleibt zu zeigen: v = 0
impliziert f = 0 (fiir die Wohldefiniertheit). Dazu testen wir Av, = f; mit ¢ € D(A)
und erhalten

(fio) ([, ) = <Avk>90>
= (—vAuwvg, p) = (vg, —vAp) — 0.

Da D(A) dicht ist in X, folgt f = 0. Wir haben damit A definiert.
Abschétzungen. Der Operator gl entspricht der stationédren und linearisierten
Gleichung: Av = f € H, fiir v € D(A) ist dquivalent zu
—vAv+Vp=f,
div v = 0.

Es ist bekannt (siehe z.B. Galdi [6]), dass fiir solche Losungen v eine Abschitzung
[ol[m> < CI| f]|z2

gilt. Idee: Testen mit v liefert eine H'-Abschiitzung. Man nimmt die Gleichung fiir
diskrete Differenzenquotienten und testet wieder mit den Losungen, um die H2-
Abschétzung zu bekommen.

Die a priori Abschitzung (7.1.2) liefert: Cauchy-Folgen f; — f liefern H?*-
Cauchy-Folgen vy — v. Insbesondere gilt (7.1.2) fir alle Av = f, v € D(A). Damit
folgt auch

D(A)=X'C H*(Q)NH, N H,
mit stetiger Einbettung: ||[v||gz2 < Cl|Av|x < C||lv]|x1-

Der Operator A ist selbstadjungiert und dissipativ. Nach Satz 4.9 ist daher A
sektoriell.

Lokale Losungen. Wir suchen nun Losungen von
o+ Av = f(v), v(0)= Py

in X = H,. Wir beschrinken uns fiir die Bruchrechnungen auf n = 3. Die a priori
Abschitzung liefert X' = D(A) € H*(Q)N H, N H}. Der Einbettungssatz 7.1 liefert
dann fiir « > 3/4 und ¢ < 3

X WhH(Q,R"),

X C L*(Q,R"),
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mit stetigen Einbettungen.
Wir miissen nun die Nichtlinearitat untersuchen. Fiir die Beschranktheit rechnen
wir fiir a > 3/4

1 ()lzze = [[P[(v- V)vllz2 < [(v- V)| 22
< lvllz ol < Cllollxe.

Die Lipschitzstetigkeit kann ebenso berechnet werden (oder man verwendet, dass f
als Polynom sogar differenzierbar ist). Unser Existenzresultat Satz 5.8 ist anwend-
bar und liefert die Existenz einer lokalen Losung. Nach Satz 6.3 hiangt die Losung
differenzierbar (sogar analytisch) von vy, von ¢, und von v ab.

Wir wollen nun iiberpriifen, ob wir die Ausgangsgleichung gelost haben. Es gilt
dw(t) € Hyund v(t) € D(A) C H?fiiralle t € (0,T), und daher Av(t) = —PvAuv(t).

Insbesondere

0= 0w(t) — PrAuv(t) + P[(v- V)]
= P{0w(t) — vAvu(t) + (v(t) - V)v(t)}.

Die Projektion der Klammer verschwindet, also 148t sich die Klammer schreiben als
ein —Vp(t). Damit ist die Ausgangsgleichung gelost.

Wir kénnen auch Satz 6.5 anwenden und sehen, dass die Losung eine klassische
Losung ist. Das Theorem {iber das Verhalten fiir grofle Zeiten 5.9 impliziert, dass
zum Zeitpunkt 7', an dem unsere (klassische) Losung aufhort zu existieren, gilt

”U(tk)HX“ — oo fiir tr, — T.

Die Schwierigkeit des Milleniumproblems liegt darin, dass man fiir die Gréfle links
keine a priori Schranke hat. Dann wiifiten wir ndmlich sofort, dass die Losung global
existieren muss.

7.2 Die Umgebung einer stationidren Losung

Immer sei A sektoriell auf dem Banachraum X und f : X* — X sei der Einfach-
heit halber auf dem ganzen Unterraum definiert, C', und unabhéngig von ¢ (die
Gleichung ist autonom). Wir untersuchen stationéire Punkte, also ug € D(A) mit

AUO = f('LL())

Die Losung u der zeitabhéngigen Gleichung mit Anfangswert u(tg) = uo ist identisch
mit ug, also u(t) = ug fir alle ¢ > .

Im Folgenden nehmen wir an, dass ug = 0; weiterhin modifizieren wir A zu
A=A —0,f(up) () und entsprechend f. Nach Weglassen der Tilde haben wir die
Situation

O+ Au= f(u), f(0)=0,0,f(0) =0,

7.4
A sektoriell, f € C'(X* X). (7.4)

Dies ist die einfachste Situation fiir Untersuchungen der lokalen Dynamik.
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Proposition 7.2 (Linearisierte Stabilitit). Die Situation sei wie in (7.4), zusdtzlich
gelte fiir ein 6 >0
Reo(A) > 6.

Dann ist der Punkt O gleichmdf$ig asymptotisch stabil, das heif§t: Es gibt ein p, M >
0, so dass fiir jedes ug € B,/ (0) C X gilt: die zugehorige Losung u existiert auf
(0,00) und erfillt

[u®)lla < Me™*[[u]la-

Beweis. Das Spektrum ist abgeschlossen und in einem Sektor, daher finden wir
mit 6 < f < Reo(A). Wir verwenden die Abschétzungen

lem*2lla < Ce™|zlla,  lle™2lla < Ct77|2].

Wir wahlen nun ¢ > 0 so klein, dass

oo 1
a-C/t““dt<
0 2

und p > 0 so klein, dass

IFEI < allzlla Vizla < p.

Wir setzen nun M = 2C und betrachten die Losung u mit Startwerten wuy.
Solange w existiert mit u(t) € B,(0) C X* gilt

la®) o = || e~ 0 + / e~ f(u(s)) ds

[e%

t
< Ce ™ |luglla +/ C(t = )" ) allu(s)||a ds
0
M t
< 767&% o /0 Ct —s) e P pds < p.

Die Losung R > t — wu(t) € X ist stetig nach Satz 5.5, insbesondere ist
t — |Ju(t)||x« stetig. Daher kann nach obiger Rechnung ||u(t)||x« den Wert p nie
erreichen. Die Losung kann wegen der Beschranktheit in X auch nicht authoren,
zu existieren (Satz 5.9).

Fiir den exponentiellen Abfall rechnen wir nun

lu(®)|ae® < Ce™lugllac”

t
+/ Ot — 5) e P9 dlge=05¢%% |y (s)]|, ds
0

< Clluolla
—I—O/ C(t —aem B0 gup €% u(s)||o ds
s'€[0,t]
<5 HUOHa 5 sup e u(s)]o.

286[ 0,t]
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Indem wir das Supremum iiber alle ¢ € [0, 7] nehmen, finden wir

sup [ u(s")[la < M][ug|a;
s'€[0,t]

also die Behauptung. O

Obige Proposition wird als linearisierte Stabilitit zitiert; die linearisierte Glei-
chung hat einen exponentiellen Abfall auf dem ganzen Raum, und dies iibertragt
sich auf die nichtlineare Gleichung.

Aus dem Beweis sehen wir sofort, dass wir die Bedingung f € C* nicht verwendet
haben, sondern nur die schwéchere Bedingung

1f(2)llx = o(llz[la)

fir ||z||o — O.

Eine weitere mogliche Verallgemeinerung betrifft zeitabhingige f mit f(¢,ug) =
0. Unter der Annahme || f(t, z)||x = o(]|z]|a), gleichm&Big in ¢, mit f Holderstetig in
t und lokal Lipschitz in u, gilt obiger Satz (mit identischem Beweis).

Proposition 7.3 (Instabilitit). Die Situation sei wie in (7.4), zusdtzlich sei
og(A)N{N:ReA <0} #0

eine Spektralmenge, also mit positivem Abstand zum Rest des Spektrums. Dann ist
der Punkt O instabil, das heifst: Es gibt ¢g > 0 und u, — 0 in X mit

sup [|u(t)||a = €o.
te(0,00)

Wir werden dieses Resultat nicht isoliert beweisen; fiir etwas starkere Annahmen
an f ist die Instabilitédt eine Folgerung aus dem nachfolgenden Resultat iiber stabile
und instabile Mannigfaltigkeiten.

Satz 7.4. Die Situation sei wie in (7.4), zusdtzlich sei
a(A)N{X:ReA =0} #0.

Insbesondere haben dann o, := o(A)N{A: ReX < 0} und o5 = o(A) \ o, eine
zugehorige Zerlequng X = X, & X mit Projektionen P, und Py (siche Abschnitt

4.2).
Dann gibt es p, M > 0, so dass

1. Die stabile Mannigfaltigkeit
M, = {uo || Psug | < %, |u(t; uo)||o < pVE > 0}
ist der Graph einer differenzierbaren Abbildung
S, X;N XD Bym — Xy NX“

M ist tangential an Xy im Ursprung und fir ug € My gilt ||u(t; u)||lo — O fir
t — 00.
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2. Die instabile Mannigfaltigkeit
M, = {uo || Putto|a < %,EI Losung u : (—00,0) — X,
w(0) = o, ult; ug)||a < p Wt < o}
st der Graph einer differenzierbaren Abbildung
o, : X, NX*D B, — X, NX

M, ist tangential an X, im Ursprung und fir ug € M, gilt ||u(t;ug)||a — O
fiirt - —oo.

Beweis. Wir verwenden die Operatoren A; : D(A)NX; — X, i = u, s. Der Operator
A, ist beschrankt mit 'negativem Spektrum’, der Operator A, ist sektoriell mit
‘positivem Spektrum’.

Wir withlen o > 0 so, dass fir A = A + « gilt: Reo(A) > 0. Der Operator A
wird in der Definition von X“ verwendet und die Halbgruppen erfiillen

[A%e™ 2| < Ce™, le= ) < Ce™ vt <0,
|A% At P AT < Ce, | A=At < CtePt vt > 0.

1. Darstellungsformel. Sei ug € Mg und u(t) = u,(t) + us(t) € X, & X, die
zugehorige Losung. Wir suchen eine Darstellung der Losung mit Integralen.
Die Variation-der-Konstanten-Formel liefert

t
u, (t) = e U0 P ou(ty) + / e =P, f(u(s)) ds,

to

so dass t
0 ¢ ey, (1) = Pyulte) + / et TP, f(u(s)) ds
to
fiir t — oo, also
= [
to

Damit haben wir u, () als Integral dargestellt (als Riickwarts-Losung auf dem Inter-
vall (0, 00) mit Startwerten u,(co) = 0). Der stabile Anteil kann als Vorwértsintegral
dargestellt werden und wir setzen fiir t > 0 zusammen zu

u(t) = e U, + /Ot e AU P fu(s)) ds 5
7.5

_ / e P, f(u(s)) ds,

mit Uy = P,uyg.
2. Losungen von (7.5). Wir wollen fiir beliebiges (kleines) Us € X, N X* die
Integralgleichung fir v : (0,00) — X* lsen. Falls dies gelingt, haben wir eine
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Abbildung Us — u(0). An der Integraldarstellung sehen wir, dass Psu(0) = Us. Die
Konstruktion wird so sein, dass u(0) € M. Wir kénnen dann setzen

o, (Us) = P,u(0),

und wissen, dass M, Graph von ®; ist.
Wir betrachten also fiir festes U, die rechte Seite von (7.5) als L(u),

L C°([0,00), X*) D B,(0) — C°([0, 0), X*).
Wir wahlen p > 0 so klein, dass
10uf (W)l eixex) <o, Vu, Jlulla < p,

oo o 1
s-cliel [Tyer s nl [Temag <
0 0

Wir behaupten, dass fiir |Us||, < p/(2C) die Abbildung L eine kontraktive Selbst-
abbildung ist. Wir berechnen die Norm zu

t
e Ay, +/ e~ A= P f(u(s)) ds
0

|.L(w) [l co(0,00),x) = sup

«

/00 eGP, f(u(s)) ds

—l—sup’
t

«

< O)\Uslla +/ Ce P57 Py||op ds
0
+ sup/ Ce PE=Y|P,llop ds < p.
t Ji

Die Differenz L(u') — L(u?) kann mit derselben Rechnung abgeschéitzt werden; statt
p oben taucht dann jeweils sup, ||u'(s) — u%(s)]|. auf.

3. Figenschaften. Wie in Satz 6.3 ist die Abbildung L sogar stetig differenzierbar.
Der Fixpunkt héngt dann auch differenzierbar von Uy ab und es gilt

0P,(Us)
oU,

(Vo) = — / AP, Flu(s)) - v ds,

wobei v(t) = 88“15? (V) die ebenso durchdifferenzierte Integralgleichung 16st. Wegen

0 f(0) = 0 verschwindet obiger Ausdruck in Uy = 0 (mit zugehoriger Losung u(.) =
0). Dies zeigt die Tangentialitét.

Verhalten fiir ¢ — oco. Wie oben kann fiir eine eventuell kleinere Kugel und fiir
kleines § > 0 gezeigt werden, dass L auch eine Selbstabbildung ist auf

{ue o0, x) s leutol, < o}

Daraus folgt der exponentielle Abfall aller Losungen in M.
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4. Die instabile Mannigfaltigkeit. Der Beweis ist analog zur stabilen Mannigfal-
tigkeit. Analog zu (7.5) benutzt man fir ¢t < 0 die Darstellung

u(t) = e*'U, — / A=) P fu(s)) ds
! (7.6)

b [Pt as

mit U, = P,ug. Man folgt dann Schritt 2 und 3 wie fiir die stabile Mannigfaltigkeit.
n

7.3 Quasilineare Gleichungen

Bisher haben wir lediglich semilineare Gleichungen betrachtet. Was tun, wenn wir
die Gleichung
Ou+ Au= f(,u), u(0)=uo,

fir f: X! — X 16sen wollen. Dabei sei f Lipschitzstetig. Wir nehmen hier an, dass
A die Linearisierung der Gleichung in ug ist. Dann kénnen wir die Kleinheit von f
annehmen. Es ist naheliegend, wieder mit einer Iteration zu losen,

ur—g(.) = f(,u(.)) — u".

Da wir im ersten Schritt (in jedem Zeitpunkt) von X' nach X abbilden, miissen
wir im zweiten Schritt die maximale Regularitit gewinnen. Dies ist das Ziel im
nachfolgenden Theorem, das wir von Da Prato [3] ibernchmen.

Wieder sei A : D(A) C X — X ein dicht definierter, sektorieller Operator. Fiir
die Halbgruppe haben wir die Abschitzungen

le™ ey < Cr,  [[tAe™ |l ox) < Co.
Fir f € C*([0,T], X) existiert eine Losung u von
atu + Au = f(), u(()) = Uy,

nach Satz 5.2, und u erfiillt

t
u(t) = e g +/ e A=) £(5) ds.
0

Wir benétigen Abschéiitzungen fiir die Ableitung; dazu benutzen wir die Darstellung
aus Satz 5.2,

@mwz—e“m%—fwyiﬂAeMtWﬂw—f@>@.

In dieser Darstellung ist fiir f € C'“ das Integral wohldefiniert, weil der Integrand
durch C'(t — s)*~! abgeschitzt werden kann.
Unser Ziel ist es nun eine C'“~Abschétzung fiir die Ableitung.
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Lemma 7.5. Fir f € C*([0,T], X) erfillt der Ausdruck

oft) = Mo — FO]+ [ AAI(1(0) — ) ds

0

eine Abschdtzung
[vllcaqomx) < C{lfleaqom x) + lle™* [Auo — f(O)]lloaqor.x) } - (7.7)
Beweis. Wir zerlegen das Integral in drei Anteile,
v(t) = ha(t) + ha(t) + hs(?)
mit

hi(t) = e [ Auy — £(0)],
ha(t) = e[ f(0) — f(1)],

(o) = | A1) - £(s)) ds,

Der Ausdruck hy ist auf der rechten Seite von (7.7) explizit enthalten. Fiir hy stellen
wir fest, dass hy(.) € C° beschriinkt ist, und wir rechnen mit g(t) = f(0) — f(¢) und
0<r<t<T
ha(t) = ha(r) = e 4(g(t) — g(r)) + e Mg(r) — e g(r)
t
= (g(t) ~ 9(r) + [ Aeog(r) do

also
t
[ha(t) = ha(r)llx < Cift —7[* [lgllce + Cz/ o g(r) — g(0)| do

t
< Cult = r|* [lgllon + Callgllon / o do

< Ol fllgalt =l

die gewiinschte Abschétzung fiir die Holder-Norm.
SchlieBlich schreiben hs(t) — hs(r) = J; + Jo + J3 mit

I = / Ae=AI(f(t) — f(s)) ds,
Jy = OT / T ReA(f(r) — f(s)) do ds,
Jy = (€4 — e=ACD) (F(1) — f(r)).
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Wie oben kann ||J;]| durch ||f||ce |t — r|* abgeschitzt werden. In trivialer Weise
auch J3 wegen der Beschréanktheit der Halbgruppe. Fiir J; schreiben wir

r t—s
I allx < / / 1A | A 17 () — £(s)]lx do ds

r t—s
< A4C3| fllee / / o 2|r — s|%do ds
0 r—s

1 1
= 4C3 o - —s|*d
L e L

<4CHfllon [ It sp* e~ sl s
0

:4022||f||c’a / |r — ¢ zo‘_l|t—r+z|_1dz
0

r/(t=r)
_ 4022Hf”C& / ‘7“ o t|1+1+(o¢—1)—1 ya—1|1 + y|_1dy
0
< C|fllea [r—t[7,

wobei wir z = r — s und y = z/(t — r) substituiert haben. Damit ist das Lemma
bewiesen. n

Das Lemma liefert die maximale C'* Regularitét fiir die Zeitableitung, falls die
anfiangliche Zeitableitung —Aug + f(0) dies zulafit.

Die 'rdumliche Regularitét’ Au(.) € C*([0,T], X) folgt dann aus der Darstellung
Au = —0,u + f. Wir fassen diese Ergebnisse zusammen:

Satz 7.6. Sei A sektoriell auf X, ug € X, und f € C*([0,T], X) mit
e Aug — f(0)] € C*([0,T], X).
Dann erfiillt die Losung u der Gleichung
Ou+ Au=f, u(0) = uy,
die maximale Regularititsabschdtzung

[0cu()[lcagom.x) + | Au() [l ca o))
< C{lle*[Aug — f(O)]llcaqoryx) + I1fllco o) } -

Bemerkung 7.7. Die Forderung an die Startwerte kann in der Sprache von Ba-
nachraumen ausgedriickt werden; man fordert Aug — f(0) € Da(a, 00).

Es kann gezeigt werden, dass zu jedem spiteren Zeitpunkt t die wieder gilt Au(t)—
f(t) € Da(a,00) (mit Normabschdtzung). Insbesondere kann die Losung fortgesetzt
werden.

(7.8)

Beispiel 7.8. Wir betrachten auf einem glatten, beschrinkten Gebiet 2 C R”

Ouu(t,x) + > aii(ult, »))0idju(t, z) = 0

ij
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mit Dirichlet Randbedingungen und u(0) = uy. Die Koeffizienten a;; seien glatt und
strikt elliptisch. Fiir glatte Daten ug mit kleiner Norm g¢ibt es dann eine eindeutige
lokale Lésung der Gleichung.

Beweisskizze: Wir schreiben die Gleichung als
Owu + Au = f(u)
mit
A = — Z Clij (O)alaj,
(]
Flu) = (aij(u) — a;5(0))d,0;u.
(]

Wir betrachten A als Operator X! = C%#(Q) — C?(Q) = X. Wir studieren die
Iteration

L:C0,T], XY 3 u(.) = f(u()) — u™" € C*([0,T], X1), (7.9)

wobei u™" die Losung der inhomogenen Gleichung mit rechter Seite f(t) ist.

Die maximale Regularitat des Losungsoperators liefert, dass L wohldefiniert ist.
Fiir T klein ist die durch f induzierte Abbildung F,

F:C*([0,T], X") > Br(0) — c*([0,T], X)

beschrénkt durch eine kleine Konstante, denn u ist punktweise nah an ug und zweite
Ableitungen sind beschrénkt. Also ist L eine Selbstabbildung in die Kugel. Weiterhin
ist L kontraktiv, denn F' ist sogar kontraktiv (mit einer kleinen Konstanten fir T
und R klein). Der Fixpunkt von L ist eine Losung.

Bemerkung 7.9. Die Theorie liefert den ’richtigen’ Raum fiir Startwerte, Aug —
f(0) € Da(a,00). Der Nachteil der Theorie ist, dass der Raum D 4(a,00) meist
nicht explizit charakterisiert werden kann.

Im Fall der Wirmeleitungsgleichung mat Dirichlet Randbedingung konnte der
Raum durch Lunardi charakterisiert werdem. Fir o # % ist es

Da(a,00) = {u € C**(Q) : u|gq = 0}.
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