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Dabei sind die wesentlichen Vorlagen die zwei Erstgenannten. Rudin entwickelt die Maf3-
theorie und war meine Hauptvorlage fiir Teil I. Evans und Gariepy benutzen die Maf-
theorie als ein Werkzeug fiir das Studium von Funktionen und war Vorlage fiir Teil II.
Das dritte Buch ist eine wichtige Referenz fiir andere und oft kiirzere Beweise. Das vier-
te Lehrbuch kann fiir einen unproblematischen Einstieg in die Sprache der Mafitheorie
verwendet werden.

Wichtigste Ergebnisse

Wir beweisen in dieser Vorlesung einige wichtige Satze, die immer wieder in Anwendungen
und in der Entwicklung weiterer Theorie gebraucht werden.

Der Begriftf des Mafles, des Borel- und des Radon-Mafles in Kapitel 1 und 3

Das (Lebesgue-)Integral in Kapitel 2

Der Satz von Radon-Nikodym in Abschnitt 4.1

Die Charakterisierung (LP)" = L9, Satz 4.12 in Abschnitt 4.2

Der Darstellungssatz von Riesz, also M = (Cy)’, Satz 4.13, Abschnitt 4.2

Die wichtigsten Anwendungen sind neue Begriffe, die fiir die Analyse von Funktionen
zentral sind. Dazu zdhlen

e Schwache Konvergenz in Kapitel 5
e Young-Mafe in 6.2

e Lebesgue-Punkte in Satz 7.8 in 7.1



e Rademachers Theorem, Satz 7.14 in 7.2
e Das Hausdorff-Maf$ in Kapitel 8

e BV-Funktionen in Kapitel 9

Voraussetzungen

Wir setzen Analysis [-IIT voraus, insbeondere eine gewisse Vertrautheit mit LP-Raum-
en und dem Lebesgue-Integral. Alle oben erwéhnten Sdtze werden in dieser Vorlesung
vollsténdig bewiesen. Die einzigen hier nicht bewiesenen Grundlagen sind aus der Funk-
tionalanalysis

e Der Satz von Hahn-Banach, zitiert in Satz 5.1
e Der Hilbertraum-Darstellungssatz von Riesz, zitiert in Satz 4.4
e Sobolev-Einbettungen und Morrey-Abschétzung

Weiterhin beweisen wir hier nicht (obwohl wir diese Ergebnisse im Kapitel iiber Hausdorft-
Mafle verwenden)

e [ubini

e Vitali-Uberdeckungssatz

Dieser Text ist urspriinglich entstanden als das Skript zu einer Vorlesung an der TU
Dortmund im Sommersemester 2008. Ich danke allen Studenten der Vorlesung fiir die
Mitarbeit und Kommentare zum Skript. Mein besonderer Dank gilt Herrn Manuel Jara-
cewski. Er hat dankenswerterweise eine Mitschrift der Vorlesung in Latex gesetzt und als
Vorlage fiir dieses Skript zur Verfiigung gestellt. Viele Fehler in der ersten Version wurden
von Herrn Sven Badke gefunden.



Teil 1.

Allgemeine MaBtheorie



1. MalBraume

1.1. Definitionen und Beispiele

Notation: Sei X eine Menge. Wir definieren das Komplement einer Menge M C X als
M := X\M = {z € X|z ¢ M} und die Potenzmenge von X als P(X) := {M | M C X}.

Definition 1.1 (o0-Algebra). Sei X eine Menge. Fin System A C P(X) von Teilmengen
von X heifst o-Algebra tiber X, falls

(S1) D€ Aund X € A
(S2) Me A= Mtc A
(S3) My, € A fiir alle k € N = |, o My € A.

Definition 1.2 (MaBle und Mafirdume). Fin Mafiraum ist ein Tripel (X, A, p), wobei A
eine o-Algebra iber X ist und pu ein Maf. Dabei ist ein Maf eine Abbildung p : A — [0, 00]
mit der Additivitdts-Eigenschaft

(M1) Falls My € A fiir alle k € N mit My, N\ M, =0 fiir alle k # ¢, so gilt
Y (U Mk) = ZM(Mk)-
keN k=0

In einem Mafraum (X, A, ) heiffen die Mengen M € A die mefbaren Mengen. Wir
nehmen dabei immer an, dass ein M € A existiert mit u(M) < co.

Definition 1.3 (Borel-o-Algebra). Sei X eine Menge mit einer Topologie. Die Borel-o-
Algebra B(X) ist definiert als die kleinste o-Algebra, die die offenen Teilmengen von X
enthdlt. Ein Maf p zu einem Mafraum (X, A, ) ist ein Borel-Maf, falls A D B(X).

Fiir ein Borel-Maf sind alle Borel-Mengen messbar, insbesondere sind alle offenen Men-
gen messbare Mengen.

Beispiele

Beispiele fiir o-Algebren

Sei X eine beliebige Menge.
o A={, X} ist eine o-Algebra.
e P(X) ist o-Algebra.



e Sei X C R™ Lebesgue-messbar. Dann ist £(X) = {M C X | M Lebesgue messbar}
eine o-Algebra.

e Sei xg, 1 € X und

A={M C X | entweder zo, 21 € M oder zg,z; € M°}.

Das letzte Beispiel hat eine wichtige Interpretation in stochastischen Anwendungen:
Eine o-Algebra kodiert Information; die o-Algebra des Beispiels kann zwischen zy und
nicht unterscheiden.

Bemerkung 1.4. Sei X eine Menge, N C P(X). Dann gibt es eine o-Algebra A mit
N C A, so dass fiir alle o-Algebren D mit N C D gilt: A C D. Kurz: “A ist die kleinste
o-Algebra, die N enthilt”.

Bemerkung 1.4 beweist, dass in jedem topologischen Raum X eine eindeutige Borel-o-
Algebra B(X) wie in Definition 1.3 existiert.

Beweis. Bilde A := (), D, den Schnitt tiber alle o-Algebren D mit N' C D. Die Menge
A existiert, weil D = P(X) eine erlaubte o-Algebra ist. Es ist zu zeigen, dass A eine
o-Algebra ist.

1. 0, X e Dfiiralle D = 0, X € A.

2. MEA=MeDVD=M eDVD= M€ A

3. My € AVk € N. Sei D beliebig. M}, € D Vk € N = |J, .y Mi € D. Da D beliebig
war, ist | J, oy M € A.

Damit ist gezeigt, dass A = ("), D tatséchlich eine o-Algebra ist. O]

Beispiele fiir MaBraume

e Lebesgue-Mafl. Sei X C R" Lebesgue-messbar und p := L™ das Lebesgue-Maf.
Dann ist (X, £(X), 1) ein MaBraum.

e Gewichtetes Lebesgue-Mafl. Sei X C R" wie oben, dazu f : X — [0,00) eine
Funktion der Klasse L'(X). Dann ist (X, £(X), ) mit u(M) := [,, f ein MaBraum.

e Dirac-Mafl. Sei X eine Menge, 2o € X und A = P(X). Dann definiert man das
Dirac-MaB in z¢ durch p: A — [0, o0],

1 fallsxge M
p(M) = "
0 falls xg & M.

Notation: Wir schreiben 9,, fiir das Dirac-Maf in z.



Ein stochastisches Beispiel

In diesem Abschnitt schreiben wir P(...) als Abkiirzung fiiv Wahrscheinlichkeit fir ...
MafBe sind der zentrale Begriff der Wahrscheinlichkeitstheorie. Unser néchstes Beispiel
soll zeigen, warum. Wir nehmen dabei an, dass wir einen idealen Zufallszahlengenerator
haben, der alle reellen Zahlen zwischen 0 und 1 mit derselben Wahrscheinlichkeit erzeugt.
Eine Zufallszahl X wird wie folgt ermittelt. Zunéchst werfen wir eine Miinze. Falls diese
Kopf zeigt, so setzen wir X := 0.2. Falls die Miinze dagegen Zahl zeigt, so wahlen wir mit
unserem Zufallszahlengenerator die Zahl X € [0, 1] zufillig.
Frage: Wie beschreiben wir die Verteilung von X7
Klar ist: Die Wahrscheinlichkeit, dass X = 0.2, ist genau %,

P(X =0.2) = -.

Aber leider ist fiir jede andere Zahl xy € [0, 1], o # 0.2, die Wahrscheinlichkeit, dass wir
genau diese Zahl finden, Null,

Diese Aussagen sagen also nicht viel dariiber, wie wahrscheinlich welches Ergebnis fiir X
ist.

Die Losung ist, mit Mengen zu arbeiten. Fiir ein beliebiges Intervall A = [a,b] C [0, 1]
setzen wir

1b—a falls 0.2 &€ A,
u(a) = £330
;+5(b—a) falls02ec A

Diese auf Intervallen definierte Funktion beschreibt die Verteilung der Werte von X.
Leider hat die obige Beschreibung einige technische Nachteile. Zum Beispiel wiirden wir
gerne fiir zwei disjunkte Intervalle A;, As C [0, 1] rechnen

P(X e AiUA) =P(X € A)+P(X € Ay),
also, mit unserem ,,Maf3*:
(A1 U Az) = pu(Ar) + p(Az).

Dies ist aber leider nicht moglich, denn A; U A, ist kein Intervall mehr, und g ist auf
dieser Vereinigung zweier Intervalle nicht definiert. Um solche Rechnungen durchfiihren
zu konnen, wollen wir y auf einer o-Algebra von Mengen definieren.

Die richtige Beschreibung ist der folgende Mafiraum, der das eindimensionale Lebesgue-
Maf £' und das Dirac-Ma$ §; 5 verwendet.

X :=10,1]
A= B(X)
(4) = SLHA) falls 0.2 ¢ A,
MU\ 4 01(4) fals02€ A
1 1

10



Hier hiitten wir ebensogut die o-Algebra der L!-Lebesgue-mefbaren Mengen wihlen
konnen. Mit der Funktion f:[0,1] = R, f = % kénnen wir auch schreiben

f falls 0.2 ¢ A,
uld) = {{A+f f falls0.2€ A
—y 2€ A

Damit kann f als eine Dichte der Verteilung von X interpretiert werden.

Kommentar: In diesem Beispiel héitte man auch die Verteilungsfunktion F'(z) := P(X <
x) verwenden konnen, also F'(x) = p([0, z]). Diese Moglichkeit wird allerdings in héherer
Raumdimension komplizierter, man muss dann fiir € R" die Funktion F(z) = P(X} <
xVk < n) verwenden. Letzlich fiithrt das wieder auf die Mengenbewertung zuriick, bei der
man das MaB fiir Rechtecke der Form (—oo, 1) X ... X (=00, z,) angibt.

Geometrische Beispiele fiir MaBe (ein Ausblick)

e Punkte = = (z1,...,2,) in X = R". Ein Punkt z € X ist durch die Angabe seiner
Koordinaten spezifiziert. Eine Alternative ist die Beschreibung eines Punktes z € X
durch sein Dirac-Ma8 ¢,.

Ein Vorteil dieser Beschreibung in Anwendungen ist: N Punkte im Raum, gegeben
durch 2!, ..., 2", sind durch das (eine!) Maf} pV = Z],::l 0.+ beschrieben. Die ge-
wichteten Mafie -4V beschreiben die Dichte der Punktwolke (es gilt +x" (X) = 1).
Oft kann ein Grenziibergang N — oo fiir diese Mafle durchgefiihrt werden, % N — v
im geeigneten Sinne fiir ein Grenzmaf v auf R".

e Betrachte die Gerade I' := {(z;,72) € R? | ; = x3}. Diese Gerade wollen wir
nun ebenfalls als Mafl beschreiben. Dazu sei R = (a1, b1) X (a2, be) ein beliebiges
Rechteck im R2. Wir setzen als Maf}

w(R) := Ldnge von TN R
B V2 - (min{by, by} — max{a,as}), falls min{by, by} > max{as,as},
B 0 sonst.

Dies ist noch auf beliebige Testmengen zu verallgemeinern. Das Ergebnis ist: y =
H!|T', das 1-dimensionale Hausdorffma8, eingeschréinkt auf T.

1.2. AuBere MaBe

Definition 1.5 (AuBeres MaB). Sei X eine Menge. Dann heifit i ein duferes Maf auf
X, falls

(A1) p:P(X) — [0,00] mit u(0) =0
(A2) Monotonie: Fir A C B gilt n(A) < u(B)

(A3) o-Subadditivitit: A, € P(X) Yk € N = pu (U, Ar) < 302, n(Ap).
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Die Ungleichheit in der letzten Formel hat eine doppelte Bedeutung. Zum einen wird
auch fiir Mafle die linke Seite typischerweise kleiner sein als die rechte Seite, denn wir
haben nicht gefordert, dass die Ay disjunkt sind. Zum anderen aber gewihren wir an
dieser Stelle den duBleren Maflen tatséchlich eine zusitzliche Freiheit (im Gegensatz zur
Gleichheit in der Definition 1.2 von Maflen). Es gilt: Jedes MaB auf P(X) ist auch ein
duBeres Maf.

Lebesgue duBeres Mal3

Hier betrachten wir nur Grundmengen X C R". Fiir eine Menge A C X soll u(A) als ein
“Mafl” fiir das Volumen von A konstruiert werden.

Wir beginnen die Konstruktion mit n-dimensionalen Rechtecken R = (ay,b1) X ... X
(@, by) und setzen p(R) = [[i_,(by — a). Fiir beliebige Mengen A definieren wir dann

u(A) = int { S Ry

k=1

Ry, ein Rechteck VE € N, A C U Rk} )

k=1

Wir behaupten, dass p ist ein dufleres Mafl auf X definiert. Es wird als das duflere
Lebesgue-Mafl bezeichnet.

Beweis der Behauptung:

Zu (A1) pn: P(X) — [0,00] und (@) = 0 sind klar.

Zu (A2) Die Monotonie ist ebenfalls trivialerweise erfiillt, fiir A C B ist eine B-Uber-
deckung immer gleichzeitig eine A-Uberdeckung.

Zu (A8) Seien A; Mengen und ¢ > 0. Wir finden zu jedem A; eine Uberdeckung
Aj C Uk Rng mit

u(A;) > u(Ry) —e- 270,
k=1

Fir A:=J; 4; gilt A C U z)ene Bjn- Wir konnen also berechnen
(A < > p(Ri) =D pl(Rip) <Y (u(Ay) +e-27) < p(Ay) + e
(4,k)EN2 JEN keN jeN jeN

Da € > 0 beliebig war, folgt p(A) < >, u(A;).

Konstruktion eines MaBes aus einem auBBeren Mal3

Gegeben sei ein dufleres Mafl p. Dann ist g im Allgemeinen kein Mafl; denn die Formel
fiir das Maf} disjunkter Vereinigungen ist im Allgemeinen nicht erfiillt. Wir kénnen dieses
Problem aber mit einem eleganten Schritt beseitigen, namlich mit Hilfe einer Definition
(“Mathematikertrick”): Wir definieren die Menge der messbaren Mengen so, dass die
MaB-Formel fiir alle messbaren Mengen gilt.

Definition 1.6. Sei u ein dufieres MafS auf einer Menge X. Wir nennen eine beliebige
Teilmenge A C X messbar (beziiglich ), falls fiir alle Testmengen B C X gilt

p(B) = p(BOA)+ p(B\ A). (1.1)

12



Satz 1.7. Sei X eine Menge, o ein dufleres Maf, A C P(X) die Familie messbarer
Mengen beziiglich p. Dann ist (X, A, ) ein Mafraum.

Strenggenommen sollte es im Satz heiflen: (X, A, i) ist ein Mafiraum fir die Ein-
schrinkung i :== p|A: A — [0, 00].

Beweis. Wir miissen zeigen, dass A eine o-Algebra ist und dass p ein Mafl auf A ist.

Die einfachen Schritte sind: ) € A, denn fiir B C X beliebig gilt u(B N @) + u(B\ 0) =

1(0) + p(B) =0+ pu(B) = p(B).
Weiterhin gilt A € A = A® € A, denn (1.1) aus der Definition kann symmetrisch
geschrieben werden als

w(B) = (BN A) + 1 (B\ A) = u(B\ A% + (B 1 A°).

Wir kommen zum eigentlichen Teil, der o-Additivitdt und der Messbarkeit abzéhlbarer
Vereinigungen.

Schritt 1. Formeln fiir endliche Vereinigungen. Seien A;, A € A disjunkt.

p(AL U Ay) 54 (AL U Ag) 0 AL + (A1 U Ay) \ A1) = pu(Ay) + p(Ay).

Wir beobachten, dass wir hier nur die Messbarkeit von A; verwenden. Diese Tatsache
wollen wir noch ausnutzen, um eine etwas allgemeinere Additivitdtsformel herzuleiten
(diese wird im letzten Schritt des Beweises bendtigt). Sei dazu M € P(X) beliebig und
Ay, Ay € A disjunkt. Dann gilt

p((MAA)U(MNA)) "0 (M0 A) U (MNA) N Ay)

+u([(M N A U (M N A\ As)

ANL=D (M A Ag) + (M N Ay,

Induktiv zeigt man: Sind endlich viele Ay € A disjunkt und M € P(X), dann gilt

2 (U Ak) =3 p(A),  p <M n{J Ak:) = (M N A).

k=1 k=1

Schritt 2. Messbarkeit endlicher Vereinigungen. Sei B € P(X) und Ay, Ay € A. Zu zeigen
ist:

w(B) = u(BN (A1 UA)) + u(B\ (4 U Ay)).
Dabei folgt ,,<* schon aus (A3) in der Definition des duBeren MaBles. Wir zeigen ,>“. Es
gilt

u(B) =pu(BN A+ u(B\ A Messbarkeit von A;
=u((BNA)NAy) +p((BNAp)\ Ay) Messbarkeit von A,y
+u((B\ A1) N Ag) + pu(B\ (A U Ap)).

Damit bleibt nur noch zu zeigen, dass

(BN (A1UA)) < pu(BNAITNA) +p((BNA)\ Ag) +p((B\ Ar) N Ay).

13



Dies ist aber klar, denn es gilt die zugehorige Mengeninklusion
BN(AjUAy) C(BNAINA)U((BNA)\ A)U((BNAy)\ Ay).

Wegen Monotonie und Subadditivitidt des dufleren Mafles folgt ,>“ und damit die
Messbarkeitsrelation.

Wir haben damit gezeigt, dass A; U As messbar ist. Induktiv erhélt man, dass fiir
messbare Mengen A, und N € N auch Uiv A messbar ist.

Schritt 3. Formeln fiir unendliche Vereinigungen. Die Mengen Ay seien messbar fiir k € N
und disjunkt. Dann gilt fiir A = (J;—, Ak

Monotonie

u(a) " ( Ak> LS (A S A S g (U Ak) — (A).

Also ist pu(A) =37, i(Ax). Ebenso folgt fir beliebige M C X die Relation p(M NA) =
> hey (M N Ay).
Schritt 4. Messbarkeit unendlicher Vereinigungen. Aus Schritten 1. und 2. folgt auch

p(M N\ Ax) = (M) — p (Mﬂ UAk:> = (M) = p(M N Ay)

k=1 k=1

fiir Ay, messbar und disjunkt. Da sich fiir nicht notwendigerweise disjunkte Mengen By, €
A die Vereinigung A := |J,—, By als Vereinigung disjunkter messbarer Mengen A; :=
By, Agi1 = Bri \ U§:1 B, schreiben lésst, folgern wir, fiir M C X beliebig,
N N
p(M\ A) < p (M\ Uz%) = (M) = p(M N Ay)

k=1

VI (M) = 30 (M 0 A E (M) — g (M U Ak> .

k=1
Insgesamt also (M) > pu(M\A)+p(MNA) fiir M C X beliebig. Also gilt die Messbarkeit
der unendlichen Vereinigung A = J;~, Br = Ur; A O

Definition 1.8 (Lebesgue-MaRl). Satz 1.7 liefert zum dufSeren Lebesque-Maf$ p einen
Mafraum (X, A, n) = (X, L(X),L"). Dieser Raum heifit Lebesque-Mafsraum und L(X)

sind die Lebesgue-messbaren Mengen. Das Mafl L™ ist das n-dimensionale Lebesgue-Mafs.

Nach Bemerkung 1.9 unten gilt R € £(X) fiir alle Rechtecke R = (a1,b1) X ... X (Gp, by,).
Dann sind auch alle offenen Mengen in £(X). Begriindung: Sei U offen. Dann ist U =
Ueran R,, wobei R, ein geeignetes kleines Rechteck um x ist. Also ist die offene Menge
U messbar. Dann gilt aber sogar: B(X) C £(X), das Lebesgue-Ma8 ist ein Borel-Maf
(siehe Definition 1.3).

Bemerkung 1.9. Sei R = (a1, b1) X ... X (an,b,) ein Rechteck. Dann ist R Lebesque-
messbar. Zum Beweis betrachten wir eine beliebige Testmenge B C X wund zeigen, dass
u(B) = n(BNR) + u(B\ R).

14



Zu € > 0 existieren Rechtecke Ry, mit B C |J, Rr und p(B) > >, u(Ry) —e. Wir
folgern

w(B) =Y p(Ry) —e =Y (u(Rx N R) + u(Ri \ R)) — &
P P

zN(U(RmR)) +M<L];Rk\3> —¢

> (BN R)+u(B\ R) —e.

In der ersten Zeile haben wir ausgenutzt, dass nach Konstruktion des duferen Lebesgue-
Mafes u(R) = p(RN R) + (R \ R) fiir zwei Rechtecke R, R gilt. Der letzten Schritt gilt
wegen der Monotonie von p. Da € > 0 beliebig war, folgt damit die Messbarkeit von R.

Liste wichtiger Begriffe und Ergebnisse

Wir geben hier einen Uberblick iiber wichtige Begriffe, die in diesem Text vorkommen.

e Ein Maf} ist eine Abbildung, welche Mengen auf reelle Zahlen abbildet. Norma-
lerweise nehmen wir Werte in [0, 00) U {c0} an, zur Betonung sprechen wir dann
auch von einem positiven Maf3, siche Definition 1.2. Ein signiertes Mafl nimmt
Werte in (—o00,00) an, siehe Definition 4.1.

e Fiir ein Borel-Maf} sind alle Borel-Mengen messbar, siche Definition 1.3.

e Ein Radon-Mafl hat Regularititseigenschaften, z.B. sind messbare Mengen von
auBen durch offene Mengen mit dhnlichem Maf3 approximierbar, siche Definition
3.1.

e Absolutstetigkeit von MaBlen (A < p) und zueinander singulédre Mafie (A L p)
werden in Definition 4.2 eingefiihrt.

Die wichtigsten Resultate der Mafitheorie sind die Folgenden.

e Der Darstellungssatz setzt Funktionale Cy(R™) — R in Beziehung zu Radon-
Maflen; positive Funktionale zu (positiven) Radon-Maflen (Satz 3.5), allgemeine
Funktionale zu signierten Radon-Maflen (Satz 4.13).

e Bei der Lebesgue-Zerlegung schreibt man A = \,+ A;, wobei die Anteile zu einem
vorgegebenen Maf} 1 absolutstetig bezichungsweise singulér sind (Satz 4.6).

e Der Satz von Radon-Nikodym liefert zu A\ < p eine Dichte h € L'(X,u) mit
d\ = hdu (ebenfalls in Satz 4.6).

e In der Jordan-Zerlegung schreibt man p = py — p— mit positiven po, siehe (4.2).
In der Hahn-Zerlegung teilt man die Grundmenge entsprechend, X = AUB, siehe
Satz 4.11. In der Polar-Zerlegung schreibt man d\ = h d|\|, siche Satz 4.10.
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2. Integrale

2.1. Messbare Funktionen

Im Folgenden sei immer (X, A, 1) ein Mafiraum.

Definition 2.1. Sei Y ein topologischer Raum. FEine Abbildung f : X — Y heifit u-
messbar, falls
UCY offen = f1(U)eA

Bemerkung. Fir uns ist typischerweise Y = R oder eine Variante (Y = [—o0,00] oder
Y = [0,00] oder Y = R"). FirY =R (bzw. Y = [—00,00]) vereinfacht sich das obige
Messbarkeitskriterium: f ist u-messbar <= Va € R : f~1([-o00,a)) € A.

Begriindung: Fiir offene Intervalle (c,d) schreiben wir die Urbildmenge als f~((c,d)) =
FH([=o0,d))\ fH([—o0, ), wobei wiederum [—oo, ] = (,[—00, c+ 1) als Schnitt offener
Intervalle geschrieben werden kann.

Satz 2.2. Fiir k € N seien f,g, fi : X — [—00, 00] messbare Funktionen. Dann sind auch
folgende Funktionen messbar:

—f, f+g, fir=max{f 0}, max{f,g}, f-g, g (fordere g(x) # 0Vz € X).
Weiterhin sind die folgenden Funktionen f : X — [—o00,00] messbar: f(x) := infy fi(x)
und f(x) = liminfy_, o (fe(2)).

Beweis. Dass die Funktion — f messbar ist, ist klar. Wegen

(f+9) 7 ([Foo,@) = | f([=oeir) Ny~ ([=00,9))

7,s€Q
r+s<a

ist f 4+ g messbar. Aus

0 fira <0
—00,a)) fira>0

(o0, a)) = { i
g ey ={ g
folgt die Messbarkeit von f,. Wir schreiben max{f, g} = (f — g)+ + g und schlieen, dass

max{ f, g} messbar ist.
Die Funktion f? ist messbar, da

(f*) 7} ([=00,a)) = [ (=00, vVa)) \ [~ ([~o0, —Va]).

Wir schreiben f - g =3 - [(f +¢)* — f*> — ¢°] und schlieBen, dass f - g messbar ist.
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Die Funktion é ist messbar, da

1\ 9_1(%7 0) falls a < 0,
(—> [—00,a) = ¢ g7} (—00,0) falls a = 0,
! ([0, 0) Ug (L, 00])  falls a >0,

Damit ist auch £ = f -1 messbar.
Sei f = inf}, fi. Dann ist

f N ([=o0,0)) = | fi (=00, a))

als abzéhlbare Vereinigung von messbaren Mengen messbar. Nach den obigen Schritten
ist auch

= lim inf(fy) = sup ( ,}Qﬁf ’“))

m

messbar. O

Notation. Fine Figenschaft gilt p-fast iiberall : <= es existiert eine Menge N C X
mit p(N) =0 (Nullmenge), so dass die Eigenschaft fir alle z € X \ N gilt.

2.2. Integrale messbarer Funktionen

Definition 2.3. Eine Funktion g : X — [—00, 00| heifst einfache Funktion, falls

1. g st p-messbar

2. die Bildmenge g(X) ist endlich

Fine einfache Funktion nimmt nur endlich viele Werte an, sie "ersetzt” die Treppenfunk-
tionen des Riemann-Integrals. Fiir einfache Funktionen g : X — [0, 00| definieren wir ein

Integral durch
[ odui= ¥ @ nls o),

a€g(X)

Sei f: X — [0, 00| messbar. Dann definieren wir das Integral von f beziiglich u durch

/ fdu:= sup{/ g du‘ g: X — [0,00] einfache Funktion, g < f} )
X X

Fiir [ : X — [—00,00] messbar schreiben wir f € LX), falls [, |f| du < oo und

setzen
[ raws= [ pedn= [ 5an

wobei fy = max{0, f}, f- := max{0, —f}, so dass f = f, — f_.

Fiir eine messbare Menge A C X definieren wir das Integral von f diber A durch

/Afdu::/XﬁXAdu,

wobei xa(x) =1 fir x € A und 0 sonst.
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Wir wollen betonen, dass im Integral einfacher Funktionen die Menge A, := g~ *({a})
messbar ist, weil die Funktion g als pg-messbar vorausgesetzt wird.

Satz 2.4 (Monotone Konvergenz). Firk € N seien fi, : X — [0, 00] messbar und es gelte
frae1 > fr fiir alle k € N. Setze f(z) := limg(fr(x)). Dann ist f messbar und es gilt

/deﬂzli;n/)(fkd#.

Beweis. Die Messbarkeit von f wurde in Satz 2.2 gezeigt.

Sei a € [0,00] der Grenzwert der [, frdu, also [y frdu 7 a. Wegen f, < f ist
Jx fedp < [y fdp und damit o < [, fdu. Es bleibt zu zeigen, dass die umgekehrte
Ungleichung gilt.

Sei g : X — [0, 00] eine beliebige einfache Funktion mit ¢ < f und t € (0,1) beliebig.
Setze

Ey = {zeX]| filx) >t -g(x)}. (2.1)

Wegen fir(z) — f(x) existiert fiir alle z € X ein K, € N, so dass x € Ej, fiir alle k > K.
Also ist X = J,, E. Zudem gilt Eyy D Ej. Wir kénnen daher folgern

00 21) 00
a'?l/fkduz frdp > / tegdu™= t-/gdu-
X By By X

Der zweite Grenziibergang gilt, da g eine einfache Funktion ist und daher
/ gdp= Y a-p(g'({a}) N E).
Ek acg(X)

Wegen der Limeseigenschaften von Mafien gilt 1 (97! ({a})) = limy p (Ex N g ' ({a})). Wir
erhalten ¢ - fXg dp < a. Da t beliebig war folgt fXg dp < «a. Da g beliebig war, folgt
schlieBlich [ fdu < a. O

Satz 2.5 (Lemma von Fatou). Seien f, : X — [0,00] messbar fir alle k € N. Setze
f(z) :=liminfy, fi(x) fir alle x. Dann gilt

/fdugliminf/ fedp.
X k X

Beweis. Setze gi(x) = inf,,>(fm)(x) fur jedes x € X. Dann gilt g, 7~ f = liminf,(f)
punktweise. Nach Satz 2.4 ist

/liminf(fk)d,u:/fd,u:lim/ gkd,ugliminf/fkdu.
X X kJx k X

Dies zeigt die Behauptung. O

Dass im Lemma von Fatou die Ungleichheit auftreten kann, zeigt das folgende funda-
mentale Beispiel.
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Beispiel. Sei fi: (0,1) = R gegeben durch

ful) = {k fiir z € (0, 1)

0  sonst.

Dann gilt f :=liminfy, f, =0 und [ f =0, aber [ fr = 1.

Aus obigem Satz zur monotonen Konvergenz erhélt man den in Anwendungen niitzlich-
sten Konvergenzsatz, den Lebesgue’schen Konvergenzsatz oder auch Satz zur majorisierte
Konvergenz. Der Beweis (mit Hilfe der monotonen Konvergenz) ist identisch zum Beweis
in der Lebesgue-Theorie aus Analysis III.

Satz 2.6 (Majorisierte Konvergenz). Sei g € LY (X), fr. messbar fir alle k € N mit
fr = [ punktweise fast iberall und |fi] < g. Dann ist f € L'(X) und es gilt

/de,u:li]gn/xfkdu.
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3. Radon-MaBe

3.1. Definitionen

Radon-Mafle sind Borel-Mafle mit einer zusétzlichen “Regularitétseigenschaft”. In der
nachfolgenden Definition denken wir an X = R"™ oder Teilmengen des R".

Definition 3.1 (Radon-Maf}). Sei (X, A, u) ein Maffraum, X ein topologischer Raum.
Das Majf p heifst Radon-Maf, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind.

(R1) B(X) C A. Also: u ist ein Borel-Maf$, alle offenen Mengen sind messbar.
(R2) Fiir alle M € A gilt p(M) = inf{u(U) | U C X offen, M C U}
(R3) Fir alle K C X kompakt ist u(K) < oo.

Eigenschaft (R2) wird auch als Regularitit von aufen bezeichnet: Jedes M € A kann
beliebig gut von auflen durch eine offene Menge approximiert werden. In Epsilontik: Fiir
alle € > 0 gibt es ein U C X offen mit M C U und u(U) < u(M) + ¢.

Beispiel. Das Dirac-Mafl §y auf R (mit der Borel o-Algebra) ist ein Radon-Maf. Eine
dufsere Approximation mit abgeschlossenen Mengen ist im Allgemeinen nicht maoglich, wie

die Menge R\ {0} zeigt.

Proposition 3.2. Jedes Radon-Mafs (X, A, n) auf X = R" ist auch von innen requldr:
fiir alle A € A qilt

u(A) = sup{u(K) | K C X kompakt, K C A}.

Beweis. 1. Fall: 1(A) < oo. Setze B; := B;(0) C R". Die B; sind kompakt. Nach (R3)
ist u(Bj) < oo fiir jedes j € N. Die Konvergenzeigenschaft von Maflen liefert zudem
(AN B;) "= u(A) < oo. Zu e > 0 existiert daher ein j, € N, so dass u(A\ B;) =
1(A) — (AN B;) < e fiir alle j = jo.

Wir itberdecken nun B; \ A mit U; offen gemé8 (R2), u(U;) < p(B; \ A) + . Fir die
kompakte Menge K; := B; \ U; gilt nun K; C A, da K; = B;\U; C B; \ (B; \ A) =
B; A C A. Aulerdem gilt

u(K;G) = w(Bi\ Uj) = u(B;) — p(Uj) = p(Bj) — (B \ A) —e = p(AN B;) — ¢
> A)—2-¢
fiir j geniigend grof8. Da ¢ beliebig war, folgt die Behauptung.

R3
2. Fall: p(A) = oo. Es ist oo (>) pn(ANBj) — oo fitr j — co. Wegen Fall 1 existiert ein
K; C AN B, kompakt mit
n(K;) =2 p(AnBj) — 1.

Also gilt pu(K;) — oo. O
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Proposition 3.3 (Caratheodory-Kriterium). Sei p ein duferes Maff auf R™ mit der fol-
genden Eigenschaft:

Fiir A,B C R"™ mit dist(A, B) := inf{dist(z,y) | € A, y € B} > 0 gilt
(AU B) = u(A) + u(B) (wir fordern nicht die Messbarkeit von A und B).

Dann ist u ein Borel-Mafs. Genauer: Ist A die Menge p-messbarer Mengen, dann gilt
A D BR").

Beweis. Sei C' C R"™ abgeschlossen. Wir zeigen: C' ist messbar, das heifit fir A Cc R"
beliebig gilt ©(A) = p(ANC) 4+ u(A\C). Da p duBeres Maf ist, gilt hier ,, <“ automatisch.
Es bleibt also ,,>“ zu zeigen.

Ohne Einschriankung sei u(A) < oo, denn sonst ist die Ungleichung ,,>“ trivialerweise
erfiillt.

Schritt 1. Setze C, := {z € R" | dist(z,C) < +} D C. Es gilt dist(4\ C, AN C) >
Also ist

H(A) = p((A\ Co) U(ANC)) = (A Cy) + u(AN C).

Zu zeigen ist also u(A\ Cy) — u(A\ O) fir k — oc.

Schritt 2. Betrachte Ry, := {z € A | dist(z, C) € k+1’ 1]}. Dann gilt A\ C = (A\ Cy) U
(U2, Ri) und dist(Rg, Re) > 0 fiir alle k, ¢ mit |k — ¢| > 2. Damit gilt fiir N € N beliebig

> u(Rk)=u< U Rk>§u(z4)<oo

k < N, k gerade k < N, k gerade

und somit auch » 7 u(R) < oo. Ebensoist 35, | p(R) < oo
Wegen A\ C = (A\ Cy) U, Re folgert man

(AN C) < p(A\ Ci) + Y n(Ro).

0>k

Fiir k hinreichend grof ist » ., u(R,) hinreichend klein. O

3.2. Der Darstellungssatz fiir positive Funktionale
Wir betrachten nun Funktionen auf R". Wir setzen

CR") :={f:R" > R| f stetig} und
Ce(R") := {f € C(R") | supp(f) kompakt }, mit supp(f) := {z | f(z) # 0}.

Bemerkung 3.4. Sei i ein Borel-Maf$ auf R™ mit u(K) < oo fir alle K C R™ kompakt.
Dann ist

L:C(R"Y >R,  fr | fdu

R

ein Funktional (da p Borel-Maf ist, ist f messbar und das Integral wohldefiniert).
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Es ist linear, es ist positiv in dem Sinne, dass aus f > 0 auch L(f) > 0 folgt, und es
st “stetig” in dem Sinne, dass fir alle K C R™ kompakt gilt

sup{L(f) | f € Ce(R"), [[flloo <1, supp(f) C K} < o0. (3.1)

Letzteres folgt aus
L) = [ fdus [ vdp=p() <o
K

R”

Also: Jedes Maf3 (mit den Eigenschaften aus Bemerkung 3.4) definiert ein
lineares, positives, stetiges Funktional auf C.(R"). Der Riesz’sche Darstellungssatz
fiir positive Funktionale besagt, dass auch die Umkehrung gilt.

Satz 3.5 (Riesz’scher Darstellungssatz fiir positive Funktionale). Sei L : C.(R") — R
linear, positiv und stetig im Sinne von (3.1). Dann ezistiert ein Radon-Maf$ pu auf R™, so
dass

L(f)= [ fdu
Rn

fir alle f € C.(R") ist.

Beispiel. Wir betrachten das Funktional L(f) := fRn f im Sinne des Riemann-Integrals.
Dann ist L positiv und linear. Sei supp(f) C K C R"™ kompakt und || f|loc < 1. Dann ist

L wegen
[ <[ iles [ 1<
R™ K K

stetig. Satz 3.5 liefert: Es existiert ein Radon-Maf p auf R™ mat

f=L)=[ fdu
R’n

R

Dieses MafS p ist das Lebesque-Mafs. Das Lebesque-Integral ist die Fortsetung des
Riemann-Integrals; die Klasse der messbaren Funktionen wird vergréfiert.

Beispiel. Das Funktional sei L(f) := f(xo) zu einem festen Punkt xo € R™. Dann ist
das Maf v aus Satz 3.5 das Dirac-Maf8 p = 6,,, denn dafiir gilt [, f dp = f(2o).

Beweis von Satz 3.5. Es ist ziemlich klar, welches Maf§ zu dem Funktional gehort, und
wir werden dieses Maf im ersten Schritt angeben. Danach bleiben die Eigenschaften nach-
zuweisen.

Schritt 1. Konstruktion von p. Fiir U C R™ offen definiere
u(U) := sup{L(f) | f € Ce(R"), || fll« < 1,supp(f) C U}.
Fiir ein beliebiges A C R" setze
p(A) = inf{uw(U) | U offen, A C U}. (3.2)
Dieses p erfiillt die folgenden Eigenschaften:

o u ist duBeres MaB, denn es lebt auf P(R") und es gilt 1(0) = 0, sowie pu(UJ; 4;) <
> 1(A;j). Dies zeigt man mit geeigneten U; und f; und p(A;) ~ p(U;) ~ L(f;)-
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e Wir wollen das Caratheodory-Kriterium verwenden (siehe Proposition 3.3). Zu zei-
gen ist: dist(A, B) > 0 = pu(AU B) = pu(A) + p(B). Dies gilt mit u(A) =~ u(Ua) =~
L(fa) wnd u(B) = u(Up) = L(fp) wegen

(AU B) > L(fa+ fB) = L(fa) + L(fB) =~ u(A) + u(B).

Details zu diesen Punkten werden im Anschluss an den Beweis nachgeliefert. Proposition
3.3 liefert, dass u ein Borel-Maf ist. Damit ist die Radon-Maf} Eigenschaft (R1) gezeigt.
Die duflere Regularitét (R2) folgt aus der Definition in (3.2).
Zum Nachweis von (R3) betrachten wir K C R™ kompakt. Setze U := B;(K). Dann ist

p(K) < p(U) =sup{L(f) : [|flloc <1, supp(f) C U} < o0

wegen der “Stetigkeit” (3.1) von L. Also ist p ein Radon-MaSf.
Schritt 2. Formel L(f) = [ f du. Dazu sei f € C.(R™) mit f > 0 und & > 0 fest gewéhlt.
Setze K :=supp(f). Wahle 0 =5 < t; <ty < .. <ty mitty =2[flloc und t; —t;1 <e.
Durch eine Perturbation der ¢; kann u(ffl({tj})) = 0 fiir alle j = 1, ..., N erreicht werden.
Sei U; die offene Menge U; := f~1((t;_1,t;)).
Nach Definition von p(U; ) existiert ein g; € C.(R"™) mit supp(g;) C U; und 0 < g; < 1,
so dass

u(U;) < L(gj) + %
gilt.

Nach Proposition 3.2 ist p von innen regulér, das heifit es existiert ein K; C U; kompakt
mit pu(K;) > w(U;) — 5 bzw. p(U; \ Kj) < &

SchlieBlich wollen wir die g; etwas vergroern. Es gibt ¢; € C.(R"), so dass supp(y;) C
U;, 0 <¢; <1, s0dass ¢; > g; und ¢; =1 auf K; Usupp(g;) gilt. Insbesondere gilt

3

w(U;) < L(SOJ')JFN; (3.3)

da L positiv und linear ist.
Die Menge {z € U; | p;(z) <1} C U; \ K, hat ein kleines Mafl. Definiere den Fehler

bi=f=D et

Dann ist ¢ > 0 auf

Bz:{x|w<x>>0}:{x|f )> 0, wd 3 gi(x) }

C U(Uj \ K;) U Nullmenge,
J

wobei die Nullmenge eine Teilmenge von |J; f~'({t;}) ist, daher also tatsichlich eine
Nullmenge. Nach Definition von p folgt

L) < [flloe - (B) < [ fllo - Zu i\Er) <e-[[fll.
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Auflerdem ist
Zta’—l L(pj) <L (Z%’ : f) = ZL(f ) < th - L(p;) < th - (Uj).

Zusammen ergibt sich

L(f)=L(y)+ L (Z%"f) <e- ||f\|oo+ZM(Uj) -1
<e[[fllo +th—1 - u(Uj) +e- Z#(UJ)
< th—1 (Uj) + e (1 flloo + p(K))

< / fdu+C-e. (Definition des Integrals)

Andererseits gilt auch

L(f) 2 L) = L) = L (Z 05 f)
> th,l - L(p;) > thfl ~u(Uj) = 22 - || flloo
> th (Uj) =€+ 2| flloe + (X))

> | fdu—C-e.

R’!L
Also ist
L(fy> [ fdu—C-e.

Rn
Da ¢ beliebig war, ergeben die zwei Ungleichungen fiir das Integral zusammen

L(f)= [ fdpu,

Rn»

also die Behauptung. O

Details zum ersten Teil des Beweises:

Zur o-Subadditivitat: Fir ein dufleres Maf p seien Uy, Us offene Mengen und U := U; UUs.
Wir betrachten f € C.(R™) mit K := supp(f) C U und || f|e < 1.

Seien hy, hy mit h; : Up — [0,1] mit S22 h; = 1 auf K und supp(h;) C U;. Setze
fi .= f - h;. Dann ist

L(f) = L(f - i+ [ - ha) = L(f1) + L(f2) < p(U1) + 1(U2).
Da f beliebig war, ist u(U) < u(Uy) + p(Us).
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Seien nun A; C R” fiir i € N. Es existieren U; offen, U; D A; mit u(U;) < pu(A4;) +¢e-27"
fiir € > 0 beliebig. Sei f mit supp(f) C U,y Ui- Wegen der Kompaktheit von supp(f) ist
sogar supp(f) C Ui, U;. Damit ist also

L(f) < Z u(Us) < Z p(A;) + e

Da f beliebig war, folgt durch Supremumsbildung pu(lJ; A;) < >, o #(A;). Dies ist die
o-Subadditivitéit des dufleren Mafes.

Zur Caratheodory-Bedingung: Seien A; = A und As = B mit dist(A, B) > 0. Sei
U D A; U A, eine beliebige offene Uberdeckung. Wihle zu A; Umgebungen U; C U mit
U NUy = (). Dazu gibt es zwei Funktionen f; : U; — [0, 1], stetig mit kompakten Triger,
mit L(f;) > p(U;) — e > pu(A;) —e. Wir setzen f := fi + fo. Dann ist

L(f) = L(f1) + L(f2) > p(A1) + p(Az) — 2e.
Also ist u(AU B) > u(A) + u(B).
Es ist wichtig, festzuhalten, dass der Darstellungssatz fiir positive Funktionale einen
langen, aber doch elementaren Beweis hat. Das wird fiir den allgemeinen Satz nicht gelten.
Dort benutzt der Beweis Funktionalanalysis.

Der Satz hat eine interessante Konsequenz. Grob gesprochen gilt: Auf R™ gibt es nur
regulidre Mafle.

Korollar 3.6. Sei y ein (positives) Borel-Maf$ auf R™ mit u(K) < oo fir alle K C R”
kompakt. Dann ist p|gmny reguldr, also ein Radon-Maf.

Beweisskizze. Zu u ist L(f) = fRn f du ein positives, stetiges, lineares Funktional auf
C.(R™). L wird dargestellt durch fi:

fdu= | fdi= i(B)=u(B).
R R

fiir alle B € B(R"™). Fiir einen ausfiihrlichen Beweis verweisen wir auf Rudin. O]
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4. Signierte Malle

4.1. Definitionen, Radon-Nikodym & Lebesgue

Wir fithren in diesem Abschnitt einige niitzliche Begriffe und Konzepte ein.

Signierte Malle

Zunéachst wollen wir bei den Maflen ein Vorzeichen zulassen. Man sollte dabei nicht zu
viel erlauben.

Definition 4.1. Sei X eine Menge, A eine o-Algebra auf X, und p : A — (—00,00).
Dann heifit p signiertes Maj3, falls es die folgende Eigenschaft hat.
Fiir alle M, € A, k € N, M, " My, = 0 Vk # ( gilt

" (U Mk) = (M),

keN keN

imsbesondere bilde p in die reellen Zahlen ab und die Reihe konvergiere.

Zur Unterscheidung nennen wir die bisherigen ,,normalen® Mafle ab jetzt manchmal
auch , positive Mafle“, um die Unterscheidung klar zu machen.

Bemerkung. p positives Maf$ # p signiertes Maf (wegen des Wertes +00)
w signiertes Mafl # p positives Mafl (wihle beispielsweise 1 = —dg)

Variationsmaf

Definiere zu einem signiertem Maf} p ein positives Mafl A = |u| durch

nl+ A [0.00]
nl(a) = sup {Zme J M. © 0, M0 M, z(bvméé}. -y
keN keN

Dieses Maf§ heifit Variationsmaf3. Ein signiertes Maf, fiir welches das Variationsmafl ein
Radon-Maf} definiert, nennen wir signiertes Radon-Maf3.

Bemerkung. FEs gilt |pu|(X) < oo, das heifst jede Umordnung der Reihe konvergiert.
Insbesondere ist |u| ein Mafs.
Fiir einen Beweis verweisen wir auf Rudin. Mit dem Variationsmafl  konnen wir einen
positiven Teil und einen negativen Teil des Mafles einfiithren. Wir setzen
1 1
p =gt fpl) und = (] - p) (4.2)

Dann ist 4 = py — p—. Dies ist die Jordan-Zerlegung von pu.
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Absolute Stetigkeit
Im Folgenden sei u ein positives Mafl auf A und A\, A\, Ay signierte Mafle auf A.
Definition 4.2.

AL <= X st absolut stetig zu
= VEecA:u(E)=0=\NE)=0
A konzentriert auf Ac A: <= VE € A: \NE)=ANENA)
AL p: <= \ist stnguldr zu p
r <= JA e A u(A) =0, konzentriert auf A
A1 L Ay i <= A\ und )y sind zueinander singuldr
=

JA;, Ay e ALAINA =0

so dass \; konzentriert auf A;.
Beispiel. Wir setzen

A1 := 0 auf L(R),
Ay := 61 auf L(R),
A3 := L' auf L(R),
M\ = fdr = fdL fiir f € L'(R),

Ma(A) = /Afdﬁl.

Dann ist A\; konzentriert auf {0}, A3 ist konzentriert auf R, aber auch auf R\ {0}, \4
ist konzentriert auf {x | f(x) # 0}.

Es gilt Ay L Ay, Ay L A3 und Ay L Ay, Verwende hierfir A; = {0} und die Tatsache,
dass £({0}) = 0 gilt.

Es ist Ay < A3, denn fiir £ mit \3(E) = 0, das heit fiir eine £'- Nullmenge E, ist
)\4(E) = fEf = 0.

Es gilt: f > 0 Ll-fast iiberall auf R <= A3 < \y4.

Betrachte p:= \; + A3 = L1 + &p. Dann gilt p <« £ und p € 8o, L < p, p £ L.

Bemerkung 4.3. Die nachfolgenden FEigenschaften sind fiir ein positives Mafl u und
signierte MafSe X, Ao leicht nachzupriifen.

1. X ist auf A konzentriert = |\| ist auf A konzentriert
AL A= (A LA

ML, o Llpu=A+XLpu

MLy, Ao L = A+ X L

AL =A<

)\1<<M,)\2J_M§A1L)\2

NS v e e

AL, AL pup=XA=0
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LP-Raume
Sei (X, A, p) ein Mafiraum.
Fiir p € [1,00) setzen wir: f € LP(X,u) : <= f: X — R ist g-messbar und

T :/X\fm@o.

Fiir p = oo setzen wir f € L®(X,u) : <= 3 eine p-Nullmenge £ und C' > 0, so dass
|f(z)| < C fir alle z € X \ E. Wir definieren das essentielle Supremum von f durch
| flloo(x ) :=ess sup | f| == inf{C > 0| f| < C p-fast iiberall}.

Alle Rdume LP(X, u) sind Banachrdume. Es gilt die Holderungleichung

T /X gl < 1l gl

fiir p, ¢ € [0, co] mit %%—é: 1.
Im Fall p = 2 gilt ¢ = 2. Der Raum L*(X, ) ist sogar ein Hilbertraum mit dem

Skalarprodukt
- /X F(x) - glx) dulz).

Wir verwenden folgedes Resultat aus der Funktionalalysis:

Satz 4.4 (Riesz’scher Darstellungssatz fiir Hilbertraume.). Sei H ein Hilbertraum und
A H — R linear und stetig. Dann gibt es ein g € H mit

A(f) == (g, f) fiir alle f € H.

Das nachfolgende Lemma wird sich als sehr niitzlich erweisen. Es besagt: Wenn alle
Mittelwerte einer Funktion in einem festen Intervall liegen, so hat die Funktion (fast
tiberall) nur Werte in diesem Intervall.

Lemma 4.5. Sei (X A, p) ein Mafraum mit p(X) < oo und f € L' (X, u) mit
/fdue a, 0] VE € A mit 0 < pu(FE)

Dann gilt: f(z) € [a, b] fur p-fast alle x € X.
Beweis. Definiere B :={x € X : f(z) >b+e} und B® :={x € X : f(z) <a—c}.
1. Fall: Fir allee = 1/k, k € N, sind BS und B Nullmengen. In diesem Fall ist auch
U BiuB ={f>bu{f<a}
szi,kGN

als Vereinigung von Nullmengen eine Nullmenge.
2. Fall: Es existiert ein € > 0, so dass B keine Nullmenge ist. In diesem Fall gilt

1 1
2@ M(Be)/ (b+e)du=>b+e,

ein Widerspruch.
3. Fuall: Es existiert ein € > 0, so dass B® keine Nullmenge ist. Analog zu Fall 2. [
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Radon-Nikodym & Lebesgue

Satz 4.6 (Lebesgue-Radon-Nikodym fiir endliches p(X)). Sei u ein (positives) Maf auf
(X, A) mit 1(X) < co. Weiterhin sei A ein signiertes Maf auf (X, A).

1. Es existieren eindeutige signierte Mafle Ay, A\s auf X, so dass
A=A+ Ag
mit Ag << 1 und Ay L . (Lebesgue-Zerlegung)

2. Es existiert eine eindeutige Dichte h € LY (X, 1), so dass

:/d/\a:/hdu VE € A.
E E

Korollar. Der Standard-Satz von Radon-Nikodym ist die zweite Aussage des Satzes fiir
A < p. Er besagt: Fiir jedes N < p existiert eine eindeutige Dichte h € LY(X, ) mit
d\ = hdpu.

Beweis. Schritt 1. Einfache Teile. Eindeutigkeit der Zerlegung: Sei

UG ey G VS A R D VI W

[ hin=a(E) = [ W dn
FE E

st ﬁ Jp(h— 1) dp =0 fiir alle E. Wegen Lemma 4.5 gilt dann die Relation h — &' =0
auch p-fast iiberall.

Schritt 2. Konstruktion von Ay, A, h fiir A\ > 0. Definiere das Ma8 ¢ auf (X,.A) durch

A — A=A — A, =0.

Eindeutigkeit von h: Wegen

Y i=A+pu.

Afw=Afﬁ+Afw

fiir alle f : X — R messbar mit f > 0. Intuitiv ist A "kleiner” als ¢. Wir erwarten daher,
dass die Abbildung L*(X,¢) > f — [ f dX\ € R beschrinkt und linear ist. Dies gilt
tatsédchlich, und zwar wegen

[ 7 ax< Sl Mz = (/ ) (f1m)
<(/ rerdso)Q-( / m) = Lz - M),

Dann gilt auch
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wobei A(X) < oo nach Voraussetzung. Der Riesz’sche Darstellungssatz fiir Hilbertraume
Satz 4.4 liefert daher: Es existiert ein g € L*(X, ), so dass

/fd/\:/f-gdcp Vie LA (X, o). (4.3)
X X

Es gilt g(z) € [0,1] fir p-fast alle x. Dies folgt wieder mit Lemma 4.5: Fiir beliebiges
E € Amit o(E) >0 gilt mit f = xg in (4.3)

1 ! _A(B)
5 00w L= S <o

Wir kénnen nun (4.3) umschreiben. Mit der Funktion ¢ : X — [0, 1] gilt

[ ra-ga= [ ggan e (4.4)

Aus dieser Relation werden wir alle behaupteten Eigenschaften ableiten. Wir setzen A :=
{r € X :g(x) € [0,1)} und B := {z € X : g(x) = 1}. Damit definieren wir \,(F) :=
AMENA)und A\s(F) := A(EF N B).

Es ist X = AUB. Daher gilt auch A = \, + \,. Weiterhin ist nach Definition \, L \,.
Wir behaupten, dass auch Ay L p. Hierfiir miissen wir zeigen, dass p(B) = 0. Dies gilt
wegen

u(B)Z/Bgduf!‘B/ngdu (g)/xf(l—g)dkzo-

Nun bleibt nur noch zu zeigen, dass
Ao K b (4.5)
Hierfiir setzen wir f := (1 +g+g*+.. + gk) - xg fiirein £ € Aund k € Nin (4.4) ein.
Dies ergibt

/E(l—l—g—l-g2+...+gk)-(1—g)d/\:/E(1+g+...—|—gk)-gdu.

Hierbei gilt fiir die linke Seite
/ (1+g+92+...+gk)-(1—g)d)\—/(1—gk+1) d\
E
_ / (1— ") dh = MEN 4) = A(E)
ENA

fir k — oo wegen 1 — ¢g"**!' — 1 monoton auf A.

Andererseits ist die rechte Seite g- (1 +g+ ...+ gk) monoton wachsend mit messbarem
punktweisem Limes h : X — [0, 00]. Der Satz von der monotonen Konvergenz 2.4 liefert
die Formel \,(E) = [, h dp. Wegen A, < oo folgt h € L'(X, ). Dies zeigt die zweite
Aussage des Satzes und auch (4.5):

() :0:>)\a(E):/hd/L:0.

E
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Schritt 3. Falls A signiertes Mafs. Schreibe A = A, — A_. Wende 2. Schritt auf A\, und
A_ anund setze Ay = A\, — Ay und Ao = A_ , — A_ ;. Definiere A\, := Ay , — A_, und
As = Ap s + A ;.

Ebenso hy zu Ay und g, und h_ zu A_ und p. Dann ist h:= hy —h_ € L'(u) und es
gilt d\, = dNg 4 —dNs— =hydp—h_dp = hdp. O

Definition 4.7. Sei (X, A, ) ein Mafsraum. Das Maf$ p heifit o-endlich, falls E; € A
existieren mit X =,y Ej und p(E;) < oo fiir alle j € N.
Beispiel. £ auf R" ist o-endlich. Es geniigt, E; = B;(0) zu wdhlen.

Satz 4.8. Die Aussage von Satz 4.6 bleibt ohne die Voraussetzung u(X) < oo richtig,
falls v ein o-endliches Mafs ist.

Beweis. Analog zum Beweis des Satzes 4.6, unter Verwendung des nachfolgenden Lemmas.
Details sind in Rudin zu finden. O

Lemma 4.9. Sei y ein o-endliches Maf. Dann existiert ein w € LY(X, ) mit 0 < w(x) <
1 fiir alle x € X.

Beweis. Ohne Einschrénkung kénnen wir annehmen, dass die Mengen Ej; aus der Definiti-
on von o-endlich disjunkt sind. Andernfalls setzen wir £} := Ej \ ?931 E).. Wir definieren

1 1
— - fall E;
wj: X =R, wi(x) =< 27+ 14 u(E)) A TE L
0 sonst.
Definiere w := Z]EN w;. Esist 1 > w > 0 und wegen
N
1 p(E;)
wdp = — - <1
b= 7 i

gilt auch w € L*(X, u) durch Bildung des Grenzwertes N — oco. O

Der Nutzen der Abbildung w ist, dass wir p zu einem endlichen Maf§ i modifizieren
konnen. Wir definieren

i(B) = [win

Fiir fi gilt dann fi(X) = [, w dp < co. Andererseits folgt aus ji(N) = 0 schon u(N) =0
fiir alle i-Nullmengen N € A. Denn wegen [ yWdp =0 und w > 0 folgt, dass N auch
eine p-Nullmenge ist. Das neue Mafl i hat also dieselben Nullmengen wie p.

Zerlegungen

Satz 4.10 (Polarzerlegung). Sei A signiertes Maf auf (X,.A). Dann ezistiert eine messba-
re Funktion h: X — R, h(x) € {—1,41} fir alle v € X mit d\ = hd|\|, das heifst

AFA:ME%iéhﬂM

fiir alle E € A.

31



Beweis. Es gilt A < |A| nach Definition des Variationsmafes |A| (vgl. Bemerkung 4.3 (5)).
Der Satz von Radon-Nikodym liefert nun die Existenz eine Dichte h € L'(X, |)|), so dass
d\ = h d|)| ist. Zu zeigen ist: |h| = 1 fast iiberall.

Sei dazu r € R mit > 0. Setze A, = {x € X : |h(z)| < r}. Wir zeigen zunéchst
|A|(A,) = 0 fiir alle r < 1.

Seien E; eine Partition von A,, also Ej, N E; =  fiir alle k£ # [ und UjeN E; = A,. Dann
ist
E;CAr

ST NE) = - A,

J

Z|A<Ej>|:§j|/E_hd|A|

Die Supremumsbildung ergibt |A[(A,) < r - |A[(A,). Fir r < 1 ist also |A[(A,) = 0. Wir
finden |h| > 1 fast iiberall.
Fiir die umgekehrte Ungleichung sei £ € A beliebig mit |A|(£) > 0. Dann ist

| ._ | | AE)]
|Mittelwert von h iiber E|:‘—/hd)\|‘:'—/d)\‘: <1.
N LN = e LMY T e

Also sind alle Mittelwerte von A in [—1, 1]. Nach Lemma 4.5 ist || < 1 fast iiberall. Durch
Abénderung von h auf einer Nullmenge erhalten wir die behauptete Vorzeichenfunktion.
O

Bemerkung. Der Satz gilt auch fir komplexe Mafie X\ : A — C mit h : X — C und
|h(z)| = 1. Dann ist d\ = hd|\|. Dies ist eine Polarzerlequng in Betrag und Arqument
wie in z = e¥|z|.

Satz 4.11 (Hahn- Zerlegung). Sei \ signiertes Maf auf (X, A). Dann existiert eine Zer-

legung der Grundmenge in X = AUB mit Ay (E) = M(ENA) und A\_(E) = =A\(EN B)
fiir alle E € A.

Die Hahn-Zerlegung impliziert, dass Ay L A_.

Beweis. Sei h die Vorzeichenfunktion von A\ aus Satz 4.10. Setze A := {x € X : h(z) =
+1} und B := {z € X : h(x) = —1}. Dann ist AN B = ) und A und B sind messbar.
Weiter ist AUB = X.

Sei E € A beliebig.

A (B) = 50+ (B = [

1
S+ 1AM = [ xadd = N(EN )
E E

Es gilt also auch
h=1
A (F) = / d|A] "= / dA=XNENA).
ENA ENA

Die analoge Rechnung funktioniert auch fiir B und A_. O
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4.2. Der Riesz’sche Darstellungssatz

Der Raum Cy(X). Sei X C R" eine Teilmenge des R™ (oder allgemeiner ein lokalkom-
pakter Haussdorffraum). Wir definieren

C.(X) :={f:X — R stetig | supp(f) kompakt },

und
Co(X) :={f: X = R|f stetig, Ve > 03K CC X kompakt, |f|(x) < eVr & K}
—{f: X RIS stetig, 3fy € Cu(X), fu — [ gleichmapig)
_at-
Der Raum Cy(X) ist mit der Supremumsnorm || - || ein Banachraum.

Ziel: Zu einem linearen und stetigen Funktional @ : Cy(X) — R wollen wir ein signiertes
Radon-MaB X finden, so dass ®(f) = [ f dX gilt. Dann sind alle stetigen Funktionale auf
Co(X)-Funktionen Integrale.

Der Beweis basiert auf zwei anderen wichtigen Sétzen:

1. Der Satz von Riesz fiir positive Funktionale, Satz 3.5.
2. Der Dualraum zu LP ist L? mit ¢ = p/(p — 1).

Den zweiten Satz miissen wir erst noch beweisen, siche Satz 4.12. In dessen Beweis geht
wiederum der Satz von Radon-Nikodym, Satz 4.6 ein.

Satz 4.12 (Der Dualraum von LP). Seip € [1,00) und p ein positives o-endliches Radon-
Maf$ auf (X, A). Weiterhin sei ® : LP(X, ) — R linear und stetig. Dann existiert ein
g € LUX, p) mit q= Z%fa'rp> 1 und g = oo fiir p=1, so dass

o) = [ g fdu Ve L(Xp)
X
Es gilt ||gllzacx < 191 = supypy o, [R()]-

Bemerkung. 1. Fiir p = 2 erhdlt man genau den Riesz’schen Darstellungssatz im
Hilbertraum L*(X, ).

2. Formal lautet die Aussage: Fin stetiges Funktional auf LP wird durch ein Integral
dargestellt. Genauer: Das Integral kommt mit einer Dichte aus, die Darstellung
erfolgt mit dem Maf§ d\ = g dpu.

3. Fir p = oo st die Aussage falsch.

Begrindung des letzten Punktes. Die Dirac-MaB-Auswertung ® : f — f(xq) fiir ein 2 €
X ist auf Cy(X) wohldefiniert und stetig. Das zugehorige Mafl A in der Integraldarstellung
ist das Dirac-Maf}; A = ¢,,. Dieses Mafl A ist aber im Allgemeinen nicht von der Form
A = gdu fiir ein g € L' (X, ).

Merkregel: Funktionale auf L> sind problematisch. O
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Der Raum L (X, i) ist dhnlich zu Cy(X) (insofern, als dass die Normen dhnlich sind).
Das Ziel des Riesz’schen Darstellungssatzes ist es, ein stetiges Funktional ® : Cyp(X) — R
darzustellen. Dies "ersetzt” die Darstellung von Funktionalen auf L (X, u).

Beweis von Satz 4.12. Idee: Wir definieren ein geeignetes Mafl A < p, ndmlich

AE) :=P(xp) fiir alle messbaren Mengen F.

Der Satz von Radon-Nikodym 4.6 liefert dA\ = g du und damit den Kandidaten g. Wir
fithren hier den Beweis nur fiir u(X) < oc.

Schritt 1. Wohldefiniertheit von \. xg ist messbar und in L*(X, ). Weiterhin ist xg in
LP(X, p) wegen der Holderungleichung und der Voraussetzung p(X) < co.

Schritt 2. X ist endlich additiv. Wir behaupten, dass A(AUB) = A(A)+ A(B). Dies ist klar
wegen X aup = X4 + xp und der Linearitdt von ®. Hierbei und im folgenden bezeichne x 4
die charakteristische Funktion

1 firze A,
xa(z) =

0 sonst.

Schritt 3. X ist signiertes Maf. Es gilt |A(A)] = [®(xa)| < oo fiir alle A € A. Sei
B = Upen Ak, Bj = Uj—; Ar mit Ay N Ay = 0 fiir alle k # ¢. Dann ist

RS

1

1 1
IXB=xB, 2o (xm) = IXB\B, | 20 (x0) = (/B\B 1” dﬂ) = uw(B\B;)» = (u(B) — u(B;))» — 0

fir j — oo. Da ® stetig auf LP(X,pu) ist, folgt ®(xp — xB;) = ®(xB) — ®(xB;,) =
A(B) — A(Bj) — 0. Also ist

AB) = lim A(B;) = lim SAA) = 3 A).

Damit ist A\ ein signiertes Maf.

Schritt 4. X < p und Konsequenzen. Sei E' mit p(E) = 0. Dann ist xp = 0 p-fast iiberall,
das heiBt ||x gl zr(x,u) = 0. Damit ist A(E) = ®(xg) = 0.
Nach dem Satz von Radon-Nikodym existiert eine Funktion g € L'(X,u), so dass

d\ = g dy ist, das heifdt
(%)
o [ rix=[ fogan
X X

Dabei gilt (%) zunédchst fir f = yp mit D € A und deswegen dann fiir alle f € LP(X, u).
Damit ist die behauptete Gleichung gezeigt. Es bleibt zu beweisen, dass g € L4(X, p) gilt.

Fall p =1 und ¢ = co. Es ist g € L>®(X, ) zu zeigen. Sei dazu E C X eine beliebige
messbare Menge mit u(E) > 0. Es gilt

1 =1
< —— 1@l lIxellraow = (|12l
,U(E) (X,u)

’ﬁ/jﬂgdu‘ = 'ﬁﬂm)
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Also ist |g(z)] < ||®|| fiir fast alle z € X wegen Lemma 4.5. Insbesondere gilt g €
Li(X, p) = L=(X, p). Damit ist der Satz fiir p = 1 bewiesen.

Fall p > 1 und ¢ = 2. Idee: Setze ,,f = g7 1. Dann ist fP = (g9} = gr1 = ¢O.
Um dem Problem von Vorzeichen und unerlaubten Testfunktionen in unserer Formel zu
entgehen, setzen wir a(x) := sgn(g(z)) und E,, := {z : |g(x)| < n} und damit

fal@) = a(z) - |g(@)|"" - X, (2).
Eingesetzt in die Gleichung [ f, - g du = ®(f,) ergibt sich

e fiir die rechte Seite

B < 101l = ||<1>||-( /E g(a)[@ 7 dﬂ) _ ||<1>||-( [E Ig(fv)l"du)
e Fiir die linke Seite gilt

[ fa)-g@)du= [ a@)-lo@i o) du = [ o)l du

En
1
[ tata <l ([ igtan)
E, En
([ o) <pal.
En

Der Satz von der monotonen Konvergenz 2.4 liefert g € LI(X, ) mit ||g||re(x,n) < ||2]]-
[

Also ist

und wegen 1 — % ==

Bemerkung. Jedes signierte Radon-Mafi A auf X definiert ein stetiges Funktional ® :
Co(X) = R, ®(f) = [y f dX. Dabei verwenden wir, dass ein stetiges f messbar ist fiir
signierte Borel-MajSe \.

Fiir eine Folge Co(X) 3 fi, — [ mit gleichmdpiger Konvergenz gilt [ fy dX — [ fdX
wegen |A[(X) < oo.

Bemerkung. Wir werden im Folgenden ausnutzen, dass C.(X) dicht liegt in LP(X, )
fir jedes p € [1,00) und jedes Radon-Majs p.

Satz 4.13 (Riesz’scher Darstellungssatz). Sei X C R™ (oder allgemeiner ein lokalkom-
pakter Hausdorffraum). Sei ® : Co(X) — R stetig und linear. Dann existiert ein eindeutig
bestimmtes signiertes Radon-Maf i auf X, so dass

a(f) = /X fdp.

Es gilt |u|(X) = ||| c(cox)m) = supsecocn) [2(f)]-

[[flloo=1
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Kurz: Der Dualraum von Cy(X) sind die signierten Radon-Mafe.

Beweis. Wir verwenden den Darstellungssatz in L” und den Darstellungssatz fiir positive
Funktionale.

Grundzug des Beweises. Konstruiere ein positives Funktional A : Cy(X) — R linear,
stetig, mit

[N < ALSD < 12l zco) ) - [ o (4.6)

Dies liefert nach den Satz von Riesz fiir positive Funktionale, Satz 3.5, ein Radon-Maf} A
auf X, so dass

wa:Mﬂ

fir alle f € C.(X). Aus der ersten Ungleichung in (4.6) schlieflen wir weiterhin

@unsMUDzéﬂﬂwznmumm. (4.7)

Mit dem neuen Maf} \ ist also ® : L'(X,\) — R stetig, oder genauer: ® kann zu einer
solchen Abbildung fortgesetzt werden, da C.(X) dicht liegt in L'(X,\) Nach Satz 4.12
existiert dann ein g € L®(X,\) mit ||g|[z=(x,» < 1, so dass

@U%=/7-wﬂ (48)

fiir alle f € L'(X, \) gilt. Das Mafl du = g d\ leistet das Verlangte.

Schritt 1. Normen. In diesem ersten Schritt setzen wir die Existenz des Funktionals A mit
Eigenschaft (4.6) voraus (dieses wird in den Schritten 2-4 konstruiert). Wir zeigen, dass
||(X) = ||®||£(co(x),r)- Dabei nehmen wir ohne Einschrénkung an, dass ||®||z(c,x)r) = 1.
Eine formale Rechnung liefert dann

(4.6)
wa3A1&=A0>summ%ammwm=L

Die obige Rechnung ist nur formal, da die Funktion f(x) = 1 nicht im Raum Cy(X) liegt.
Durch Approximation kann das obige Ergebnis rigoros gezeigt werden.

Aus Ungleichung (4.7) folgern wir direkt die Abschétzung ||®||z(1(x ) r) < 1. Satz 4.12
liefert dann auch ||g||z(x,n) < | @]z (x0)r) < 1 und somit |g(x)| < 1 fiir M-fast alle x.

Wir rechnen nun
12/d)\2/|g|d)\2/f-gd)\
X X X

fir jedes f € Cp(X) mit || f|lc < 1. Die Supremumsbildung ergibt

1z[deAzam{Agﬂmu:fecuxwmdWWms1}

(48) sup {®(f) : f € Co(X) und || flleo < 1}

11l 2o x) m)=1

1.

Somit gilt iiberall Gleichheit und es folgt |g| = 1 fast iiberall. Insgesamt erhalten wir
1|(X) = [ lgldX = X(X) =1 = ||®]|z(co(x)R), also die Behauptung.

36



Schritt 2. Konstruktion von A fiir nichtnegative Funktionen und Eigenschaft (4.6). Setze
A(f) = sup {[®(R)] : b € Ce(X), [h(2)] < fa)Ve € X}

Damit ist eine Abbildung A : CH(X) := {f € C.(X) : f > 0} — R definiert; sie hat die
folgenden Eigenschaften:

o [O(f)] < A(|f)) fir alle f € CF(X) (verwende h = f = |f])
o A(f) >0 fiir alle f € CF(X)

o AMa- f)=a-A(f) firalle f € CS(X) und a >0

o fiir 0 < f1 < faist A(f2) > A(f1)

o A(IFD) < I1®llzom - 11l

Schritt 3. Linearitit von A. Wir zeigen, dass fiir alle fi, fo € CF(X) gilt:

A(fi + fa) = A(fr) + A(f2)

., > Seien f, fa gegeben und € > 0 beliebig. Es existieren hy, hy € C.(X) mit |h;| < f;, so
dass ®(h;) > A(fi) —e gilt. Die Funktion h := h; + hy erfiillt die Ungleichung |h| < fi1+ fo.
Weiter ist

Afi+ f2) =2 ©(h) = ®(Mn) + ©(h2) = A(f1) + A(f2) — 2.

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt A(f1 + f2) > A(f1) + A(f2).

,<“ Sei € > 0 beliebig. Es existiert ein h € C.(X) mit |h| < f = fi + fo und
®(h) > A(f) — e. Wir brauchen hy und hy zu f; und fo.

Setze V :={z € X : fi(z) + fo(x) > 0}. Definiere damit

— fi(z) = f2(2)
hi(z) := h(x) - m und  ho(x) == h(x) - m

fir z € V und h;(x) = 0 fiir alle x ¢ V. B
Behauptung: Die h; sind stetig. Beweis der Behauptung: Auf V ist dies klar. Auf X \ 'V
ist dies auch klar. Die Stetigkeit in den Randpunkten erhiilt man wie folgt: —£— ist

fi+f2
beschriankt und wegen |h| < fi + fo ist h =0 auf 9V
Aus h = hy + hy folgt schliellich

A(fl + f2) = A(f) < cI)(h) +e= CI)(IM) + q)(hz) +e< A(f1) + A(fz) +e.

Da e > 0 beliebig war, folgt A(f; + f2) < A(f1) + A(f2).
Die beiden Ungleichungen zusammen liefern die Linearitdt von A auf nicht-negativen
Funktionen.

Schritt 4. Fortsetzung auf C.(X). Wir setzten nun A auf C.(X) fort, indem wir

A(f) = A(f) = A(F-)

fir f = f, — f_ definieren. Diese Fortsetzung von A behélt alle Eigenschaften.
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Schritt 5. Findeutigkeit von p. Seien puq, po zwei Darstellungs-Mafle. Fiir p := py — po gilt
dann [, fdu = [y fdp — [ fdus = ®(f) — (f) = 0 fiir f € Cy(X). Damit folgt auch
=0 und somit p; = po.

Begriindung: Die Polarzerlegung liefert die Existenz von h € L'(X, |u|) mit |[h] = 1

fast iiberall und dp = h d|p|. Wihle Co(X) > fi "2 b in LY(X, |p|). Dann ist wegen
[ frdp =0 auch

M(X):/de:/thu:/X(h—fk)d/i:/x(h_fk)'hd‘ﬂ‘ < |Mh = fellrx gy = 0.

Also ist |p| = 0 und somit u = 0. O
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Teil 11.

Erweiterungen und Anwendungen
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5. Schwache Konvergenz

5.1. Definitionen und Kompaktheit

Thema und Ergebnis dieses Abschnittes: In X := LP(£, u) besitzt jede beschrinkte Folge
eine schwach konvergente Teilfolge. Genauer: Seien f, € X mit || fi|lzr(x,u) < C (es gebe
also ein C' > 0, so dass || fil|zr(x,n) < C VE € N). Dann existiert eine Teilfolge (k;);en
und ein f € LP(X, u), so dass fi, — f fiir j — oo (schwach in LP).

Problem: Obiges gilt nur fiir reflexive LP-Riume, also fiir p € (1, 00). Wegen (L) # L
ist L' nicht reflexiv und die Aussage gilt nicht fiir p = 1.

Im Fall p = 1 hilft allerdings der Riesz’sche Darstellungssatz. Er impliziert M = (Cy)’
und damit L' € M = (Cy)’. Wir kénnen schliefien: Ist f;, € L beschrinkt, dann existiert
eine Teilfolge und ein A € M = (Cy), so dass fr — A in M.

Im folgenden sei immer X ein Banachraum. Warnung: Damit hat X hier eine andere
Bedeutung als in Teil I.

Beispiele fiir X und die zugehorigen Dualrdume X' = L(X,R) = {2/ : X — R :
2’ linear und stetig }.

o X = LP(Q, ) fiir p € (1,00). Dann gilt nach Satz 4.12 fiir den Dualraum (L)' = L4
mit %4— é = 1. Dies gilt auch fiir p = 1.

o X = L*>(Q, ). Dieser Banachraum ist nicht reflexiv und auch nicht separabel.

o X =C(Cy(2). Dann ist X' = M := {pu| p ist ein signiertes Borel-Maf} auf X}.

Mit der folgenden Norm ist der Dualraum X’ ein Banachraum.

']l x == sup [’ (z)].
zeX
llzll x <1

Dazu gibt es eine Normkonvergenz, ), — 2’ < ||z, — x| x» — 0. Diese Normkonvergenz
wird allerdings praktisch selten verwendet.
Wichtiger sind die schwachen Konvergenzbegriffe (in Rdumen und in Dualrdumen)

Definition 5.1. Sei X ein Banachraum und X' der Dualraum. Weiterhin seien x eine
Folge in X und x), eine Folge in X'. Dann definieren wir
xy. konvergiert schwach-+ gegen x’ € X' genau dann wenn

r) 2 =2l (v) = 2'(z) VreX.
xi konvergiert schwach gegen x € X genau dann wenn

zp — = 2 (zy) = 2'(z) V2’ e X'
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Fiir Elemente A\ € X’ gilt Ay — A (schwach in X') <= p(A\g) — p(A) fir alle p € X”.
Falls alle Funktionale auf X’ gegeben sind durch Elemente von X (durch die zugehorige
Auswertungsabbildung: Identifiziere x € X mit u, € X” durch p,(\) := A(x) fir A € X'),
dann stimmen schwache und schwach-* Konvergenz in Dualrdumen iiberein. Im allgemei-

nen ist dies jedoch nicht der Fall, die schwache Konvergenz ist stéarker, denn sie lafit mehr
Abbildungen zu: Es gilt ’X c X",

Beispiel 5.2. Sei X = (* := (?(N,R). Ein © € X schreiben wir als v = (a',a? d?,...).

Dann st
(I =D o’
jeN
Damit ist X sogar ein Hilbertraum mit (x,y) =3, a’ -V, wobei y = (b',0%,0%, ...).
Sei x, € X = (7 fiir alle k € N mit z; = (a},a3, a3, ...). Weiterhin gelte x), — x =
(a',a? a3, ...). Dann ist a, — &’ fiir k — oo fiir alle j € N.

Beweis. Setze &’ = €; € X' mit €/ : (a’,a?,...) — o’. Dann gilt a], = €/(z;) — €;(z) = o
fiir £ — oo. O

Warnung: Die umgekehrte Implikation gilt nicht! Fiir z := k-ex = (0,....,k,0,....) € X
konvergiert aJ, 2% 0 fiir alle j, obwohl zy, 4 0 gilt. Denn fiir 2 : (a',a% ..) = Y ien aj%
gilt 2’ € X’ und 2/(zy) = 1, aber 2/(0) = 0.

Beispiel. z; := ¢, = (0,...,0,1,0,...).

Behauptung: xj, — 0, obwohl ||xy, — 0||% = ||ax||* = 1 gilt, die Folge x), konvergiert also
schwach, aber nicht stark

Beweis der Behauptung: Nach dem Riesz’schen Satz fiir Hilbertrdume existiert fir alle
v e X' = (?) einx e X, so dass ¥’ (y) = (z,y) fir alley € X.

Sei nun ' € X' beliebig. Sei dazu x € X mit 2’ = (z,.). Dieses x ist von der Form
r = (a',a? a3, ...) fiir eine Nullfolge a’. Dann ist

2 (xy) = (x,21) = (T, €) = ak F258° 0.

Also gilt x;, — 0.
Weiterhin ist auch €, = (zy,.) = 0, |lek|lxs = 1. Dies ist klar, denn im Hilbertraum
stimmen schwach-x und schwache Konvergenz iiberein.

Wir erinnern an den Satz von Hahn-Banach aus der Funktionalanalysis.

Satz (Hahn-Banach Fortsetzungssatz). Sei X ein normierter reeller Vektorraum und Y
ein linearer Unterraum, X € L(Y,R). Dann ezistiert ein A € L(X,R), so dass Ay = A
und [|Allx: = [|Ally.

Bemerkung 5.3. 1. Starke Konvergenz impliziert schwache Konvergenz.
2. Schwache Limiten sind eindeutiq.

3. Schwach konvergente Folgen sind beschrinkt.
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4. Die Norm ist schwach unterhalbstetig, das heifst fir

== ||z]lx < limkinf ek || x -

Beispiel. In obigem [2-Beispiel tritt die schwache Unterhalbstetigkeit mit strikter Unglei-
chung auf: e;, € (%, e, — 0. Aber ||0]|;z = 0 < limy, ||ex|| = 1.

Beweis von Bemerkung 5.3. 1. Seien xp — x und =’ € X'. Dann folgt

[ (2x) — 2'(2)] = |2 (2 — 2)| < [['l|x - lox — 2l x =0
—— N——

=:C —0

2. Sei ), — a und z;, — b. Fiir jedes 2/ € X' gilt dann
2'(a) «— ' (zx) — 2'(D).

Also ist 2’ (a—b) = 2'(a)—2'(b) = 0 fiir alle 2’ € X'. Mit dem Satz von Hahn-Banach
folgert man @ — b = 0. Denn: Auf Y := {A(a — b) |\ € R} definiert \ : ¥ — R,
Aa — b) := |la — b|| ein stetiges hneares Dazu gibt es ein A =: 2/, mit ||\ x = 1,

aber Ma —b) = Aa —b) = ||a — b|| = 0.

3. Sei x;, — x in X. Wir konstruieren eine Familie von Funktionalen auf X', die
Einsetzabbildungen: uy € X", up(2') := 2'(zy).
Fiir g gilt: Fiir alle 2’ € X' ist

p(a') = o' () = 2'(w)

beschrankt. Also ist sup, pur(x’) < oo fiir alle 2. Der Satz von Banach-Steinhaus
(sh. unten) impliziert nun supy, ||l x» < oo.

Wiéhle 2}, mit o} (x) = ||kl|, [|2}|| = 1 (ein solches x} existiert nach dem Satz von
Hahn-Banach). Also ist

sup [k [ x = sup v (Tn) = sgpu(x’k) < sup [kl < oo

4. Sei x, — x in X. Es existiert ein 2’ € X' mit ||2'|| = 1, 2/(z) = ||z|| (Hahn-Banach).
Dann ist
|z|| = 2/(x) = lim 2/ (z) < liminf ||2]| x/ ||z x -
k k ——

=1

Bemerkung 5.3 gilt auch fiir die schwach-x Konvergenz.

Satz (Satz von Banach-Steinhaus). Sei X ein Banachraum, Y normierter Raum, F C
L(X,Y). Dann gilt: Falls fir alle x € X gilt, dass supep ||A - z|| < oo, dann gilt sogar
auch

sup |4 = sup |4 - zf| < o0

HwH 1
AeF
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Frage: Wofiir benétigt man die schwache Konvergenz? Antwort: Weil man leicht schwa-
che Limiten findet!

Satz 5.4. Sei X separabel. Dann ist jede abgeschlossene Kugel Br(0) C X' schwach-*
folgenkompakt.

Fiir alle (Ap)ken in X' mit | Me]lxr < R fir alle k existiert eine Teilfolge (\g,) und
A€ X', so dass M\, — X in X'

Beweis. Sei (ay)neny und a,, € X eine dichte Familie in X (das heifit fiir alle x € X existiert
eine Teilfolge ny, so dass a,, — x; dies ist eine mogliche Definition der Seperabilitét).

Betrachte fiir festes n die Folge A\g(a,) mit [Ag(an)| < [[Aellx - [|an]lx < R - C eine
beschrénkte Folge in R. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl existiert eine konvergente
Teilfolge. Nach dem Diagonalverfahren finden wir eine Teilfolge k;, so dass Ay, (a,,) fiir alle
n gegen den Limes b, konvergiert.

Definiere A nun durch a,, — b, und falls z € X mit « = limya,, (Dichtheit) setze
A(x) := limy by, .

Za zeigen:

1. X € X' ist wohldefiniert
2. es gilt Ay, S\ in XV

Zu 1.: a,, — x dann ist a,, eine Cauchy-Folge, das heifit ||a,, — ap,||x — 0 fiir n,m — oo
entlang der Teilfolge n,. Also ist

I = balle = [[lim A, (@n) = lim Ay, (am)|| < limsup g, (a0 — am)|
J J 1

R j
< limsup [ Ay, - [|[an — amllx < R |lan — amllx — 0.
j

Also sind die b,, Cauchy-Folgen in R. Insbesondere ist A wohldefiniert (das heifit limy by,
existiert und ist unabhéngig von der a,,-Folge).
Fiir A € X’ ist die Linearitéit klar. Weiterhin gilt

sup A(z) = sup A(a,) =suplimsup M, (a,) < R.
zeX an J ~——

an
<1
el <1 lanli< <Rml<R

Zu 2.: Sei x € X beliebig. Es bleibt Ay, () — A(w) fiir j — oo zu zeigen.
Wihle a,, nahe an x:

A, (2) = A@) ] < A () = Ak (an) | + [ Ak, (an) — &aﬁ)\ +[Aan) = Alx)].

Fiir ||a, — z||x klein ist der erste und dritte Term klein. Mit j hinreichend grof ist auch
der zweite Term klein. O

Wir iibertragen nun das Ergebnis auf die schwache Konvergenz.

Satz 5.5. Sei X reflexiv. Dann ist jede Kugel Br(0) C X schwach folgenkompakt.
Falls (xy)ren eine beschrinkte Folge in X ist, so existiert eine Teilfolge xy, und x € X,
so dass x, — x in X.
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Beweis. 1dee: Die xy sind in X”. Wihle schwach-x konvergente Teilfolge in X" = (X')
und interpretiere das Ergebnis in X.

Annahme: X’ ist separabel (dies ist nicht notwendig: Verwende im allgemeinen Fall
Réume, die durch (zy), definiert sind).

Definiere Jxj, € X” durch Jxg(\) := A(xy) fir alle A € X’. Dabei ist

| Jzel|x = sup{Jxp(A\) : A € X', I\ < 1} < 1+ [|ag]]
(k)
Ay

beschrankt.

Nach Satz 5.4 existiert ein #” € X” und eine Teilfolge k¢, so dass Jxy, — 2” in X”. Da
X reflexiv ist, existiert ein x € X, mit 2” = Jx (da J surjektiv ist).

Behauptung: x;, — x in X.

Beweis der Behauptung: Sei A € X’ beliebig. Dann ist

Maxg,) = Jag,(N) = 2"(N) = Jz(\) = A(z).
[
Anwendung von Satz 5.4. Ist X = Cy(R") der Grundraum, dann ist der Dualraum

X' = M(R"), der Raum der signierten Radon-Mafle auf R". Mit der Norm ||u||p =
|p|(R™) ist M(R™) ein Banachraum.

Bemerkung. Der Raum Cy(R") ist separabel, das heifst die schwach x-Kompaktheit gilt
in M(R") = Cy(R™). Gegeben sei eine Folge pp € M(R™) mit ||ugllm = |pr|(R™)
beschrinkt. Dann existiert ein Mafi p € M(R") und eine Teilfolge k;, so dass pu, =opin
M(R™), also

/nfdukj — Rnfam V f e Co(R).

Die schwach-x Konvergenz in M(R™) ist die am hdufigsten verwendete Konvergenz in

M(R™).
Beispiel. Sei x;, € R" eine Folge von Punkten. Setze py, := 04, . Dann ist
[kl m = 162, [(R™) = 65, (R™) = 1.

Also existiert eine Teilfolge py, und ein Grenzwert p, so dass ji, 5oin M(R™).
Fiir alle f € Co(R™) gilt also

iy (F) = | fdu, "= fdp=: p(f).
R™ R"
Bemerkung. 1. Es gilt:
0, fallsay, —
= 0 | falls |2y, | — 00,

2. Fir beschrinkte Folgen x) hat diese Aussage also einen direkten Bezug zum Satz
von Bolzano- Weierstras.
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Wichtiges allgemeineres Beispiel: Dichtefunktionen w, € L'(R™) mit [, |ug|dL” < C
fir alle £ € N lassen sich mit MaBlen p, € M(R") identifizieren. Setze fir A C R",
Ae L(R™)

A

Diese Mafle erfiillen

mwMﬂmmwz/wmwewwwmmsa

n

sind also beschrankt. Daher bilden die puy eine beschréankte Familie und nach Satz 5.4
existiert eine Teilfolge pu, — p in M(R™).
Insofern erhalten wir immerhin (lax gesagt): ux — u als Maf. Genauer:

w5 fr [ wesac= [ paws [ fau
R” n R"
Beispiel. Dirac-Folgen ®. erfillen [ ®. = 1. Im Mafsinne hat . also eine Teilfolge,
die schwach-x konvergiert; der Limes dieser Teilfolge (wieder als ®. bezeichnet) ist das
Dirac-Maf, ®. = &y. Allerdings ist der Limes nicht in L', insofern kénnen wir keine
L'-Konvergenz erwarten.

Bemerkung 5.6 (Zwei schwache Konvergenzen treffen aufeinander). Sei X ein Banach-
raum, X' der Dualraum, x;, — = in X und Ay — X in X'. Dann gilt

k
Ae(z) = A@),
falls eine Konvergenz stark ist.
Beweis. Sei xy, X x, Ny — Ain X’. Dann

M) = Al < Qn(oe) = Awi)l + [Maw) — M)

~
Ik =All 7 [lzx ]| =0 TR

da schwach konvergente Folgen beschréankt sind.
Fiir A\, — \, 2 — z rechne

Mela) = A@)] < Pulee) = Mul@)] + Pale) — Ala)].

VvV Vv
Ikl 7 [ler =] x =0 —0

]

Beispiel. Fulls beide Konvergenzen schwach sind, kann nichts ausgesagt werden. Man
denke an (*(N,R) mit X' = (*(N,R) und die Folge T}, = ex, A\, := €}, : © — (p, ex).
Dann gilt 2, — 0 und A\, = 0. Aber \y(er) = 1 4 0 fiir k — oo.

Bemerkung 5.7. Es gilt die folgende Verschdrfung. Sei X separabler Banach-Raum,
xr — x mit folgender Eigenschaft: fir alle (A\e)r € X', [[Mellxr < C, A = X gilt auch
Me(z) = A(z). In diesem Fall gilt v, — x (stark).
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Bewesis. y, == xp — x — 0. Zu zeigen ist: y, — 0.
Annahme: y; # 0. Dann existiert ein Ay € X', so dass A\g(yx) = |lyk]| # 0 und
| Ak]|x < 1 fiir alle k& (Satz von Hahn Banach).

Fiir eine Teilfolge gilt A\, — A.

Konstruktion

Ein Widerspruch. O

5.2. Schwache Konvergenz in L? und in M

LP-Réaume: Sei 2 C R”, p ein Ma auf Q und X = LP(Q, ). Fiir p € [1,00) gilt nach
Satz 4.12, dass (LP(2, n)) = LY, p) mit % + % =1, also ¢ = }% fir p > 1 und ¢ = c©
fiir p = 1. Im Folgenden werden wir die Abkiirzung LP := LP(), u) verwenden.

Bemerkung 5.8. In L” gilt Folgendes.
e Fiirpe[l,00) gilt

wp = win IP <= VYA€ (LP) 2 L7 gilt Aup) 2 Au)

< Yve LYQ,pu) gz’lt/v-ukdu%/v-udu.
Q Q

o Sei ||ugl|lr < C fiir p € (1,00). Dann ist uy eine beschrdnkte Folge in einem re-
flexiven Banachraum. Daher existiert eine Teilfolge und ein Limes u € LP, so dass
up — u in LP.

Beispiel. Das Beispiel einer schwach konvergenten Folge in LP.
Sei ug(r) = sin(k - x) firx € Q=[0,27] CR mit p= L.
Dann, gilt w, "= 0 in L? fiir alle p € (1,00).
Beweis. Es gilt ||ug||» < 1. Die Kompaktheit liefert die Existenz einer Teilfolge (wieder

als uy, bezeichnet) und einen Limes u € L, so dass uy, "2 uin LP. Sei ® € C([0,27], R)
eine Testfunktion. Inbesondere ist |®(z) — ®(y)| < CL - | — y| (Lipschitz-stetig) und
® € L9, also eine zuléssige Testfunktion.

Somit gilt
2 2
/ uk-<I>—>/ u-® fir k — oc.
0 0

Wir wéihlen Intervalle I, := (£ 2%, (¢ + 1) - 2%). Dann ist

/Ozﬂukwp:%{/léwc(x)-\[(I)(ac)—@(6.2%>l+/Iguk(x).cp(g.%r) de}

‘lSZL% = 0 lokaler Mi‘trtelwert von ug
Es gilt somit
2 2 k—1 o
/ u-q>’<— / uk~®‘ <> || CL- = 0.
=%
Also folgt u = 0, die Funktionenfolge konvergiert schwach gegen ihren Mittelwert. O]
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Schwache Konvergenz in M(R")

Nach Definition bedeutet die schwach-* Konvergenz p; — p in M(R™), dass fiir alle
f c Co(Rn> gllt

[ g [ ran
Wir wollen einen verwandten Konvergenzbegrlff néher betrachten.

Satz 5.9. Fir (positive) Radon-Mafle pu, v auf R"™ sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent:

1. Fir alle f € C.(R"™) gilt
[ sdm [ pan

2. Fiir alle K C R™ kompakt gilt

(K) > limsup i (K)
k

und fiir alle U C R™ offen gilt

pn(U) < limkinf i (U).

3. Fiir alle beschrinkten Borel-Mengen B C R™ mit u(0B) = 0 gilt
iu(B) = u(B).

Ein Beispiel zur Voraussetzung im dritten Punkt: Ist uy = d; 1y und p = &y, sowie
B = (0,1]. Dann gilt 1., aber nicht die Konklusion von 3. Tatséchlich ist p(0B) # 0.

Beweis. ,1. = 2.“ Es gelte [p, f due — [g. fdp fir alle f € C(R"). Sei U C R™ offen

und K C U kompakt. Wahle f € C.(R"), so dass { f=1lauf K

und 0 < f < 1. Dann
supp(f) C U =f=

ist
Nk(U)Z/ fdpe — | fdp > p(K).
n Rn

Nach Anwendung des lim inf ergibt sich

liminf g (U) > p(K).
k—oo
Da K beliebig in U gewéhlt ist, folgt die Behauptung fiir U wegen der inneren Regularitét
von Radon-Mafen.

Der Beweis fiir kompakte Mengen K verlauft analog.
»2. = 3.“ Sei B eine Borel-Menge mit p(90B) = 0.

w(B) < u(B°U0B) = u(B°) + u(0B) < hm 1nf px(B°) < limsup i (B)
R_/—/O k—o0

< u(B) = u(B° U IB) < u(B).
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In der obigen Ungleichungskette muss also iiberall Gleichheit vorliegen. Wegen ju;( B°) <

pr(B) < pu(B) gilt pu(B) = p(B).

»3. = 1.4 Sei f € C.(R™) mit supp(f) C Br(0) und M := || f||s- Sei R > 0 so gewahlt,
dass p(0Bg(0)) = 0 gilt.

Es geniigt, Behauptung 1. fiir f > 0 zu zeigen. Sei ¢ > 0 beliebig. Wihle 0 = ¢t <
1 < ... <1y, In 2 2M mit tj — tj—l < e. Setze Bj = f_l((tj_l,tjb. Dann ist jedes
B; eine Borel-Menge und es gilt B; C Bg(0). Die t; konnen so gewéhlt werden, dass
p(0B;) < p(f~H({tj—1}) + u(f~({t;})) = 0 fiir j > 2 gilt. Es folgt

th,l u(Bj) < fdp < th - p(Bj) + t1 - u(Br(0)).

Rn

) )
N N
StevmB)< [ Fdn 23 teulB) e w(Ba0)
j=2 " =2

mit |t] — tj_1| < e. Also gllt 1. ]

Definition 5.10 (Schwache Konvergenz in M). Fiir (positive) Radon-Mafe puy, pu setzen
wir

Lk M <= FEine der dquivalenten Bedingungen aus Satz 5.9 st erfillt.
Zur Erinnerung:
[ = p =, konvergiert schwach-+ in M(R") = (Cy(R"))
= ml)= [ fdu [ fde vream)
mit der Kompaktheit

lexllm < C 24 es existiert eine Teilfolge und p € M(R™), so dass pg — . (5.1)

Bemerkung 5.11. Der Unterschied der beiden Konvergenzbegriffe liegt im Unendlichen.
Es qilt

* M n
pre = g g = pound [l a = || (R") < C. (5.2)
Die Kompaktheitsaussage ist:

Falls sup || (M) < oo gilt fiir alle M C R™ kompakt, (5.3)
k

so existiert eine Teilfolge und ein Grenzmafl i € M(R™), so dass M 1 gilt.

Beispiel. Betrachte M(R) > py := koy. Dann gilt fir f € C.(R) die Konvergenz
Jo fdu, = kf(k) = 0 fir k — oo. Es folgt also ju M i =0. Da |ug|(R) = k jedoch
unbeschrinkt ist, konvergiert uy nicht schwach-+ in M(R).
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Beweis von Bemerkung 5.11. Die Implikation “=" in (5.2) gilt, weil schwach-*-
konvergente Folgen beschrankt sind.

Beziiglich ,,<=* in (5.2): Da py in M(R™) beschrankt ist, existiert eine Teilfolge und
ein GrenzmaS ji, so dass pi; — ji. Da g und fi aber angewendet auf f € C,(R") dasselbe
liefern, sind sie identisch, u = fi.

Fiir die Kompaktheitsaussage betrachten wir die kompakten Mengen B,,(0) mit m € N.
Nach Voraussetzung ist pu (Bm (O)) fiir jedes m € N beschréankt (unabhéngig von k) und

somit die Einschrénkung von py auf B,,(0) beschrankt in M(R™). Nach (5.1) existieren

ein 4 € M(R") und zu jedem m € N eine Teilfolge mit gy | B, (0) = u|Bmn(0). Die
: . M
Diagonalfolge erfiillt px = pu.

]

Neue Konvergenzen und neue Sichtweisen

Satz 5.12 (Egoroff). Sei (X, A, 1) ein Mafsraum, n(X) < oo und f;, f : X — R messbar.
Dann sind folgende Aussage dquivalent:

1. f; — f p-fast diberall fiir j — oo

2. f;i — [ gleichmdfig auf beliebig grofsen Mengen. Genauver: zu jedem € > 0 gibt es
G. € A mit W/(X\ G.) <e und

fi = [ gleichmdf$ig auf G, fiir j — oo

Beweis. ,2. = 1.“ Wihle zu ¢, = £ Mengen G1 € A mit u(X \ G1) <
gleichméfig auf G1. Fiir G :=|J,, G1. erhalten wir

und f; — f

1
n

WX\ Q) :M<X\UG%) —0.
e

AuBerdem gilt fiir alle x € G, dass f;(z) = f(z).

,1. = 2.“ Sei ¢ > 0 gegeben. Sei weiter G € A mit u(X \ G) =0, f;(z) = f(z) fur
j — oo fiir alle z € G.

Definiere

G = {xe G:|fi(x) = f(z)] < %Vj > k}

Da f;, f messbar sind, ist Gy, € A. Nach Konstruktion gilt Gy ,, C Gj41,, fiir n € N fest.
Fiir jedes n € N behaupten wir

U Grn =G

, C“ ist Kklar.
. gilt wegen f;(z) — f(x) fir alle z € G.
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Wegen
(Grn) 5 p(G) = p(X) < 00

existiert fiir jedes n ein k,, so dass (G \ Gy, n) < €-27" ist. Setze G, :=),, Gk, n. Dann
ist

I
=
VN
C
S
—
&2
5
N——

N(X \ GE) = 2 (X \ mGkn,n>

Auf G, gilt f; — [ gleichméBig. Begriindung: Sei § > 0 beliebig. Wahle ny € N mit
n—lo < 4. Fiir z € G. gilt insbesondere = € Gy, 5, und damit

i) = F@) < - <6 ¥ >
0

]

Korollar 5.13 (Punktweise Konvergenz und schwache Konvergenz). Sei p € (1,00). Es
konvergiere ur — u punktweise fast tiberall in R™ mit ||Uk;||Lp(]Rn7[:n) < C. Dann gilt uj, — u

in LP(R™, L").

Beweis. Wegen der schwachen Kompaktheit in L? existieren eine Teilfolge und w, so dass
up — @ in LP(R™, L™). Zu zeigen ist: u = 4.

Seien ¢ > 0 und ¢ € C.(R") beliebig, Bgr = Bgr(0) C R" so, dass supp(¢) C Bgr(0).
Nach dem Satz von Egoroff existiert ein B. C Bg mit |B.| < ¢, so das u, — u gleichméfig
auf Bg \ B.. Wahle f € (L?) = L9 als f = xp,\5.- Betrachte nun

/fb-fw— uk-fsoz/ Up - — u-soZ/ u- fo.
n R™ Br\B: Br\B: "

Fiir alle 6 > 0 gibt es € > 0, so dass

/nlvfso—/nu-sa

und ebenso fiir . Tatséchlich gilt [, u- fo — [pou-¢© = [p. xB.u- ¢ — 0 wegen der
Konvergenz xp, — 0 in L9. Also folgt [5, (u—1a)- ¢ = 0 fiir alle ¢ € C;(R™) und daher
U = U.

<9

Es existiert also eine Teilfolge, so dass uy, — u gilt. Nach dem Lemma ohne Namen
folgt die Konvergenz der ganzen Folge. O
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Charakterisierung des Fehlers im Lemma von Fatou. Seien uy; > 0 mit ug(z) — u(z)
fiir fast alle x € R™. Dann gilt nach dem Lemma von Fatou.

/ udLl" < limkinf/ u, dL".

Das Standardbeispiel dazu ist die Funktionenfolge uy, mit ug(x) = k fir = € (0,1/k) und
up(x) = 0 sonst. Dann gilt [p, up dL" =1 und u, — 0 fast iiberall.

Wir wollen den Limes genauer analysieren. Seien dazu uy > 0 mit ug(z) — u(z) fir
fast alle z und [ uy — b € R. Wegen uy, = |uy| ist |Jug||p1gn) beschrénkt. Sei jy, das MaB
zu uy, das heiBt [o, fdu, = [5. f - w, dC" Dann ist [|pe|l v < [Juk|prmn) beschrénkt.

Wegen der Kompaktheit gilt: Fiir eine Teilfolge und ein pu € M gilt py — pu.

Nach dem Lebesgue’schen Zerlegungssatz existieren MaBe @ € L'(R",£") und \ €
M(R™), so dass dpp = adL™ +dX mit A L £". Damit ist das Limes-Ma8 in einen reguléren
Anteil 4 und einen singulédren Anteil \ zerlegt.

Behauptung 1: Beide Anteile sind positiv, A > 0 und @ > 0.

Beweis der Behauptung: Wegen fR" pdu = limy fR" @ dug = limy fR” @ - up dL™ > 0 fiir
alle ¢ € Cy(R™) mit ¢ > 0 folgt p > 0. Da das MaB8 A singulér ist, ist A auf einer Menge
A C R" mit £L"(A) = 0 konzentriert. Sei B C A eine beliebige Borel-Menge. Dann ist

0< u(B) = / GdL" 4A(B) = A > 0.
B
=0

Sei nun B C R™\ A eine beliebige Borel-Menge. Dann ist

0§#(B)=/ﬁd£"+/\(B):>ﬂ20.
B =0

Also folgt Behauptung 1.

Behauptung 2: Es gilt v < .

Beweis der Behauptung: Sei € > 0 und Q C R" eine beliebige kompakte Menge. Nach
dem Satz von Egoroff existiert eine Menge B C @ mit |B| < ¢, so dass uy — u gleichméfig
auf @ \ B.

Ohne Einschréankung sei (A N Q) C B. Approximiere B von auflen durch eine offene
Menge U mit B C U und |U| < 2¢. Dann ist G := @ \ U kompakt mit |G| < co. Damit
gilt

/ udLl" = limsup/ uy dL" 5§9 w(G) = / wdl" + \G) = / adLl",
G k G G ~ G
N

=pk(G)
denn \ lebt auf der Nullmenge A mit G N A = ().
Wir folgern v < @ auf @ \ U. Da U beliebig kleines Mafl hat und @) beliebig war, folgt
u < u fast iiberall.
Behauptung 3: Die Ungleichung u > 4 ist im Allgemeinen falsch. Genauer: es gibt uy
wie oben mit ux — 0 punktweise fast iiberall aber uy, dC™ = 1 dL".

Wiihle als uy, die Reihe von Balken der Breite €, = 27% im Abstand V/€r mit Hohe \/L?k

Dann ist das Integral

1
ey —— = 1.

1
u = Anzahl der Balken - Breite - Hohe =~
/o * NG

e
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Bemerkung 5.14. 1. Jedes pn € M(R"™) ist eine Distribution. Dies ist wegen
C(R™) € Co(R™) Klar.

Dabei verwenden wir die folgende Definition. ® : C*(R™) — R linear ist eine
Distribution, falls die folgende Abschitzung gilt: VK C R™ kompakt existiert ein
aeN, C>0mit®(f) <C-|fllce fir alle f mit supp(f) C K.

2. Umgekehrt gilt auch: Jede positive Distribution ist ein Majs.

Genauer: Sei  : C°(R) — R eine Distribution mit ®(f) > 0 fir alle f > 0.
Dann gibt es ein positives lineares A : C.(R™) — R und ein zugehdriges positives
Radon-Map i, so dass Acee = @, ®(f) = [on [ dp fir alle f € C(R™).

Beweis. Setze
A(f) = sup{®(p) : p € CZ(R"), p < f}

fir alle f € CF. Die Menge ist nicht leer, da ¢ = 0 enthalten ist. Wihle ein ¢y € C° mit
@wo > f. Dannist ®(p) < P(¢) (Linearitit und Positivitét). Also existiert das Supremum.
Durch Zerlegung eines beliebigen (nicht notwendig positiven) f € C.(R™) kann A zu einem
linearen Funktional fortgesetzt werden. O

23



6. Singuldre Probleme, Young-MaBe

6.1. Zwei singuldre gewohnliche DGL.
Beispiel 1: Sei 2 = (0,1) C R' und A = 92. Wir studieren

—c-Au+u° = 1inQ
u?(0) = 0
duf(l) = 0

Wir wollen die Losung fiir kleine £ charakterisieren.

Nach dem Maximumprinzip ist «* > 0 und u® < 1. Weiterhin ist «* monoton wachsend;
also ist insbesondere d,u® > 0.

Fiir alle p < oo ist fol |uf|P = ||luf||5, <1 (gleichméBige LP-Schranke). Wegen der Kom-
paktheit in L? gilt fiir eine Teilfolge und € — 0 und eine u € LP: v — w in LP((0,1),R).

Behauptung: u = 1.

Beweis der Behauptung: Teste die Gleichung mit

Z fallsx <§
O ) —
ns(w) = { 1 sonst.

Dann ist

. (6 J 1 !
Oﬁa-u()za-/ &Eue-—:e-/ O us - Ops
) 0 ) 0

€[0,3]

1 1 1
——ee [ av = [0 [0
0 0 0

Die Randterme fallen jeweils weg. Fiir 6 — 0 ergibt sich
1
/ (1 —u)=0.
0 S>——
>0

Also ist u = 1.
Weiterhin kann relativ einfach gezeigt werden, dass d,u® = &y in M([0, 1]), da

1 2/8$u6:/|8xu5|.

Beispiel 2: Sei wieder 2 = (0,1) C R'. Diesmal betrachten wir

—e-Auf 4+ 0 ut = 1
u?(0) = u(1)=0
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Umformulierung: Substituiere v® := u®(x) — x. v° 16st das System

—e-Av 4+ 0,00 = 0
v (0) =
vi(l) = —1

Nach dem Maximumprinzip ist v* € [—1,0] und 9,0 < 0. Insbesondere gilt fiir eine
Teilfolge und v € L>*(f2), das v* — v in LP fiir alle p < oo konvergiert.

Vermutung: Wegen 0,v° < 0 folgt Av® < 0 und damit v — 0.

Behauptung 1: v — 7, U = const auf [0, 1] fiir eine Teilfolge.

Beweis der Behauptung: ||v°||,c < 1. Also ist v° beschrankt in L? fiir alle p. Fiir eine
Teilfolge gilt also v — ¥ fiir ein © € LP((0,1)).

Wiéhle 0 < a < b < ¢ <1 und als Testfunktion: n : [0,1] — [0, 1],

ﬁ-x—%@ fira<z<b
nz): =4 —5-x+-5 firb<z<c
0 sonst.

Testen der Gleichung mit 7 ergibt

3 € € € 1
£'|:U(b) vi(a)  v°(c) U(b)]:6~/(9mv€~8x77=—/&Eve-n:/veﬁxn-
. b—a c—b 0

~
beschrinkt fiir e—0

Fiir e — 0 folgt

/@-@m—O.

Wir folgern, dass 0,v = 0, dass also U konstant ist. Dies kann hier auch elementar einge-
sehen werden:

1 b 1 ¢
0:/6-83577:—- U — -/E:][ @—][ .
b—a J, c—=b J, (a,b) (byc)

Also sind alle Mittelwerte identisch.
Nenne den Mittelwert w. Nach Lemma 4.5 ist 7(z) = w fiir fast alle x.
Behauptung 2: Es gilt ¥ = 0 und v* — 0 fiir jede Folge ¢ — 0.
Beweis der Behauptung: Wahle als Testfunktion n(z) := 1 — . Dann ist

1
- / 0, 0%+ 0zn +¢€ - 0,v°(0) - n(0) —F/a:cv6 -n=0.
0 ~~~ ~~
~ ] e

Da die Randwerte Null sind, folgt fiir das letzte Integral:
2 [
@Z—/v€~8xn:/v€4/ U= w.
0
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Also ist

6—!—6-85,;05(0)—1-/1)5 = 0.
——
<0

Damit ist |w| +— | [v°] < ¢, also w = 0.
Behauptung 3: Mit g = 8y gilt 9,0° = p in M([0,1]) .
Beweis der Behauptung: Wegen 9,v° < 0 ist

1
/ 0,v° = —1,
0

das heifit 9,v° ist beschrinkt in L'((0,1)). Damit sind die zugehorigen MaBe beschrinkt
(pf mit duf = 9,v° dL' oder pf(A) = [, dus = [, 0,0°).

Kompaktheit: Fiir eine Teilfolge gilt p° = g in M. Wihle eine Testfunktion 7 €
C*(]0,1]). Dann ist

—77(1)—/1)8%99;77 ——/8xvf.n—_/nduf_; /ndu.
W—/
—_—

Randterm

vE€—=0

— 0
Also (p,n) = —n(1), das heiit © = —d;.

Bemerkung (Der Exponent 1 ist die natiirliche Wahl). Sei

L O<zx<e
u:R%[O,l},uE(:U)::{i > e
Dann st )
c B z , L < €
&m(m)-{ 0 ,xz>e¢.
Also ist

/&Eu5 =1=|0,u°|[zx <0.

€ 1 p
/yaiuf\p)/ (—) S
0o \& ep

Insbesondere gilt ||0,u®||L» — o0.

Fiirp > 1 ist somat

Bemerkung (Skalieren). Wir hatten —e - 0?u® +u® =1, u¢(0) = 0.

T

Mit der neuen Koordinaten y = 7= ein. Dann ist v*(y) = ut (Ve y) = us(x).
Dieses v° erfiillt das Anfangswertproblem

_ajvs(y) + Ug(y) = 17 UE(0> = 07'

Das ¢ kommt durch 0,v° (\%) = 0 ins Spiel.
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6.2. Young-Malle

Wir beginnen mit einem Beispiel in dem wir eine explizit gegebene Folge schnell oszillie-
render Funktionen wy, analysieren. Wir konstruieren uy : 2 = [0,1] — R wie folgt: Seien
a,b € Rund X € (0,1). Setze

_foa firyeZ+10,)N)
h(y){ b firyeZ+ (A1)

und
ug(z) := h(k x).

Die Folge u; hat die folgenden Eigenschaften:

1. Die Folge uy ist beschriankt in L* und in LP. Ohne Einschrinkung (Wahl einer
Teilfolge) gelte uy — u in LP([0, 1]).

2. Die Folge uj nimmt nur die Werte a und b an, und zwar a im Anteil A aller Punkte
und b im Anteil 1 — X aller Punkte.

3. Der schwache Limes erfillt u(x) = A-a+ (1 — \) - b fiir fast alle x. Dies folgt leicht,
indem man die Definition der schwachen Konvergenz ausnutzt.

Young-Mafle werden deshalb eingefiihrt, weil der schwache Limes der Funktionenfolge
uns wenig Information iiber die Funktionenfolge liefert. Lediglich die Information iiber
Mittelwerte von wy wird extrahiert (die mittlere Hohe von wy ist A - a + (1 — A) - b).
Insbesondere kénnen aus der Grenzfunktion die Zahlen a und b nicht rekonstruiert werden.
Das Young-Maf} wird diese Information enthalten. Das Young-Maf} kodiert, welche Werte
wie oft angenommen werden.

Fiir das angegebene Beispiel erhdlt man mit der Theorie der Young-Mafle folgendes
Ergebnis: Die Folge uy erzeugt ein Young-Mafl v, von der Form

Vm:>\5{a}+(1—)\) 5{b}-

Dies ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf}, es gibt die Verteilung der Werte von u; an: Mit der
Wahrscheinlichkeit A\ finden wir den Wert a vor, mit der Wahrscheinlichkeit 1 — A den
Wert .

Um néher an die Definition des Young-Mafles zu kommen, kann man die Situation auch
so beschreiben: Wir bestimmen fiir beliebige eine beliebige Funktion f € Cy(R) den Limes
von

/Q Flun()) d

Die Werte von f in den Punkten a und b konnen beliebig gewéahlt werden, zum Beispiel
f(a) =1und f(b) = 0. Dann liefert uns der Limes des obigen Ausdrucks eine Information
dariiber, wie oft der Wert a angenommen wird.

Der Limes ist eine Funktion, die von der stetigen Funktion f abhingt. Wir werden

schreiben
[ stw@yae— [ [ 1) du)do.
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Im Falle der obigen Funktion erwarten wir

/Q F(un()) do = / Af(a) + (1 — N f(b) de.

also v, = A dqy + (1 — ) 0y wie oben behauptet.

Wir wollen zusétzlich auch eine makroskopische x-Abhéngigkeit auflésen. Wir erinnern
an die bereits bewiesenen Beziehungen (L')’ = L und (Cy(R))’ = M(R). Im Folgenden
werden wir auch (ohne Beweis) die folgende Kombination verwenden: Sei 2 C R"™. Dann
gilt

LY, Co(R)) = L=(92, M(R)). (6.1)
Zur Notation: Ein Element f € L'(Q, C5(R)) ist eine Abbildung f : @ x R — R mit

f(z,.) € Co(R), wobei [, || f(x,.)]| dz < oo erfiillt ist. Fiir v € L>*°(Q, M(R)) ist, fiir
fast alle z das Maf v(x,.) = v, € M(R).

Satz 6.1 (Definition und Existenz von Young-Maflen). Sei Q@ C R"™ messbar, || < oco.
Fine Folge messbarer Funktionen uy : 0 — R sei gegeben. Dann existiert eine Teilfolge
k — oo und ein v € L¥(Q,M(R) (das von wuy erzeugte Young-Mafs) mit folgenden
Figenschaften:

1. v, ist ein positives Maf auf R fiir fast alle x € Q und es gilt

||Vx||./\/l(]R) = / dl/m S 1.
R

2. Fir alle f € Co(R) und beliebiges p € [1,00) gilt: f(u(.)) — f in LP(Q) fir k — oo,
wobei die Grenzfunktion f : {2 — R gegeben ist durch

Fz) = / F(p) dva(p) = / f dva.

Beweis. Schritt 1. Wir identifizieren die Funktion u; mit einem Dirac-Maf8 v* im Raum
L*(Q,M(R)) = (L'(Q,Co(R))), also ¥ € M(R) fiir alle x € Q. Die Identifikation
geschieht vermoge

VglcC = (5{%(;5)}.

Mit dieser Wahl gilt |[v¥||» = 1 fiir alle 2, also auch ||*]| @) < 1. Der Raum
X = L'(Q,Cy(R)) ist separabel (ohne Beweis), daher sind beschrinkte Kugeln in X’
schwach-#-folgenkompakt. Wir kénnen schlieflen, dass * hat eine Teilfolge besitzt und
einen Limes v, so dass v* = v in L=(Q, M(R)).

Behauptung: Das Mafl v hat die gewiinschten Eigenschaften. Dabei ist die Nichtnega-
tivitdt klar, die Unterhalbstetigkeit der Norm liefert auch [|v|| < 1. Damit ist 1. bereits
iiberpriift.

Schritt 2. Wir betrachten eine beliebige Testfunktion f € Cy(R). Zunéchst stellen wir
fest, dass die Folge f(ug(.)) beschrankt ist und daher (nach Wahl einer Teilfolge) einen

Grenzwert besitzt. Wir gehen zu der Teilfolge iiber und bezeichnen den Grenzwert mit f,
so dass f(ug(.)) = f in LP(Q).
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Fiir eine Lokalisierungsfunktion ¢ = ¢(z), ¢ € C(Q2) bilden wir die folgende Funktion
auf Q x R:

(f @ ¢)(z,p) = f(p) - plz).
Diese Funktion ist im Raum f ® ¢ € L'(Q, Cy(R)). Daher gilt im Limes k — oo

/QT(x)go(x) dm(—/gf(uk(ac dac—/ \/ ) e(x)) dx

{uk(z)}

Wirkung von

T N N R //fdz/m

Da ¢ beliebig war, gilt f(z) = fR f dv, fiir fast alle z. Da diese Grenzfunktion durch v
bestimmt ist, konvergiert die urspriingliche Teilfolge und der Satz ist bewiesen. O]

Satz 6.2 (Werte im Unendlichen). Die Situation sei wie in Satz 6.1. Dann gilt

lim hmsup‘{xEQ |u (2 )|>M}}:O

M—oo  k_soo
genau dann, wenn ||v || = 1 fir fast alle x € Q gilt.

Beweis. Voriiberlegung: Fiir eine positive Zahl M € R betrachten wir Testfunktionen
fur € Co(R) mit Werten in [0, 1] und der Eigenschaft

Furlp) = 1 falls |p| <M
MPTZN 0 falls [p| > M 41

Mit diesen Funktionen liefert der Ausdruck

/Q fulu(2)) do

eine Information iiber die Menge der Punkte z mit |u*(z)| < M. Weiterhin kennen wir
den Limes des obigen Ausdrucks, denn nach Satz 6.1 gilt, fiir & — oo,

/QfM(uk(x))da:%/Q/RfMdux dz .

Schritt 1. Wir zeigen hier, dass die Mengenabschitzung die Aussage iiber die Mafinorm
liefert. Wir starten mit der Ungleichung

/fM Vo> |{x e Q:ut(a) < MY| = 10 — [{z € Q: ub(x) > M) .
Wir bilden den Limes Inferior iiber alle £ und erhalten

//fMdyxd:r,’Zh’gninf(\Q\—|{:1:€Q:uk(x)>M}D.
QJR — 00
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Nun bilden wir den Limes M — oco. Auf der rechten Seite entsteht nach Voraussetzung
die Zahl |2, wir finden also

lim //fMdl/mdx:|Q|.
M—oo [ JRr

Wegen [, far dv, < 1 fiir fast alle  erhalten wir

fiir fast alle z. Damit ist ||v,|| > 1 gezeigt.

Schritt 2. Wir zeigen nun die umgekehrte Implikation. Wir starten wieder mit der Voriiber-
legung, diesmal mit der Ungleichung

/fM(uk(x)) de < [{zeQ:uf(x) < M+1} <0 - [{z € Q:uf(z) > M+1}].
Q
Wir bilden den Limes inferior iiber alle £ und erhalten
/ /fM dv, dz < [Q| — limsup |[{z € Q- ub(z) > M + 1} .
QJR k

Nun bilden wir den Limes M — oo. Wegen |[|v,||p = 1 fiir fast alle  gilt [, far dvy — 1
fiir fast alle z und daher (majorisierte Konvergenz) konvergiert die linke Seite gegen |€2|.
Der Ausdruck auf der rechten Seite liefert die Behauptung iiber das Maf§ der Menge grofler
Werte. =

Korollar 6.3 (Young-Ma$ fiir L'-beschrinkte Folgen). Die Situation sei wie in Satz 6.1.
Falls die Folge u* beschrinkt ist, also ||u*||11q) < C, so gilt ||v,|| =1 fir fast alle .

Beweis. Wir setzen Gy, := {z € Q| |u*(x)| > M}. Dann gilt

M|Gk|§/ |u’“\§/|u’“}§(].
e Q

Es gilt also sup, |Gx| < % In Konsequenz gilt limp;_,o sup, |Gg| = 0. Satz 6.2 ist an-
wendbar und liefert ||, || = 1 fiir fast alle . O

Ein Variationsproblem mit Mikroskala

Beispiel 6.4. Wir betrachten das Energiefunktional

I(u) := /0 ul> + (1 - |8gcu|2)2

fiir u: Q= (0,1) — R. Dazu sei u* eine Minimalfolge, das heifst I(u*) — inf(I).
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Analyse des Funktionals. Die Integranden sind nicht-negativ, es gilt also I > 0. Fiir die
Funktion u = 0 gilt [ |u[* =0 und d,u =0, also I(u) = 1.

Wir betrachten eine Funktion, die aus einem Zacken besteht: Fiir u = 1 — [z — 3| gilt
1 — |9,ul|* = 0 und daher ist /(u) < 1. Insbesondere ist u = 0 kein Minimierer von I.

Wir koénnen eine Funktionenfolge u™ konstruieren, in der «™ viele (ndmlich m) Zacken
hat, alle mit Steigungen £1 und kleiner Hohe der Ordnung O(1/m). Die Folge liefert
I(u™) — 0, es gilt also inf(/) = 0. Da fiir jedes u die Positivitdt I(u) > 0 gilt gibt es
keinen Minimierer. Das Infimum ist kein Minimum.

Analyse der Minimalfolge. Wir betrachten nun eine Minimalfolge u* mit I(u¥) — 0.
Aufgrund des ersten Integranden gilt «* — 0 in L?(Q), aufgrund des zweiten Integranden
ist 0,u® beschriankt in L4(€2). In diesem Raum gilt schwache Konvergenz fiir eine Teilfolge,
also ,uf — 0in L*(Q) (der Limes ist bestimmt, denn er muss mit dem Distributionslimes
0,0 = 0 iibereinstimmen).

Die Folge der Ableitungen U, := 9,u* ist beschrinkt in L*(Q2). Also erzeugt U ein
Young-Mafl v mit ||v,||a =1 fiir fast alle x € Q.

Wir wihlen nun als Testfunktion f : R — R, p — (1 — |p|?)? (eigentlich eine abge-
schnittene Version davon, damit f € Cy(R) erfiillt ist, aber wir wollen diesen technischen
Punkt hier nicht vorfiithren). Weiterhin sei ¢ € C'2°(Q2) eine beliebige Abschneidefunktion.

Nach Satz 6.1 gilt

0L (1 o) = (- ) = ) KT

fiir f(z fR p) dv,(p). Damit erhalten wir

/Rf(p) dv.(p) =0

fiir fast alle . Da f nur in £1 verschwindet, muss v, konzentriert sein auf der Menge
{+1, —1}. Das Ma8 v, kann daher nur die Form haben:

Ve = M) - gy + () - 01y -
Wegen ||v;||pm =1 gilt pu(z) =1 — A(x), also
Ve = A) - a1y + (1= A(2)) - 01y -

Wir wihlen nun als Testfunktion f(p) = p (im formal korrekten Beweis eine abgeschnit-
tene Version davon). Dann ist

mit
= /Rf(p) dv(p) = /RP dva(p) = 1- Mx) + (=1) - (1 = A(z)) = 2- Az) — L.

Insgesamt folgt also A(z) = % fiir fast alle .
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Ergebnis: Falls u* also eine Folge ist mit I(u*) — 0, dann erzeugt 9,u* das Young-Ma8
1 1
e = =10 —d¢_1y.
Vo = 5 0t41) T 5 0(-1)

Interpretation: Jede Minimialfolge muss die Eigenschaft haben, dass im Limes nur Ab-
leitungen £1 vorkommen, und zwar auf der Hélfte des Gebietes +1 und auf der Hélfte
des Gebietes —1.

Nachtrag zur Beschrinktheit der Ableitungen in L*(Q): Fiir u mit beschrinkter Energie
I(u) gilt

1 1 1 !
5 HamuH%A - 5 Co ’Q’ S 5 /(’axu‘4 — CO) S / (1 - laxu|2)2

< /|UI2+ (1= 10:uP)* = I(u),

£

also die Beschrianktheit in L*. Zur Behauptung ,,!“: Es existiert ein ¢y, so dass % Tt <
(1 — [p[*)? + 3¢ fiir alle p € R gilt.
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7. Feine Eigenschaften von Funktionen

7.1. Ableitungen von MaBen und Lebesgue-Punkte

Wir betrachten hier nur die Ableitung beziiglich des Lebesgue-Mafles m := L. Ableitun-

gen beziiglich anderer Mafle konnen ganz analog untersucht werden.

Definition 7.1 (Dichte von Maflen beziiglich anderer Mafle). Sei p ein signiertes Radon-
Maf$ auf R™ und m = L™. Wir betrachten die Kugel B,.(x) mit Radius r > 0 um x € R™

und definieren

Qo) = B — f R

Weiterhin setzen wir
(Dp)(x) = im (@) ().

falls dieser Limes existiert.

Beispiel (Rekonstruktion einer stetigen Dichtefunktion). Sei u das Maf dp = f dm fiir

feC.(R"), also p(A) := [, f dm. Dann gilt

! _
_ fBT(x)l = ]ér(x)f%f(x%

und daher (Dup)(x) = f(x) fir alle z € R™.

(Qrp) ()

Begriindung: Firy € B,(x) gilt f(y) = f(z) +1¥(y) mit supyep, o) [V (Y)] "2Y0. Daher

][ f(y)dyzf f@ydy+ 4+ ) dy.
B.(@) JB,@) I Bo@)

J/

-~

Unser Ziel ist die folgende Aussage:

Auch fiir f € L' gilt fiir das Mafl du = f dm die Aussage (Dp)(z) = f(x),

zumindest fiir fast alle z € R™.

Die Implikation ist dann: Sei u signiertes Radon-Maf3, m = L™ das Lebesgue-Maf, und
1 sei absolut stetig, also u < m. Nach dem Satz von Radon-Nikodym gilt du = f dm fiir
ein f € L'(m). Die Radon-Nikodym-Ableitung f = d%% erfiillt also f = lim, o0 Q,u = Du

fast iiberall.

Zum Erreichen unseres Zieles benétigen wir die Maximalfunktion:
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Definition 7.2 (Maximalfunktion). Sei p ein (positives) Borel-Maf$ auf R"™. Wir definie-
ren
Mp @ R" = [0,00], Mp(x) == sup Q,u(x).

r>0

Die Funktion My heifst die Mazimalfunktion zum Maj$ .

Fir f € L' und du = f dm setzen wir M f := Mpu. Falls p ein signiertes Radon-Maf
ist, so setzen wir My := M|p|.

Proposition 7.3. Sei p ein Borel-Mafs. Dann ist My unterhalbstetig und insbesondere
messbar.

Beweis. Sei A > 0 ein Wert und F = E) := {z|Mu(z) > A}. Unser Ziel ist, zu zeigen,
dass E offen ist.

Sei dazu x € E ein beliebiger Punkt. Es existiert ein Radius r > 0, so dass Q,u(x) =
% =:t > A. Wir wihlen § > 0 so klein, dass (r+0)" < r" - £ erfiillt ist.

Wir behaupten, dass Bs(x) C E. Sobald dies gezeigt ist, haben wir die Offenheit von F
nachgewiesen. Fiir einen beliebigen Punkt y € Bs(z) gilt B,(z) C B,4s(y). Also kénnen
wir rechnen:

-
r+0

1(Brrsy) = u(Bu(z)) = t - m(B(x)) =t ( ) (Byrs(@)) > A - m(Byys(y)).

Wir schlielen, dass M pu(y) > A gilt, also y € E. O

Beispiel. Sei f : R — R die Funktion

f(z) = { 1 firze (-1,0)

] 0 sonst.

Dann st
1 firze(—1,0)

1 ..
Tl fir x < —1.

Das Beispiel zeigt insbesondere, dass die Funktion M f im allgemeinen nur unterhalbstetig,
aber nicht stetig ist.

Lemma 7.4 (Ein Uberdeckungssatz). Sei W C R" diberdeckt mit endlich vielen Kugeln,
W c UY, B.,(z;). Dann existiert eine Teilmenge S C {1,2,..., N} der Indexmenge, so
dass fiir diese Teilmenge S und die vergréfierten Kugeln Bj := Bs, (x;) gilt:

1. By (2:) N By, (x;) = 0 fiir alle i # 7, i,j € S.

2. W c U..q B; und insbesondere

jes Bj

m(W) < 3" m(B,,(x))).

jes
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Die Aussage “insbesondere” folgt aus der Streckungseigenschaft des Lebesgue-Mafes
aufgrund der Tatsache, dass die kleineren Kugeln disjunkt sind. Die vergréfierten Kugeln
werden normalerweise nicht disjunkt sein.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass die (endlich vielen) Radien angeordnet sind: r; >
re > ... > ry. Wir wollen nun die Kugeln mit Uberlapp aussortieren. Dazu setzen wir

o= 1
J2 = min{j > 5|B; N (B;,) = 0}
jk+l = mm{] > ]k’B] N (le U...uU B]k) — @}

Dieses Verfahren bricht ab, wenn keine dijunkte Kugel mehr gefunden wird. Das Verfahren
endet auf jeden Fall nach endlich vielen Schritten, da die Anzahl N < oo endlich ist. Fiir
die Indexmenge S = {j1, jo, ...} ist die Disjunktheit aus Eigenschaft 1 nach Konstruktion
erfiillt.

Fiir den Nachweis von Eigenschaft 2 sei y € W ein beliebiger Punkt. Da die kleinen
Kugeln eine Uberdeckung liefern, gilt y € B, (x;) fiir ein i. Wir unterscheiden zwei Fille:

Fall 1: i = jj fiir ein k. In diesem Fall gilt y € B, (x;) C Bjk’ Der Punkt y wird also
wieder durch eine Kugel getroffen.

Fall 2: i # j; fir alle k. Dann wurde die im Auswahlverfahren die Kugel B; nicht
ausgewahlt; das bedeutet, dass B; N (Bj, U ... U B;,) # 0 fiir alle j, < ¢ gilt. Also gilt
B;N B; # 0 fiir ein j = jj, < i. Da der Radius der j-Kugel grofer ist, r; > r;, umfasst die
dreifache j-Kugel die i-Kugel, Ej D B; = B,,(z;) 2.

In beiden Féllen gilt y € |, Bjk und das Lemma ist bewiesen. O

Satz 7.5 (Abschitzung der Maximalfunktion). Sei p ein signiertes Mafl, Mu sei die
Maximalfunktion, X\ > 0 ein Parameter. Dann gilt

m (ol M) > A}) < 5 3]

Auf der rechten Seite steht die Totalvariation von p, ||u|| = |u|(R™).

Beweis. Die Menge E := {Mpu > A} ist offen nach Proposition 7.3. In der Menge E' sei
K C E eine beliebige kompakte Teilmenge. Wir wollen das Volumen |K | abschétzen.
Fiir alle z € K ist Mu(z) > A, also existiert ein Radius r = r(x), so dass |u|(B,(z)) >
A-m(B,(x)). Die B,.(z) fiir x € K iiberdecken K. Da K kompakt ist, gibt es eine endliche
Uberdeckung K U, By, (), i = ().
Der Uberdeckungssatz 7.4 liefert eine Teilmenge S C {1,2,..., N}, so dass

m() <3S m(B () €35 31wl (B) <35 el

]GS JGS disjunkt

Wegen der inneren Regulatitatseigenschaft von Radon-Maflen gilt m(E) =
sup{m(K)|K C E, K kompakt} und damit die Behauptung. O
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Definition 7.6 (Schwach-L'). Fiir f : Q — R messbar schreiben wir f € weak-L'(Q),
falls fiir emn C' >0 gilt

1
\{|f\>>\}|§CX VA>0.
Bemerkung. 1.) f € L' = f € weak-L".

Beweis: Sei 0 < \ beliebig. Dann gilt

_ VL2 (= Yt
LRV IES R B o= 3 AU Ei

2.) Der Raum weak-L' ist nicht identisch mit L.

Beweis: Auf Q = (0,00) betrachten wir f(x) = L. Dann ist f & L'. Aber es gilt
10, )| = {f > M} = %, also ist f € weak-L".
3.) Fir f € L' ist die Mazimalfunktion M f in weak-L".

Beweis: Satz 7.5. Als Konstante kann C = 3™ f||1 gewdhlt werden.

Definition 7.7 (Lebesgue-Punkte). Sei f € Li (). Dann heifit © € Q ein schwacher
Lebesque-Punkt, falls

f— f(zx) firr—O0.
By ()

Der Punkt x heifst Lebesque-Punkt, falls
][ |\f — f(z)| = 0 firr — 0.
By ()

Einfache Ubung: Jeder Lebesgue-Punkt ist ein schwacher Lebesgue-Punkt.

Der nachfolgende Satz ist einer der beiden zentralen Sétze dieses Abschnittes. Die Idee
des Beweises ist wie folgt: Ist || f]|weax_rz1 < € fiir alle ¢ > 0 so ist [{|f| > A}| = 0 fir alle
A > 0. Dann ist {|f| > 0} = U/\:%{m > A} eine Nullmenge, also f = 0 fast iiberall.

Satz 7.8 (Lebesgue-Punkte). Fiir f € L. () gilt: Fast alle Punkte sind Lebesgue-Punkte.

loc

Beweis. Ohne Einschrinkung sei Q = R*, f € L'(R"). Setze

amm:f Fy) — F@ldy wnd  Tf(x) = limsup(T,f)(x).

By (x) r—0

Wir wollen zeigen: T'f = 0 fast iiberall. Sobald dies gezeigt ist, ist der Satz bewiesen.

Zu f und beliebigem € > 0 finden wir eine Funktion g € C(R"), so dass die Differenz
h := f — g klein ist, ||h||z: < e (Dichtheit stetiger Funktionen in L'). Dann gilt auch

T f ()] = ’f|9—9($)+h—h($)| < [(Trg) ()] + [(T-h) ()] -
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Wegen der Stetigkeit von ¢ gilt T,.g(xz) — 0 fiir r — 0. Also ist T'f(x) < Th(zx). Weiterhin
ist nach Definition von 7,
fuol
By (x)
also Th(x) < |h|(x) + Mh(z).

Sei nun A > 0 beliebig. Aufgrund der obigen Ungleichungen implizieren |h(z)| < A/2

[ Toh(x)| < [h(z)] +

und

s, (@) h‘ < A\/2 zusammen |T,.h(z)| < A. Es gelten daher die Mengeninklusionen

{|Tf] > A} < {|Th| > A} C {|h| > %}U{Mh> %} :

Wir bilden das Mafl der Menge und erhalten

‘{!Tf\ > /\}’ < thl > %)\H + H\Mh| > %)\H
Ce

2 2 1
< [lhllze 5 + 3l 3 = C bl = ==
mit C' = 2(1+3"). Wir kénnen ¢ > 0 in Abhéngigkeit von A klein wéhlen. Wir schlieflen,
dass fiir beliebiges A > 0 die Menge {|T'f| > A} ein verschwindendes Mafl haben muss.
Also gilt T'f = 0 fast {iberall. m

Bemerkung (Nachtrag betreffend nur lokale Integrierbarkeit und beschriankte Mengen).
Fir f € Li(R") (nur lokal integrierbar) gilt flp,o) € L'(R™). Unser Beweis zeigt,

loc

dass fast alle Punkte in Bgr(0) Lebesgue-Punkte fir f sind. Indem wir die abzdhlbare
Vereinigung | Jpey bilden, finden wir, dass fast alle Punkte des R™ Lebesgue-Punkte sind.
Beispiel. Sei f =1(00) : R = R. Dann sind alle v € R\ {0} Lebesgue-Punkte.

Korollar 7.9. Sei f € Lt (Q). Dann erfiillen fast alle x € Q

loc
FoAr-sar o
B,(x)

Beweis. Behauptung: Fiir alle  und alle ¢t > s > 0 gilt [t — s|P < P — sP.
Beweis der Behauptung: Fiir t = s stimmt die Behauptung. Fiir t > s ist

Olft = sl =p-(t—s)""" <p " = Ot — 5"].

Wir betrachten nun die Funktion g := | f|? von der Klasse g € L'. Nach unserem Satz
sind fast alle x € €2 Lebesgue-Punkte von g. Sei nun z ein Lebesgue-Punkt von g. Dann
gilt

Beh
Four-s@p 4 U= l@prl=F g gla)l o
B, (z) B, (z) B, (z)
Damit ist die Behauptung bewiesen. O]
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Wir wollen abschlieSend nochmals die Anwendung unseres Satzes iiber Lebesgue-
Punkte auf Mafle erwéhnen: Sei p << m absolut stetig beziiglich des Lebesgue Mafes.
Dann gilt djy = fdm fiir ein f € L' nach dem Satz von Radon-Nikodym. Fast jeder Punkt
x ist Lebesgue-Punkt von f. In diesen Punkten gilt nach Definition von Dy die Relation
Dup=f.

Man iiberlege sich fiir Mafle 4 mit singuldrem Anteil die folgenden Aussagen: Es sei
dpu = fdm+ dv mit fdm < dm und dv L dm. Dann gilt trotzdem Dp(x) = f(z) fur
m-fast alle x. Weiterhin, falls v > 0, so ist Du(z) = oo fiir v-fast alle z.

7.2. Punktweises Differenzieren von Funktionen

Wir betrachten Sobolevfunktionen f € W', Wir erinnern, was dies bedeutet: Fiir alle
Richtungen ¢ = 1, ..., n ist die Distributionsableitung 9; f von der Klasse 0; f € LP. Genauer
bedeutet dies, dass ein g; € LP(R") existiert mit g; = 0;f im Distributionssinn, also, fiir
alle ¢ € C*(R"),

- f'&-so:/ gi - e

Rn

Unsere Frage: Gilt dann fiir 2 € Q der Grenziibergang

flx+he) — f(z)

h h—0

0if (),

zumindest fiir fast alle 27 Unser Ziel ist der Beweis des Rademacher Theorems, wonach
dies gilt, falls p = co. Wir werden sehen, dass sogar p > n ausreicht.
Idee des Beweises: Der Grenziibergang ist moglich in den Lebesgue-Punkten von V f.
Wir benutzen den Satz von Morrey (eine der Sobolev-Einbettungen), wonach gilt:

Wl’p%C’O’afﬁrp>n,oz:1—E>0.
p

Es existiert also eine stetige Einbettung des linken Raumes in den rechten. Die Zahl k — %
wird als Sobolev-Index von W*? bezeichnet. Sie entspricht der (gebrochenen) Differen-
zierbarkeitsordnung der Funktion. Wir wollen erinnern, dass die C*-Norm die Summe
aus dem C®typischen Term ist (wie im Satz unten) und der Supremumsnorm. Ahnlich
ist die W'P-Norm die Summe aus der LP-Norm des Gradienten (wie im Satz unten) und
der LP-Norm der Funktion. Normalerweise lassen sich (zumindest in beschriankten Ge-

bieten) diese “Normen niedrigerer Ordnung” leicht kontrollieren. Insofern ist die folgende
Abschétzung die zentrale Aussage der Morrey-Einbettung.

Satz (Morrey). Sei f € WHP(R™). Dann hat f einen stetigen Reprisentanten und es gilt

() — ()] < Cr° ( / |Vf|p)” = OVl g o)

2r (2)

fir alle y € B.(x). Dabei ist Vf = (Of,...,0nf) der distributionelle Gradient und die
Konstante C' > 0 hdngt nicht von f ab.
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Satz 7.10 (Satz von Morrey im 1-dimensionalen Raum). Sei Q = (a,b) C R und u €
WP(Q) mit p > 1. Dies bedeutet, dass die distributionelle Ableitung

b
<%M@=—/uﬂw

fiir alle ¢ € CHQ) dargestellt werden kann mit einem v € LP(R), dass also (Oyu)(p) =
fabv - fiir alle ¢ € CH(). Dann hat u einen stetigen Reprdsentanten mit

[u(z) = u(y)] < CrO™ VP Vul| o, ()
fiir alle y € B,(z).

Beweis des eindimensionalen Satzes. Wie im n-dimensionalen setzen wir o = 1 — 110.

Schritt 1. Abschiitzung fiir glatte Funktionen. Sei u € C* (Q). Fiir z,y € Q = (a, b) ist

Yy
lu(y) —u(x)| = / O,u(t) dt‘ (ohne Einschrinkung sei y > x)

y i v \7q
< (/ |8xu|p) : (/ 1q) (Holderungleichung mit d,u € L?, g = Ll)
T T p—

1
s(/ |@m§p¢%ﬂ
B (x)

Die Morrey-Abschéitzung gilt also mit C' = 1.

Schritt 2. Jedes uw € WU hat einen stetigen Reprisentanten, fiir diesen gilt die
Abschitzung fir alle xz,y. Wir verwenden u.(z) := u * ®_ fiir eine Folge ¢ = ¢ — 0.
Aus der Theorie der Sobolevraume ist bekannt, dass u. stark gegen u konvergiert. Insbe-
sondere gilt fiir eine geeignete Folge ¢, — 0

1. ue — uin WP,
2. Fiir fast alle x gilt u.(z) — u(x).
Insbesondere ist u. eine Cauchy-Folge in WP, es gilt ||u. — us||w1» — 0 fiir £,8 — 0. Sei
zo € Q ein Punkt mit u.(z¢) — u(xo). Unsere Abschétzung liefert
|(ue — us)(y) — (ue — us)(wo) | < CT [lue — us|lwrs .
—_—— —_——
—0 —0

Wir schlieen, dass u.(y) eine Cauchy-Folge in R ist; fiir alle y existiert ein @(y), so dass
us(y) — u(y) fiir e — 0. Wegen der Konvergenz u. — u punktweise fast iiberall gilt & = u
fast iiberall.

Nun verwenden wir nochmals die Abschétzung.

| uc(y) — ue(z) | < Cr|[Vue| e
—— =
—u(y) —u(x)

fiir alle x, y, also auch
la(y) — w(z)| < Cr*|[Vul|

fiir alle x,y. Insbesondere ist @ stetig. [
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Hinweis: Nur in der Abschétzung (Schritt 1) wurde n = 1 ausgenutzt.

Definition 7.11 (C%!'-Funktionen und Wh*-Funktionen). Sei Q C R™ offen und be-
schrdnkt, u : Q@ — R. Wir erinnern an zwei Definitionen.

1. w ist Lipschitzstetig <= u € C%1(Q) :<=> es emistiert ein C > 0 (die Lipschitz-
Konstante, C' = ||u||Lip ), so dass

u(y) —u(@)| < Cly —=z| Va,y €.
2. u € WHe(Q) <= u € L>®(Q) und es existiert Vu € L>(Q) mit

—/Qu-VSOZ/Q(VU)‘SO Y € C, ().

Satz 7.12 (C%!-Funktionen und Wh*-Funktionen). Es gilt
WLOO(]R”) — CO,l(Rn).

Genauer gilt: u € COHR™) = u € Wh(R"™). Umgekehrt existiert fiir jedes u € W1 (R™)
ein Reprdisentant @ mit o € C%1(R").

Bemerkung. C%! — W™ st erstaunlich, da die Definition von C%' keine Forderung
an die Ableitungen stellt. Umgekehrt ist WH> — C% formal die Morrey-Einbettung mit
p = oo.

Beweis. Schritt 1. Die Einbettung W1 «— C%1,

Sei u € W' mit Distributionsgradient Vu € L*(R™). Auf jeder beschrinkten Teil-
menge ) C R™ ist die Funktion u € WH>(Q) c W?(Q) fiir jedes p > 1. Wir wiihlen ein
p > n und schliefen aus der Morrey-Einbettung, dass u einen stetigen Reprisentanten
hat (den wir mit u bezeichnen) und dass dieser Lipschitz-stetig ist.

Weiterhin erfiillen die regularisierten Funktionen

U ;= ux P, > u

im Raum W'P(Q), also auch in C%(2) fiir a = 1 — n/p, insbesondere punktweise. Wir

bemerken aulerdem
[Vue || = [[Vu* @[ < ||V,

weil Glattungen Konvexkombinationen von Werten benutzen. Beide Informationen zu-
sammen liefern (wir nutzen aus, dass u. klassisch differenzierbar ist)

) = u(a)| 5 o) = o) = | [ Vlo 4t (=) -y =)

<[Vl oo

< [IVullze - [y — |-

Der Représentant u ist also Lipschitzstetig.
Schritt 2. Die Einbettung C% — Whoe,
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Sei u € C%!(R") Lipschitzstetig. Wir miissen die Distributionsableitung von u unter-
suchen. Sei dazu ¢ € C}(R™). Dann gilt

—0i{u)(p) = / u- Oip
o(r + he;) — ¢(x)

B T A
= lim u = hei) = ulx) ~p(z) de.
h—o00 R™ h ,

~~
|- [<l[ullLip

Dabei haben wir im letzten Schritt eine Variablentransformation y = x + h - e; verwendet.
Die Distributionsableitung erfiillt daher

{0} (0)] < [ullip - [lllzr -

Wir schliefen, dass d;u € (L'(R™)) (das Funktional kann erweitert werden zu einem
stetigen Funktional auf L'). Nach Satz 4.12 kann das Funktional dargestellt werden mit
einer Funktion in L, es gilt d;u € L. Genauer: es existiert ein v; € L*(R"), so dass

~ [ wog=ate) = [uee

fiir alle . Dies ist aber aber gerade die Bedingung fiir u € W1, O

Bemerkung. Der Satz gilt lokal: WE™(Q) = Co:X(Q). Fir beschrinkte Lipschitz-Gebiete

loc

Q C R" gilt auch WH>*(Q) = C%Y(Q) und die Normen kinnen gegeneinander abgeschiitzt
werden.

Satz 7.13 (W'P-Funktionen sind differenzierbar). Sei u € W'?(R™) mit p > n. Dann
gilt fiir den stetigen Reprdsentanten von u und fir fast alle x:

[u(y) = u(z) = Vu(z) - (y — 2)| = ol|y — z])
fir y — x. Dies bedeutet, dass u klassisch differenzierbar ist in x mit Ableitung Vu(zx).
Beweis. Die Morrey Einbettung 7.2 liefert einen Représentanten u € C*(R"™) fiir @ =

1—2>0. Wegen Vu € LP (R™) kénnen wir die Aussage iiber Lebesgue-Punkte aus Satz
7.8 (beziehungsweise Korollar 7.9) verwenden: Fiir fast alle  gilt

][ |Vu — Vu(z)|? — 0 fur r — 0.
Br(z)

Sei = so ein Punkt. Setze v(y) := u(y) — u(z) — Vu(z) - (y — x). Zu zeigen ist |v(y)| =
o(|y — z|). Wir verwenden nacheinander (a) die Morrey-Abschétzung (b) die Definition
von Mittelwerten (c) Einsetzen von Vv (d) die Aussage fiir Lebesgue-Punkte von oben.
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Die Konstante C variiert von Zeile zu Zeile.

il < o) -l e ([ QT@)‘W'}’);

1

= Cr'h <][ |Vv|p) ’
Bar(z)
1

Damit ist der Satz gezeigt. O
Als Korollar erhalten wir den Satz von Rademacher.
Satz 7.14 (Rademacher). Lipschitzfunktionen sind fast tiberall differenzierbar.

Beweis. OXF = Whoo s WLP O

loc loc loc *

Bemerkung. Wir weisen auf Folgendes hin. Fine Funktion kann gleichzeitig fast iiber-
all differenzierbar sein und auch distributionell differenzierbar. Die beiden Ableitungen
miissen allerdings nicht tibereinstimmen.

Ein Beispiel ist die charakteristische Funktion eines Intervalles, deren Ableitung fast
tberall existiert und verschwindet, wihrend die distributionelle Ableitung aus zwei Dirac-
Majlen unterschiedlichen Vorzeichens besteht.
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8. Hausdorff-Male

Motivation: Wir wollen niederdimensionale Mafle auf R™ definieren. Fiir Teilmengen A C
R”™ und s € [0, n] soll gelten:

0<H(A) <oo <= Aisteine s-dimensionale Menge in R".

Fiir s ¢ N ist dabei zunéchst nicht klar, was mit der Dimension gemeint ist, wir werden
sie mit dem Hausdorff-Maf definieren. Unser Ziel muss sein: Es gilt die Identitat H™(A) =
L"(A) fir A C R™

8.1. Definition und elementare Eigenschaften

Wir beginnen mit der Definition fiir ganzzahlige Dimension s.

Definition 8.1 (Hausdorff-Maf}). Sei A CR", 0 <se€ N und 0 < § < oco. Setze

H3(A) = inf {iw (dame)

i=1

AcC U C;, diam(C;) < 5}

7j=1

Hierbei ist ws das Volumen der s-dimensionalen Finheitskugel, also ws = L°(B1(0)). Wei-
terhin konnen wir wegen H3 (A) > Hj,(A) fir 1 < 6 setzen:

Hi(A) = (lsig(l) H5(A) =sup Hj(A).

6>0
Die Abbildung H?® : P(R™) — [0, o0] heifit das s-dimensionale Hausdorff-Maf$ auf R™.

Wir beginnen mit einigen elementaren Beispielen.

Punktmenge in R!. Sei s = 1 und A = N C R. Dann gilt H!(A) = 0. Beweis: Es
geniigt, C; = {j} zu wéhlen. Das Beispiel zeigt, dass man abzéhlbare Vereinigungen in
der Definition von Hj verwenden sollte.

Strecke in R'. Sei s =1 und A = (0,1) C R. Dann ist

mf{Zdlam ACUC diam(C <(5}

Wir unterteilen A in N abgeschlossene Teilintervalle I; mit |I;] = ¢. Dies ist mit N < 41
Intervallen moglich. Es gilt daher

N
1
LA) < IL|l=N-6<[|=+1])- 1.
<31 i< (G+1) 0
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Also gilt H'(A) < 1. Man kann auch zeigen, dass es keine bessere Uberdeckung gibt; dies
liefert H'(A) = 1.

Strecke in R*. Sei s = 1 und A = {(2,0) € R? : x € (0,1)} C R? eine Strecke im
R%. Uberdecke A mit 6-Kugeln wie zuvor: A C Ujvzl BY(x;), N ~ 5. Damit ist Hj(A) <
1+ O(8). Wieder gilt H'(A) < 1. “Die Dimension der Umgebung wird nicht gesehen!”

Eindimensionales Maf} einer Fliiche. Sei A = [0,1]* C R?. Will man A mit Men-
gen vom Diameter § iiberdecken, so bendtigt man O(6~2) solche Mengen. Daher ist das
eindimensionale Mafi H}(A) ~ §572 = §~'. Der Limes & — 0 liefert H'(A) = oo, das
eindimensionale Maf} einer zweidimensionalen Menge ist unendlich.

Halbkreisbogen in R?. Sei s =1 und A = {(x,y) € R?* : y > 0, 22 + y*> = 1}. Setze
zy, = e fir k =0,1,...,N, N = O(%). Die Mengen C). sollen jeweils das Bogenstiick
zwischen xp und xy,; {iberdecken. Dann gilt

a; or .5 2
e S + (@om)” + ...

i6k:7r’ ‘ T 1
2

e

diam(Cy) = |xpy — x| = ‘e

=1
4
= 1/ (7)2 + @ +0(0) =m0+ 0o(9).
Wir schlieffen

al 1
> diam(Cy) = < m+o(l) = 7.
k=1

Hausdorff-Mafle und Funktionale. Sei ;1 = H![S!, das heifit p1(A) = HY(AN
SY). Dann ist pu; € M(R?) = Cy(R?). Das zugehorige lineare Funktional auf stetigen
Funktionen ist L,, : Co(R?) — R,

Lyn(p) = / @ dpn =/ @ dH' =/ pdS.
R2 St St
Sei i, = H'|0B,(0). Dann gilt p, — p fiir r — 1, da
() = / pdH' — pdH' = 1 (p)
8B, (0) 8B, (0)

fiir alle p € Cp(R?) gilt.
Interpretation: dB,(0) konvergiert gegen dB;(0) im Sinne der zugehorigen Mafe.

Eine partielle Differentialgleichung

Wir betrachten ein niederdimensionales Objekt, die eindimensionale Linie I' := R x {0}
in R%. Zu einer glatten Gewichtsfunktion A : ' — R definieren wir das Mafl y = X\ H!|T,
also

/Rﬁd“:/rww(x) M (x).
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Nun wollen wir eine partielle Differentialgleichung betrachten, in der die rechte Seite ein
Maf ist, ndmlich
Au=p. (8.1)

Diese Gleichung ist im Distributionssinn zu verstehen und identisch zu

/ U'AQO:/)\'QO Vo € C°(R?).
R? r

Wir wollen nun erarbeiten, was die Gleichung in klassischer Schreibweise fordert. Sei
dazu n = (0,1)" der Normalenvektor von I'. Wir nehmen an, dass die Lésung u glatt
genug ist, so dass alle vorkommenden Ausdriicke wohldefiniert sind.

Testfunktionen mit supp(¢) NT = P liefern Au = 0 auf R? \ T..

Allgemeine Testfunktionen ¢ liefern

/)\~g0 = - Vu'V<p+/(qu0'n|+—quo~n|_)
r r

R2\T ~~ -
=Ve-n-|u]

:/RQ\FAW—/F (vu-n) go—f—/r[u]Vgo-n.

:=Vun|y—Vun|_

mit [u] ;== uy —u_. Das erste Integral verschwindet. In den anderen Integralen konnen ¢
und 0, unabhingig voneinander variiert werden. Also ist die PDE (8.1) dquivalent zu

Au = 0 inR?\T
Vu-¢p] = —X aufl
[u] = 0 auf I'

Die physikalische Interpretation ist eine singuldre Quelle auf I'; die einen Sprung in der
Flussrate bewirkt.

Gebrochenes Hausdorff-MaB

Wir wollen nun Definition 8.1 auf nicht ganzzahlige Dimensionen erweitern. Dazu sei
0 <seR 0<d< oo, AC R" Wir ersetzen lediglich in Definition 8.1 die Zahl
ws = L°(B1(0)) durch

wobei I'(s) = fooo e - 2t dr fir 0 < s < oo die Gamma-Funktion ist. Insbesondere
gilt a(n) = w, fir n € N, so dass wir fiir ganzzahlige Dimension die alte Definition
wiederfinden.

Satz 8.2 (Das Hausdorff-Maf ist ein Borel-Maf}). H® ist ein Borel-Maf. Genauer gilt: H?
st ein dufleres Maf$ auf R™ und die Borel-Mengen sind messbar. Es gilt die Regularitit,
dass zu jedem A C R™ eine Borel-Menge B D A existiert mit H*(A) = H*(B).

Der Satz liefert, dass H?® ein Borel-Maf ist. Allerdings ist H*® (fiir s < n) kein Radon-
Ma8B.
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Erinnerung. Wir erinnern an Definition 3.1 von Radon-Mafien: Borel-Majfle sind
Radon-Mafe, falls die Bedingungen (R1)-(R3) erfillt sind.

Weiterhin erinnern wir an Korollar 3.6: Positive Borel-MajfSe p auf R™ mit u(K) < oo
fir alle kompakten Mengen K C R™ (FEigenschaft (R3)) sind Radon-Mafse.

Wir hatten oben ein Beispiel mit n = 2 und s = 1. Das Rechteck @ := [0, 1] x [0, 1]
erfiillt H'(Q) = oo. Tatséchlich: Um den Quader @ mit Quadraten C; der Seitenlénge §

zu iiberdecken, benotigt man die Anzahl N ~ (%)2. Fiir diese Uberdeckung gilt
ZN:d. 1 50
1am(Cj)~N~(5~5 — 00
j=1

Da keine wesentlich bessere Uberdeckung maglich ist, gilt H'(Q) = oc.

Die kompakte Menge Q C R? beweist, dass das Mafi H' die Bedingung (R3) nicht
erfiillt. Daher ist H! kein Radon-Maf} auf R?.

Auch Bedingung (R2) ist durch H! auf R? nicht erfiillt: Fiir das Intervall M = [0, 1]x {0}
ist das Maf jeder offenen Umgebung unendlich, obwohl das Mafl von M endlich ist.

Beweis von Satz 8.2. Schritt 1. H® ist ein dufleres Maj$. Wir miissen die drei Eigenschaf-
ten (A1)-(A3) aus Definition 1.5 von #uBeren MaBen iiberpriifen. Die Abbildungseigen-
schaften (A1) und die Monotonie (A2) sind per Definition erfiillt. Es bleibt die Subaddi-
tivitdt (A3) zu zeigen.

Sei dazu {Ax}72,; C R™ eine beliebige Familie von Mengen, wir wollen das Maf§ der
Vereinigung der A, studieren. Fiir jede der Mengen A, wihlen wir eine Uberdeckung
wie in der Definition des Hausdorff-MaBes, A; C U}Z, C¥ mit diam(C}) < 4. Fiir eine
Fehlervorgabe ¢ > 0 wahlen wir die Mengen (C’]’?)j so gut, dass das Hausdorff-Mafl von
A, bis auf einen Fehler €27 realisiert wird.

Die Vereinigung iiber alle j und alle k {iberdeckt dann die Vereinigung der A, die
Familie {C’f};x;g: | fiberdeckt [ J;2, Ax. Also gilt auch

H; (G Ak> siia(s) (dlamT(Of)) <y [H3(Ax) + 27" :5+iH§(Ak).

k=1 k=1

Da ¢ beliebig war, erlaubt dies weiterhin auch eine Abschéitzung des Hausdorff-Mafles:

H? (U Ak) «—H; (U Ak> <Y M AR) <) H(A).
k k=1 k=1 k=1
Dies zeigt die Subadditivitat von H?.

Schritt 2. H® st Borel-Mafs. Wir zeigen diese Eigenschaft mit dem Caratheodory-
Kriterium aus Proposition 3.3. Seien dazu A, B C R™ mit dist(A4, B) > 0. Zu zeigen
ist

(AU B) = H*(A) + H(B).

Wir wihlen zunichst § > 0 mit § < 1dist(A4, B). Sei nun dazu eine beliebige Uber-
deckung von AU B gegeben durch AU B C |J, C) mit diam(Cy) < 4.
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Zu (C;); definieren wir nun Indexmengen, die jeden Index j entweder der Menge A oder
der Menge B zuordnen: A := {j|C;NA # 0}, B := {j|C; N B # 0}. Damit gilt A C |J;c4
und B C [J,;c5 Ci- Nach Konstruktion ist C; N C; = 0 fiir j € A und ¢ € B und daher

oo (#52)
= S ate) (M) S e (M)

jeA i€B
> H3(A) + H3(B).

Da die Uberdeckung (C}); beliebig war, schliefen wir H3(AU B) > Hi(A) + H3(B) fir
0 < § < 1dist(A, B). Im Limes 6 — 0 finden wir also auch H*(AU B) > H*(A) + H*(B).

Nach Schritt 1 gilt auch ,<“ (denn H® ist ein duBeres Mafl). Wir erhalten also die
Gleichheit H3(AU B) = H3(A) + H3(B). Damit ist das Caratheodory-Kriterium nachge-
wiesen und die Borel-Eigenschaft ist gezeigt.
Schritt 3. Regularitit des Hausdorff-Mafles. Der Durchmesser hat die Eigenschaft
diam (6) = diam(C) fiir jede Teilmenge C' € R™. Durch Ubergang auf abgeschlossene
Uberdeckungen kann daher ‘H; auch charakterisiert werden als

H3(A) = inf {Z a(s) <dlamT(Cj)) 'A C UCj, diam(C;) <6, C; abgeschlossen} :
J J

Wir betrachten nun eine beliebige Menge A C R"™ mit H*(A) < oo. Wegen der Mono-
tonie in 4 gilt dann auch H3(A) < oo fiir alle § > 0. Wir finden daher eine Familie von
Uberdeckungen {C¥}22,, k € N, C¥ abgeschlossen mit diam (CF) < 1, so dass A C U, G}

j=1

und .

diam(C] . 1

ZQ(S) <—2 > SHI(A) +
J

Mit Hilfe dieser Familie von Uberdeckungen kénnen wir nun die folgenden Mengen
betrachten: Ay := {J; Cf und B := [, Aj. Dann ist nach Konstruktion (als abzéhlbare
Vereinigung beziehungsweise abziahlbarer Schnitt solcher Mengen) die Menge B eine Borel-
Menge.

Wir wollen nun noch zeigen, dass die Borel-Menge B D A dasselbe Mafl hat, wie A.
Zunéchst stellen wir fest, dass wegen A C Aj fiir alle k auch A C B gilt. Wegen der
Monotonieeigenschaft gilt also auch H*(A) < H*(B). Andererseits kénnen wir mit der
obigen Familie von Uberdeckungen fiir k& — oo rechnen:

H(B) «— Hi(B <Z (‘mm—m> <H1(A)+%—>HS(A),

also auch ‘H*(B) < H*(A). O
Satz 8.3 (Elementare Eigenschaften). Es gilt:
1. HO ist das Zihlmaf, das heifit H*(A) = Anzahl der Elemente von A

7



2. H' =L auf R

3. H® =0 auf R™ fir alle s > n.

4. HE(NA) = XNH*(A) fir alle A >0, A C R™.

5. H(L(A)) = H*(A) fir L:R" — R", L affine Isometrie, das heifit |Lz| = |z|.

Beweis. Wir zeigen Eigenschaft 2. Sei dazu A C R und § > 0. Nach Definition des
(duBeren) Lebesgue-MaBes gilt

£YA) = inf{zdiam(@-) AcC UCJ}

< inf {Z diam(C}) |[A C UC diam(C;) < 5} = H;(A).

J

Limesbildung 6 — 0 liefert £'(A) < H!'(A).
Andererseits ist I := [k 9, (k+1) 6], k € Z, diam(C;N1;,) < dund ), ., diam(C;NI;) <
diam(C}). Daher ist

LY(A) > inf {ZZdiam(Cj N 1) )A C UCJ} > Hi(A).

JEN keZ

Zusammen folgt £L'(A) = H}(A) fiir alle § > 0 und alle A C R™. Also folgt £' = H' auf
R (nach Einschrankung auf Lebesgue-messbare Mengen).

Die Eigenschaften 1, 3, 4 und 5 sind einfach nachzuweisen (als Ubung). O

Die Hausdorff-Dimension
Lemma 8.4. Sei ACR", 0 <s<t<oo. Dann gilt
1. Falls H*(A) < oo, dann ist H'(A) =0
2. Falls H'(A) > 0, dann ist H?(A) = +o0.
Beweis. Sei H*(A) < 0o, § > 0. Wiihle eine Uberedeckung A C U; Cj, diam(C;) < 6 mit
3 as) (—dlam(oj)>s < HY(A) +1 < H(A) +1.

, 2
J

Dann ist

H;(A)

IN

2000 (#)

J

O{(t) s—t St—s s
<SP e o

t>s
*)

als

0 beschrankt

Aussage 2 ist dquivalent zu Aussage 1. O
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Definition 8.5 (Hausdorff-Dimension). Fir A C R"™ heifst die Zahl
dimy(A) :==inf{0 < s < oo |H*(A) =0}
die Hausdorff-Dimension der Menge A C R".
Bemerkung. Fir A C R" gilt
1. dimy(A) <n

2. Sei s = dimy(A) die Hausdorff-Dimension von A. Dann gilt H'(A) = 0 fiir alle
t > s und H'(A) = oo fir alle t < s. Es gilt H*(A) € [0,00], wobei auch die
Grenzfille moglich sind.

8.2. Isodiametrische Ungleichung und H" = L"

Ziel: Wir wollen zeigen, dass das n-dimensionale Hausdorff-Mafl auf dem R™ mit dem
Lebesgue-Maf iibereinstimmt, also H" = L".
Ein wichtiges Zwischenziel auf dem Weg dahin ist die isodiametrische Ungleichung:

s )

£r(a) < ato) (22

fiir alle A C R™. Also: Das Maf§ einer Menge ist hochstens so grofl, wie das Maf} einer
Kugel von demselben Diameter. Die Idee des Beweises ist, die beliebige Menge A C R”
durch eine symmetrische Menge A* zu ersetzen (symmetrisch zum Ursprung).

Bemerkung. Die isodiametrische Ungleichung kann nicht elementar geometrisch bewie-
sen werden, denn eine Menge A ist nicht notwendigerweise in einer Kugel vom Durch-
messer diam(A) enthalten.

Das gleichseitige Dreieck ist ein Gegenbeispiel.

Die Steiner—Symmetrisierung

Notation: Sei a € R™ mit |a| = 1 ein Richtungsvektor. Dieser Vektor definiert eine Ebene
senkrecht zu a,

E, :={z € R"|(z,a) = 0}.

Weiterhin kénnen wir fiir jeden Punkt x € R” eine Gerade durch x definieren als
Ly = {t-a+zx|teR}.

Die orthogonale Projektion auf die Ebene E, ist P, : x — x — (z,a)a.

Definition 8.6 (Steiner-Symmetrisierung). Sei a € R", |a| =1, A C R™. Dann heifst

1
Sa(4) = | {ta+b’|t|§§H1(AﬂL§)}
beE,
AmLZ#@

die Steiner—Symmetrisierung von A beziiglich der Ebene E,.
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Lemma 8.7 (Eigenschaften der Steiner—-Symmetrisierung). Die Steiner-Symmetrisierung
lisst das Volumen der Menge unverdndert und ldsst den Diameter nicht wachsen. In
Formeln:

1. diam(S,(A)) < diam(A)
2. Ist A L"-messbar, so auch S,(A) und es gilt L"(S,(A)) = L"(A)

Beweis. Zu 1. Sei diam(A) < oo und ohne Einschrénkung A abgeschlossen. Wir betrach-
ten beliebige Punkte z,y € S,(A). Wir denken dabei an zwei Punkte, die den Diameter
anndhernd realisieren, diam(S,(A)) < |z —y| + .

Zu den beiden Punkten x und y betrachten wir die Projektionen z = P,z und y = F,y.
Zusatzlich betrachten wir den E,-Abstand des duflersten rechten und linken Punktes in
AN Le:

r, =sup{t|ta +z € A},
l, = inf{t|ta+z € A}.

Ebenso 7, und [, zum Punkt y. Ohne Einschrénkung sei r, — [, > r, — [, ansonsten
vertauschen wir  und y.
Wir koénnen nun rechnen

1 1 1 1
re —ly > §<Tr —ly) + Q(Ty —ly) = 5(% =)+ §<Ty —by)
1 1
> 5Hl(AmL;) + §H1(AHLZ)

> [{z, )| + [y, )| = [{z =y, a)],

die letzte Zeile wegen z,y € S,(A). Mit dieser Vorbereitung erhalten wir fiir den Abstand
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zwischen x und y die Abschétzung

=yl =17 =g + [z —y,0)) < |7 = g* + (r = 1))?
= |(z +rsa) — (7 + lya)|* < (diam(A))*.

Da x und y in S,(A) beliebig waren, ist Behauptung 1. gezeigt.

Zu 2. Die Volumeneigenschaft ist im Wesentlichen eine Konsequenz aus dem Satz von
Fubini. Sei ohne Einschrankung a = e,, = (0,...,0, 1) (dies ist keine Einschriankung, denn
L™ ist invariant unter Rotationen). Die Ebene E, ist dann E, = R"! x {0} = R*L.

Wir definieren f : R"~! — R als die Hshenfunktion zu S,(A), also f(z) := 1H'(ANLY).
Das Hausdorffma von AN L% stimmt mit dem der Menge A, := {y € R|(z,y) € A} CR
tiberein (das Hausdorff-Maf ist rotationsinvariant und sieht den Grundraum nicht). Wegen
L' = H' auf R (sieche Eigenschaft 2 in Satz 8.3) gilt dann auch 2f(z) = H{(AN L2) =
HY(A,) = LY(A,).

Der Satz von Fubini liefert, dass f £" '-messbar ist, und dass das Mafl von A durch
hintereinander ausgefiihrte Integration bestimmt werden kann. Wir verwenden die eindi-
mensionale Mengen A, := {y € R|(z,y) € A} und (S,(A)), := {y € R|(z,y) € S.(A)}

und rechnen
L'(A) = /Rn_l LMA)dL" (z) = /Rn—l 2f(z)dx
= [ £ 4 @) = £l ),

Damit ist der Satz bewiesen. O]

Isodiametrische Ungleichung
Mit dem #dufleren Lebesgue-Mafl L™ gilt:

Satz 8.8 (Isodiametrische Ungleichung). Mengen A C R™ erfiillen

M)n . (8.2)

LM(A) < a(n) ( 5

Beweis. Sei diam(A) < oo und {ey, ..., e, } die Standard-Basis von R™. Setze A; := S, (A),
Ay := S, (A1) und so weiter bis zu A* := A, := 5., (An—1).
Schritt 1. A* ist symmetrisch zum Ursprung. Die Menge A; ist nach Konstruktion sym-
metrisch beziiglich E,,. Sei nun 1 < k < n und A; symmetrisch bzgl. E.,, ..., E., . Dann
ist App1 = S, +1(Ak) symmetrisch beziiglich E,, . Wir wollen noch einsehen, dass die
vorher erzielten Symmetrien nicht zerstort werden.

Dazu sei 1 < j < k fest gewdhlt. Es sei S; : R" — R™ die Spiegelung an der Ebene .
Ein Punkt b € E,, ,, sei beliebig gewdhlt. Aus S;(Ay) = A, folgt

H (AN L) = H (AN L3 ).

Also ist {t|b+t-ep11 € App1} = {t|S;-b+t-epy1 € Apiq} und daher auch S; (A1) = Apia.
Da dies fiir alle 1 < j < k gilt folgt, dass A* = A, beziiglich E.,, ..., E., symmetrisch ist.
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Die Hintereinanderausfithrung aller Spiegelungen ist die Punktspiegelung x +— —x.
Insbesondere ist die Menge A* = A,, punktsymmetrisch zum Ursprung.

Schritt 2. L™"(A*) < a(n) (diam(A*)/2)". Fiir jeden Punkt 2 € A* ist auch —z € A* nach
Schritt 1. Daher gilt diam(A*) > 2 - |z| fiir jedes x € A*. Wir schlieflen, dass A* C B,(0)
gilt mit r := % Es gilt also £L"(A*) < L™(B,(0)).

Schritt 3. E”(A) < a(n) (diam(A)/2)". Der Abschluss A ist L"-messbar. Wir konnen
daher Lemma 8.7 auf A anwenden und erhalten

£ ((A)) = £ (S, ((A),,)) = £ ((A),,) = = £7(Se, (4) = £7 (A).
Weiterhin ist diam (fl*) < diam (fl) Also gilt auch

£(A) < £ (A) =2 ((A)") < am) (M)

2

< afn) (%) < afn) (5"

Damit ist die isodiametrische Ungleichung gezeigt. O]

H" ist das auBere Lebesgue-Mal3
Satz 8.9. Es gilt H" = L™ auf R".

Gemeint ist in diesem Satz das duflere Lebesgue-Mafl £ und das duflere Mafl H". Fiir
beliebige Mengen A C R” gilt die Gleichheit H™(A) = L"(A).

Beweis. Schritt 1. L"(A) < H™(A) fir alle A C R™. Sei dazu 6 > 0 beliebig. Wéhle
A C |, Cj, diam(C}j) < 4. Nach Satz 8.8 ist

<Z£n Z (dlamC)) .
Infimumsbildung ergibt
LM(A) < HF(A).

Limesbildung fiir § — 0 ergibt die Behauptung.

Schritt 2. H™ ist absolut stetig beziiglich L™. Wir werden sogar mehr zeigen: Fiir eine
Konstante C), gilt die Abschéitzung

H5(A) < CuL"(A) (8.3)

fiir alle Mengen A C R™. Wir konnen die Konstante explizit angeben: Wir wahlen C,, :=
a(n) (v/n/2)" so, dass fiir Wiirfel Q C R" gilt:

a(n) (“%@)n = C.L"(Q).
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Mit dieser Konstante gilt

HM(A) < inf {Za(n) (dlamT(Qj))” ‘Qj Wiirfel, A C UQj, diam(Q;) < (5}

— inf {Z C,.L"(Q;)

= C,L"(A) (nach Definition des dufieren Lebesgue-Mafes).

Q; Wiirfel, A C | ] @, diam(Q;) < 5}

Fiir § — 0 folgt die Abschétzung (8.3) auch fiir H". Es gilt insbesondere auch die
Absolutstetigkeit.

Schritt 3. H"(A) < L"(A) fir alle A C R™. Seien dazu § > 0 und €, > 0 beliebige (kleine)
Parameter. Nach Konstruktion des Lebesgue-Mafles konnen wir A mit Wiirfeln wie folgt
iiberdecken: A C |J; Q; fiir Wiirfel @; mit diam(Q;) < 0 und 3, L™(Q;) < L™(A) + &L

Wir verwenden hier das folgende Lemma:

Lemma 8.10. Fliir festes 1 € N und den Quader Q; existiert eine Familie von Kugeln
{Bi}2, C Qi, so dass Bi. disjunkte abgeschlossene Kugeln sind mit diam(Bj) < § und

Lr (Qi \(J B,i) =0. (8.4)

Das Lemma kann bewiesen werden durch Auffiillen von offenen Mengen durch abge-
schlossene disjunkte Kugeln. Es ist eine Folgerung aus dem Vitali-Uberdeckungssatz.

Wir setzen nun den Beweis von Satz 8.9 fort. Nach Schritt 2 folgt aus (8.4) auch
H3(Qi \ U, Bi) = 0. Dies erlaubt die Rechnung

Hi(A) < Y HFQ5) =D H; (UB%)
< D HB) <Y o) (dm ) ch (B])
- Zgn (U B;) = ch(Qj) < L™(A) +er.

Wir haben dabei nacheinander verwendet: (a) Subadditivitit von Hj (vergleiche den
Beweis von Satz 8.2), (b) obiges Lemma 8.10, (c) wieder die Subadditivitit von HY,
(d) die Definition des §-Hausdorff-Mafes (die Kugeln liefern eine Uberdeckung), (e) das
Lebesgue-Mafl von Kugeln, (f) Disjunktheit der Kugeln, (g) wieder Lemma 8.10 und
schlieflich (h) die Wahl der Quader.

Da ¢y, beliebig war, gilt H7(A) < L™*(A). Im Limes § — 0 erhalten wir die Behauptung
des Satzes. O
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Beispiel 8.11 (Dimension der Cantor-Menge). Sei C' C [0,1] die Cantor-Menge. Die
Menge C' ist selbstdhnlich: Mit den skalierten Kopien C := %C’ und Cy = % + %C’ gilt
C=CUCs.

Fiir eine Dimension s € R, s > 0 ¢ilt daher

1 1\°
H(C) =H* (CLUCy) = 2H? (50) 9 (5) He(C).
Es muss also entweder H*(C') = 0 oder H*(C) = oo gelten, oder die Dimension erfillt
2(3)° = 1. Die letztere Bedingung kann wmgerechnet werden in sln(z) = In(3) oder

auch s = In(2)/In(3) € (0,1). Tatsdchlich kann gezeigt werden, dass die Dimension der
Cantormenge gegeben ist durch
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9. Der Raum BV

Die uns gut vertrauten Funktionenfamilien sind die
e (°-Familie: C*® (Holder-stetige Funktionen)

e LP-Familie: W*? (Lebesgue-messbare Funktionen)

Die LP-Raume fiir p € (1,00) haben gute Eigenschaften: Sie sind separabel und refle-
xiv und daher gut geeignet in der Analysis von Partiellen Differentialgleichungen. Fiir
die Grenzfille gehen jedoch Eigenschaften verloren: L ist nicht separabel, L! ist nicht
reflexiv. Es gilt zwar (L') = L, aber eben auch (L>) # L.

In manchen Anwendungen (z.B. bei der Verwendung des Young-MaBes) erhélt man
allerdings aus dem Problem nur eine Kontrolle der L'-Norm (zum Beispiel von einer
Losungsfolge). In diesem Fall ersetzt man oft den Raum L' durch M, also durch den Raum
der signierten Radon-Mafle. Dies hat den Vorteil, dass beschrankte Folgen konvergente
Teilfolgen (und insbesondere einen Limes) besitzen.

Analog wollen wir nun den Raum Wh! ersetzen. Der Ersatz wird mit BV bezeichnet,
BV steht fiir “beschrénkte Variation”. Der Raum hat sehr gute Eigenschaften, die relativ
einfach aus den Eigenschaften von Maflen gefolgert werden koénnen:

e BV ist ein Banachraum, es gilt Wt c BV
e Jede beschriankte Folge in BV besitzt eine Teilfolge mit Limes u € BV
e Glatte Funktionen sind dicht in BV

Zur Vorbereitung wollen wir feststellen, dass vektorwertige Mafle wie skalarwertige Ma-
e behandelt werden kénnen.

Bemerkung 9.1. Sei Q2 C R™. Dann ist
M(Q,R™) = MQ)™ L Co(02, R™Y
@ {(t1s ooy i) : 30 € M(QQ) positiv und o € L=(Q,R™, 1) mit du; = o; du} .
Beweis. (1) Fir ¢ € Co(,R™) setze ((p11, -, tm); ) = D51 {j, ;) und fiir ¢ €
Co(2,R) sei (1, ) := (1) - €;).

(2) Die Inklusion ,,D¢ ist klar. Zur Inklusion ,,C*“: Sei (u1, ..., ttm) € M(,R™). Setze
o= Z;n:l |pj|. Dann ist p; < p. Nach dem Satz von Radon-Nikodym existiert ein

0j € L'(p) pj = 0 - i (genaver dy; = o dy)
Sei E C () eine Testmenge. Dann ist

R e _mE)
fo= sy o= [ m =t e L

wegen ((E) > |p;|(E) > p;(E). Da E beliebig war nimmt nach Lemma 4.5 die Funktion
o; nur Werte in [—1, 1] an und ist insbesondere in L>. O
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0.1. Definitionen und BV im Eindimensionalen

Definition 9.2. Sei Q C R" offen. Wir definieren den Banachraum der Funktionen
beschrdnkter Variation durch

BV(Q) := {u € L'(Q) [Vu € M(Q,R") }

mit der Norm
[ullBy = |lullzr + [Vl ag

Bemerkungen zur Definition: 1.) Die Norm ||u|lpm = |p|(§2) ist die Totalvariation. 2.)
Vu ist der distributionelle Gradient, also die Distribution mit

(Vu, ) = — / udiv(yp) dL”
Q
fir alle ¢ € C(Q2,R"). 3.) Mit dem Ausdruck Vu € M(Q,R") wird in der Defini-
tion gefordert, dass L := Vu : C.(2,R") — R zu einem stetigen linearen Funktional
L : Cy(©2,R") — R fortgesetzt werden kann. 4.) Die Menge BV(€) ist tatséchlich ein
Banachraum. Betreffend die Vollstéandigkeit von BV bemerken wir, dass fiir eine Cauchy-
Folge uy in BV(Q2) die Folge w;, eine Cauchy-Folge in L'(Q) ist und die Folge Vuy ei-
ne Cauchy-Folge im Raum der Mafle M(£2) ist. Entsprechend sind diese beiden Folgen

konvergent, fiir die Limiten u und v erhélt man Vu = v, weil beide Folgen auch im
Distributionssinn konvergieren.

Bemerkung 9.3. Eine dquivalente Beschreibung des Raumes BV kann mit der Variation

va(w) =sup { [ wainte) |y € ), ol <1
Q
angegeben werden. Fs gilt
BV(Q) = {ue L'(Q)|Va(u) <o} .

Beweis. ,C* Sei u € BV(Q) und ¢ € C1(Q) eine Testfunktion mit ||¢||. < 1. Dann gilt
[ udivto) == [ Tu-o < [Tululiele < [Tull
Q Q
,D“ Sei u € L'(2) eine Funktion mit

sup {/udiv(gp) lp el ol < 1} < 00. (9.1)
Wegen u € LY(Q) existiert Vu € D'(Q). Fiir alle p € C°(Q) ist

L(p) :== (Vu, @) = /udiv(gp).
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Also liefert (9.1)
sup {L(¢) ¢ € O, [|@llec <1} < 00,

Diese Abschitzung impliziert, dass L erweitert werden zu einem stetigen linearen Funk-
tional L : Cp(2,R") — R.
Wir wollen dieses allgemeine Prinzip im konkreten Fall vorfiithren: Sei ¢y, € Cj ein

Element, fiir das wir L(pg) definieren wollen. Wir approximieren und finden C2° 3 ¢ %
o € Cp. Es gilt

| L. — L] = [L(pr — o) < Cllor = @ellsc = 0.

Die Werte Lyy sind eine Cauchy-Folge, also konvergent, und L kann durch Ly, :=
limy, Ly, fortgesetzt werden zu L € Cy(2, R™) = M(2,R™). O

Bemerkung 9.4. Se: Q) C R" offen. Wir setzen
BVio() := {u € L, .(Q) VK C Q kompakt gilt:

sup{ [ i) € CLR), el 1 < 00}
Q
= {ulun € BV(Q) vn € CZ(Q)}
Beispiel 9.5. Es gilt WH(Q) € BV(Q). Fiir alle p € [1,00] gilt WHP(2) C BV, ().

Beweis. Fiir u € WHH(Q) gilt 9,,u € LY(Q) € M(Q), also u € BV(Q). Falls alle Ablei-
tungen von der Klasse d;u € LP(K) sind fir alle kompakten Teilmengen K C €2, so gilt
Oiu € M(K), also u € BV}, (). O

Mit Hilfe von BV -Funktionen kénnen wir nun ein geometrisches Objekt einfithren: Den
Umfang einer Menge E.

Definition 9.6 (Endlicher Perimeter). Sei E C R™. Wir sagen, dass E einen endlichen
Perimeter besitzt, falls die Funktion xg : R" — R,

{1 firxeFE

XE(:C): 0 sonst

eine BV (R™)-Funktion ist. Ahnlich definiert man: E hat einen lokal-endlichen Perimeter,
falls xg € BV gilt.
Beispiel 9.7. Sei E C R" eine beschrinkte Menge mit Lipschitz-Rand, und ¢ €
CHR"™,R"). Dann gilt
<VXE790>:_<XE>V'SD>:_/ XEV-soz—/V-so
n E

= —/ n-p=(-nH"|0F,¢)
OF

mit dem dufleren Normalenvektor n auf OE. Diese Rechnung liefert uns den Gradienten
von X g, ndamlich

Vxg = —n-H" ' OE,

und insbesondere Vxg € M. Die Menge E hat also einen endlichen Perimeter.
Wir bemerken, dass das Mafl Vxg sowohl Rand als auch Normalenvektor kodiert.
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Der Raum BV im Eindimensionalen

Hier sei stets Q = (a,b) C R!. Betrachte Funktionen v € BV(2), das heiit u := d,u €
M(Q,R).

Ein einfaches Beispiel: Sei

1 fallsy >c
0 sonst.

u(z)=a-z+b-H(x) mit H./(y):= {

Dann ist d,u = a +b- 6, (oder: p=a L' +bH|{c}).

Dieses Beispiel suggeriert, dass die typischen BV-Funktionen stiickweise glatte Funktio-
nen sind, zusétzlich kénnen Spriinge auftreten. Dass allerdings die Ableitung auch andere
Anteile enthalten kann, zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 9.8 (Cantor-Teil der Ableitung). Sei C' C [0,1] die Cantor-Menge, C' = (), Ex
in der natirlichen Konstruktion. In jedem Konstruktionsschritt konnen wir das Cantor-
Maj$ der k-ten Stufe betrachten,

XEx p1_ 1
B m] C T TR B

mit || px|([0,1]) = 1. Wegen der Kompaktheit von M in der schwach-* Topologie fin-
den wir ein Grenzmafl pn mit u, — p. Dieses Grenzmaf heifit das Cantor-Maf. Es ist
konzentriert auf C' (also ist p L L) miat p([0,1]) = 1.

Da C' diberabzdhlbar ist, ist p ist nicht die abzdhlbare Summe von Dirac-Mafien.

Cantor-Funktion: Sei F : [0,1] — [0, 1] monoton wachsend der gleichmdiflige Limes
der Fy(z) = ([0, z]). Fir die Distributionsableitung gilt dann 0,F = p € M. Insbe-
sondere ist F' € BV((0,1)). Die Ableitung ist aber nicht eine Kombination von glatten
Anteilen mit Springen.

Ausblick: Mit SBV bezeichnet man den Raum “special BV”, den Raum der Funktionen
in BV ohne Cantor-Teil in der Ableitung.

Zur weiteren Klarung der Notation: p, € M hat die Dichte fi(z) = Xﬁ; —» das heifit
duy = fr. dC'. Dann ist

F(x) = ([0, 2]) /duk /fkdc—/fkq

Damit ist F) = fi. Weiterhin ist

F'.t 2 FLt = f. Lt 5

Lemma 9.9 (Extraktion des Spriinge-Anteils). Sei u € BV(Q), Q = (a,b). Dann gibt es
eine Funktion s : Q3 z+— s(z) € R, so dass fir alle z € Q gilt

][ u—][ u— s(z) fire —0

> Is(2)] < oo.

zeQ)

und mit

Insbesondere ist s(z) = 0 bis auf abzihlbar viele Stellen.
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Beweis. Wahle als Testfunktion die Hiitchenfunktion

1 -2 firze(z—e¢ 2
ne(x) =4 1 -2 fiirz e (z,2+¢)
0 sonst.

Dann gilt (Satz von der majorisierten Konvergenz bezichungsweise duflere und innere
Regularitiat von pu)

z4e€ z
(@) i= ul(:) ¢ Gun) = Gun) = ~{won) = f  u—F

Hierbei ist
—1 in(z,z2+e¢)
in (z—¢,2)

axna = %
0 sonst.

Fiir alle Punktmengen (z)xen abzidhlbar und disjunkt gilt

D lsC)l =) =) = lu (U{Zk}) < [pl(2) < oo,

da p ein beschrinktes Radon-Ma#f ist.
Zum Beweis: Fiir ein Mal p € M(Q) gilt ||u|| < oo und daher ist

A=Az eQ:p({x}) # 0}

abzéhlbar. Es gibt nur endlich viele « mit |x(x)| > 1, endlich viele z mit |u(z)| > 3, usw.
Die Elemente von A heiflen die Atome von p. O]

Satz 9.10. Sei u € BV(Q), Q@ = (a,b). Dann gibt es Reprdsentanten u, und u, von
w mit ug (u,) links- (rechts-) stetig, u.(x) # ue(x) in abzdhlbar vielen Punkten x und

S e lr — wil(2) < o
Beweis. Wihle zg € Q mit

xg ist Lebesgue-Punkt von u und
u({zo}) = 0, also kein Atom fiir J,u.

Setze
u,(z) = u(o) + pu([zo, x])  fiir x> g
' . U(.To) - M((x>330]) fir x < xo-
Wihle
%‘2_6) fiir z € (zg —€,20 +¢)
L 1 fir z € [xg + ¢, 2]
) THEZ fijr 2 € (2,2 + €]
0 sonst.
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Also ist

To+€

lawsal) = @u) =~y = u—f

0—¢€
—

—u(zo)

denn z ist kein Atom. Damit gilt

r+e
][ u — up(T).
x

1. Sei x Lebesgue-Punkt und p({z}) = 0 (dies sind fast alle x)

Dort ist
1 x+e€ 1 r4e 1 1 r4e 1 x
e Js 2-¢ J,_. 2 e J, € Joe

-~

—ur(z) —u(zx) 9:90

Also ist u, = u fast iiberall. Damit ist u, Repréisentant von .

2. u, rechtsstetig:

up( +8) = up(2) “E° p([wo, @+ 68]) — pl[wo, 2]) = p(w, 2 +8]) — 0,
=:Ag
denn (.o As = 0.
Fiir x > x bilde uy(z) = u(zo) + p([zo, x)). Dann ist u,.(z) — u,(z) = p({x}). O

Satz 9.11 (Charakterisierung von BV in 1D). Sei Q = (a,b) C R. Definiere
BVip(2) = {u: Q — R| Abschdtzung (9.2) gilt},
wobet

sup {Z lu(zps1) —u(zg)| ra <z <29 < .o <2y < b} < 0. (9.2)
k

Dann ist BV1p(Q2) = BV(Q) in dem Sinne, dass
1. BVip(Q) C BV(Q) und
2. alle u € BV(Q) haben einen Reprisentanten in BVip ().

Beweisskizze. ,C* Wihle zu v € BV(Q) den Représentanten wu, (linksstetig). Sei (xy)
beliebig. Setze I := (x, Tg11). Dann ist

> lue(wrin) = uelw)l = D lulfon, )] < [ul(92) < Jlull

k

»,2“ Sei u: (a,b) — R mit (9.2).
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Behauptung 1: u hat rechtstetigen Représentanten.

Beweis der Behauptung 1: Fiir ein Widerspruchsargument nehmen wir an, dass in einem
Punkt zg gilt limsup,,, u(z) # liminf,,, u(x). Dann gibt es rechts von xy unendliche
Oszillationen, im Widerspruch zu (9.2).

Wir setzen nun wu(zg) = lim,,, u(z) in jedem Punkt xy. Dies ist tatsdchlich ein Re-
prasentant, denn (9.2) schlieBt aus, dass es eine iiberabzihlbare Zahl von Sprungpunkten
gibt.

Behauptung 2: u ist ,,gleichméfig rechtsstetig®, das heifit fiir alle ¢ > 0 existiert ein
d > 0, so dass fir alle z € (a,b) gilt |u(z +y) —u(x)| < ¢ fir alle y € (0,9).

Beweis von Behauptung 2: Kompaktheit.

Ziel: O,u € M bzw. d,u : Cy((a,b)) — R stetig.

Sei voo € Cy((a,b)), wir approximieren mit Funktionen ¢,, — ¢o in ||~ (also
gleichméfig), mit ,, stiickweise affin.

Zu zeigen: (O,u, oy — @) — 0 fiir m, £ — oo. Schreibe ¢ 1= ¢, — @y 0. Dann hat @
Stitzstellen x;, das heifit ¢ ist affin auf (z;,x;41). Wéhle feinere Unterteilung von (a, b)
mit Stiitzstellen zj, und Iy, := (2, 2x41). Dann ist

i) E —(u,00) / Orp = / Ala) — o)
(0t 0) (00) Z ]ku 7o Z Rk+1 — %k
= —Z ZkJrl Zk)) . ][ u
Iy,

=u(z},)+O0(e)
Rechtstetigkeit

partielle

Integration Z QO(Zk) . (U(Zk) — U(Zk—1>> + O(€>
k

Also ist
[(Ozu, p)| < ||90||L°° > fulz) — u(zi-1)| +O(e).
k

—>0 /

(9.2)
<c

9.2. Approximation und Kompaktheit

Satz 9.12 (L'-Grenzfunktion ist in BV'). Seiu, € BV(Q), Q C R" und uy, — u in L'(2).
Dann gilt
[ullsy < h}?_l)glf [[uk By (9.3)

Falls ||ug||lgy < C gilt, so ist u € BV(Q).
Beweis. Sei p € CHQ,R"), ||p]leo < 1. Wir betrachten

(Vu) ™= [uvep=—lm [w9-p.
Q k—o0 Q

(%)
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Es gilt

Riesz

()| = [(Vur, )| < [Vurlleom - lelle =

Vuglam - [0llse < Nlurllsy - [[o]loo-

Dies liefert die Unterhalbstetigkeit (9.3). Insbesondere wirkt Vu stetig auf allen Cp(§2)-
Funktionen und ist daher ein Ma8. Also gilt auch u € BV (2). O

Satz 9.13 (Approximierbarkeit). Sei uw € BV(Q). Dann existiert eine approximierende
Folge uy, € C*(Q) mit up — u in LY(Q) und

Vup — Vu  schwach-* im Raum M(Q). (9.4)
Zusdtzlich konvergiert die Norm,
Vgl am(€2) = [Vl a(€2) . (9.5)

Bemerkung 9.14. Man muss sehr vorsichtig bei der Interpretation der Funktionen sein.
Fir eine glatte Funktion f € C ist einerseits Vf der Gradient, also die vektorwertige
Funktion der Ableitungen. Andererseits identifizieren wir V f auch mit der Distribution
Vf:ie—= [Vf-p, alsoeinem Maf Vf € M. Der aus der Analysis-1I bekannte Gradient
V f ist die Dichte des Mafles V f beziiglich des Lebesgue-Mafses.

Beweis von Satz 9.13. Siehe Evans-Gariepy. Die Schwierigkeit ist der Rand von 2, was
den Beweis technisch macht. Wir beweisen hier den Satz nur fiir 2 = R", wodurch die
Randproblematik vermieden wird.

Sei u € BV(R"), das heifit v € L'(R") und Vu € M(R"™). Wir wihlen eine glatte
Funktion ®; € C°(R") mit [, ®; = 1 und konstruieren eine Diracfolge durch ®y(z) :=
k™ ®,(k x). Die approximierenden Funktionen definieren wir mit Hilfe der Faltung als

o) = (wr0) (@) i= [ ule =) (o) dy.

Dann gilt ux — u in L*(R™) aufgrund der Lebesgue-Theorie und u;, € C°°(R™).
Die Konvergenz der Gradienten im Distributionssinn folgt nach allgemeinen Prinzipien

der Distributionstheorie. Es lésst sich aber sogar die Norm der Gradienten abschétzen:
Fiir beliebiges ¢ € C}(R™) gilt

(Vuy, @) = —/ up V- = —/ (u* @) div(ep)
R® n
= —/ u (div(p) * ) = —/ u div(p x Of) = (Vu, p x Oy).
R® n
Dies impliziert

Vg pm = sup {(Vu, ) [ € Co(Q), [[@lle <1} < [[Vulla

wegen (Vuyg, ¢) = (Vu, px®) < ||Vul| o Damit ist hinsichtlich der Konvergenz (9.5) be-
reits die Relation limsupy, ||Vug||m < ||Vul|am gezeigt. Die umgekehrte Aussage, namlich
liminfy, [|[Vug||m > [[Vul|pm, wurde in Satz 9.12 gezeigt. Damit ist (9.5) verifiziert.
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Wir wollen nun die Konvergenz der Gradienten im Raum der Mafle zeigen. Sei dazu
@ € Cp(R2) eine beliebige Testfunktion. Eine Fehlerschranke € > 0 sei beliebig vorgegeben.
Wir wihlen eine Approximation ¢; € C}(€Q) mit ||¢; — ¢||e hinreichend klein. Dann ist

[(Vug, o) — (Vu, ¢)]
< [(Vug, ¢ — o) + [(Vu, ¢ — o1)| + |[(Vup — Vu, ¢1)|
< |IVugllag- |0 = @1lloe I Vullac - [l = @1lloc + (Vu, 1 % @ — 1) < ¢,
—_——— ——— —_—— —_———

<cC klein klein L;.fo

falls ¢ geeignet und k hinreichend gro. Damit gilt (9.4). O

Warnung: Man kann durch Glattung keine normkonvergente Funktionenfolge erzeugen.
Wir iiberlegen uns das mit dem folgenden Beispiel.

Beispiel (Keine Normkonvergenz). Sei 2 = R. Betrachte u := x 0,1y € BV(R) mit Vu =
Sop — Oq1y- Sei C°° 5wy — u in L' eine Glittung und k grof. Dann ist

=4

Satz 9.15 (Kompaktheit). Sei 2 C R™ beschrankt und offen. Sei uy eine Funktionenfolge
mit ||ug||svi) < C. Dann existiert ein u € BV(Q) und eine Teilfolge mit up — u in
LY(Q).

Beweis. Wir approximieren zunéchst die Folgenglieder u; und wihlen g € C°°()) mit
lue — gillr < £ und |Vgel = [|[Vgrllam < C + 1 gemiB Satz 9.13. Damit ist die Folge
gr € WH1(Q) beschrinkt.

Wir verwenden nun die Kompaktheit der Einbettung W1(Q) < L'(Q). Sie impliziert,
dass es eine Teilfolge und eine Funktion u € L! gibt, so dass g, — u in L(Q) fiir ¥ — occ.
Dann gilt auch [Juy — ul/zr < |luk — gellzr + [|lgx — ul|zr — 0, also uy, — win L.

Die Kompaktheitsaussage fiir Mafle aus Bemerkung 5.11 impliziert, dass fiir ein Grenz-
maf} ;1 die Gradienten konvergieren, Vg — p in M, wobei das Grenzmaf} (wegen distri-
butioneller Konvergenz) als y = Vu identifiziert werden kann. Dies zeigt v € BV (). O
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