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1 Oszillierende Funktionen

1.1 Ein Homogenisierungsresultat

Wir betrachten 2 C R" offen, darauf Koeffizienten a. : Q@ — [A\,A] C (0,00), wobei
e =¢er (0 fiir kK — 0. Fiir f € L*(Q) wollen wir Losungen v = u° der Gleichung

V- (a.Vu©) = fin Q, (1.1)
u® € Hy(Q) (1.2)

untersuchen. Wir sind daran interessiert zu untersuchen, wie die Losungen u° sich
verhalten, wenn die Koeffizienten schnell oszillieren, namlich auf der Langenskala e.
Das einfachste Modell hierfiir ist wie folgt. Fiir

Y =[0,1]", a:R"— [\ A] sei Y-periodisch, d.h. a(y) = a(k + y)Vy € R", k € Z",

setzen wir
T

a.(z) = a (g) . (1.3)
Um fiir die Losung u® eine ndherungsweise giiltige Formel zu erhalten, fragen wir: Wenn
u® eine Folge von Losungen zu (1.1) mit Randbedingung (1.2) ist und w ein Limes der
Folge u® fiir ¢ — 0, welche Gleichung beschreibt dann den Limes u?

Ergebnis unserer Betrachtungen wird das folgende System fiir den Limes u sein, die

sogenannte homogenisierte Gleichung:

V- (a,Vu) = fin Q, (1.4)
u € Hy () (1.5)

Der effektive Koeffizient a, wird dabei ebenfalls bestimmt werden.

Der eindimensionale Fall, n = 1.

In diesem Fall betrachten wir auf Q = (0,b) die Gleichung
T . B
Oy (a <g> Or (:1:)) = f(z),

wobei a : R — [\, A] eine 1-periodische Funktion ist. Wir wollen hier annehmen, dass
f e LY((0,0)).

Im eindimensionalen Fall lassen sich die Losungen und der homogenisierte Koeffizient
explizit als Integrale angeben. Mit einer Stammfunktion F' : [0,b] — R von F' und einer
Konstante ¢ € R ldsst sich die e-Gleichung aufintegrieren zu

a®(x)0,u(x) = F(x) + c.



Wir 16sen nach 0,u® auf, was bedeutet, dass wir die zwei oszillierenden Funktionen a°
und u® trennen,

O, ut(x) = @

und integrieren nochmals unter Verwendung der linken Randbedingung zu

(F(z) +¢),

€ _ ’ 1 c

Fiir die schnell oszillierende periodische Funktion 1/a° kann man erwarten, dass sie
schwach gegen ihren Mittelwert konvergiert. Tatsdchlich liefert Lemma 1.1 unten, dass

———— — — schwach in a, ir a, = ——dy

a(./e) Qx o a(y)

im Limes ¢ — 0. Mit dieser schwachen Konvergenz und mit der Tatsache, dass F' eine
feste L2-Funktion ist, schlieBen wir fiir alle

‘o) = [ 2 c xi c =:u(x
w@w) = [ SO+~ [ LR+ dt =)

Wegen der H'((0,b))-Beschrinktheit der Folge u® ist u dann zugleich der starke L*-
Limes von u¢. Wir bilden die schwache Ableitung und multiplizieren mit a, und erhalten
auf (0,0)

a.0,u = F +c.
Durch nochmaliges Differenzieren dann die gewiinschte Grenzgleichung
Op(as0pu) = f, u € Hy((0,b)),
die Bedingung iiber den Funktionenraum deshalb, weil u gleichzeitig als der schwache
Limes von u® in diesem Raum gewéhlt werden kann.
Oszillierende Funktionen.

Wir wollen nun das oben verwendete Lemma {iber periodisch oszillierende Funktionen
beweisen. Hier und auch in vielen anderen Zugéngen ist es vorteilhaft, sich auch im
e-Problem die zellenweise Struktur deutlich zu machen. Unsere Notation ist fiir k € Z"

xp=ck, Yi:=¢ek+Y)=xp+(0,8)". (1.6)
Wir verwenden auch die Indexmenge der Zellen, die ganz in €2 liegen,
I, :={k e Z"Y; CQ}.

Wir miissen uns noch klarmachen, dass dies in einem gewissen Sinne geniigend Zellen
sind, das heiBt, dass die Zellen am Rand keine wesentliche Rolle spielen. Dazu betrach-
ten wir zusétzlich auch die Indexmenge I* aller k € Z™ mit Y2 NQ # (. Wir betrachten



Abbildung 1.1: Eindimensionale Homogenisierung. Links der oszillierende Koeffizient
fiir Q = (0,b) = (0,5) und € = 0.5. Rechts die Losung u® zu homogenen
Dirichlet-Randwerten und rechter Seite f = —1.

im Folgenden nur beschrinkte 2 C R™ mit Lipschitz-Rand. Fiir solche Mengen gilt fiir
das Lebesgue-Maf

U Yl —0,

kel \I.

weil die Vereinigung in einer £/n-Umgebung des Randes enthalten ist.

Wir haben es in der periodischen Homogenisierung mit Funktionen zu tun, die auf
benachbarten Zellen Y} und Y}, &hnlich aussehen. Die einfachste solche Funktion ist
eine exakt periodische Funktion.

Lemma 1.1 (Eigenschaften oszillierender Funktionen I). Fiir ¢ : Y — R in L*(Y)
und beschrdnktes Q0 C R™ mat Lipschitz-Rand bilden wir die oszillierende Funktion

WO SR, @De(x):@b(E).

€

Dann ist ¢° beschrinkt in L*(2) und es gilt

W= /Y b(y)dy €R. (L.7)

Die rechte Seite ist der Mittelwert von v wegen |Y| = 1.

Beweis. Fiir die Beschranktheit rechnen wir

[ 1w < Z/Ykg 472 =

kels
und die Klammer konvergiert gegen [)|, ist also insbesondere beschridnkt. Aus der
Beschranktheit folgt die schwache Konvergenz fiir eine Teilfolge. Der Limes kann mit

S /Y e+ ey)Pdy = | S /Y (y) P dy

kelx kelx



einer Lipschitz-stetigen Testfunktion ¢ mit kompaktem Trager bestimmt werden. Fiir
kleine €, so dass der Trager von ¢ in U Yy, gilt mit einem Fehler, der wegen der
Lipschitz-Bedingung die Ordnung ¢ hat,

[e=3 [ we=3 [ v +0l) =X Wlelw) [ vay+0()

kel kel. kel.
~([¢) [ vwas+ ot
Q Y
also die Behauptung. O]

Ansatz fiir die c-Losung im R".

Wir wollen hier eine formale Rechnung angeben, mit der wir viel iiber das qualita-
tive Verhalten von Losungen lernen kénnen. Wie im Eindimensionalen nehmen wir
allgemein fiir n > 1 an, dass die Losung sich zusammensetzt aus einem Teil ug, der das
makroskopische Verhalten beschreibt, und einer kleinen Stérung, die den mikroskopisch
inhomogenen Koeffizienten Rechnung trégt, also

us(x) = up(x) + euy (g) (1.8)

Fiir diesen Ansatz berechnen wir

T

Vue(x) = Vaug(z) + Vyuy (g) und
) Vu.)(z) = évya (g) - Vaup(z) + a (g) - Agug(x)
e (2)

Wir erwarten, dass keine Terme der Ordnung e~! auftauchen, dass also fiir jedes feste
z und & = Vuy(z)

v.w(f

3

Vy - (a(y)(€ + Vyui(y))) = 0in Y. (1.9)

Dies ist die erste Form des Zellproblems. Wir nehmen dabei an, dass die Funktion wu,
das periodische Verhalten der Koeffizienten aufnimmt und selbst eine Y-periodische
Funktion ist.

Abbildung 1.2: Die Zelllosung im eindimensionalen Fall fiir stiickweise konstante
Leitfdhigkeit a(y).



Wir interpretieren die Situation wie folgt: Zu gegebenem & = Vug(x) kann die Glei-
chung (1.9) eindeutig mit einer periodischen Funktion u; € H'(Y') gelost werden, die
Losung héangt linear von & ab. Es ist sinnvoll, sich den Ausdruck in Komponenten zu
zerlegen. Wenn wir fiir ¢ die Einheitsvektoren e, k = 1,...,n einsetzen, so 16sen wir
fiir xx € H,,.(Y) die Gleichung

per
Vy - (a(y)(er + Vyxa(y))) = 0in Y. (1.10)
Dabei verwenden wir den Raum H,,.(Y) der Funktionen aus H'(Y), deren Y-

periodische Fortsetzungen auf R™ eine H} -Funktion ist. Mit diesen Elementarlésungen
lasst sich die Losung uy von (1.9) fir € = Zk O, uo(x)er zusammensetzen als

= Do uo(z)xx(y)

Insbesondere gilt

)V, ( Z Oy uo () [a(z/e) (e + Vyxu(z/€))] + O(e),

und nach Mittelung iiber die schnellen Oszillationen erwarten wir

x)Vue(x Z Oy uo(T)as, = s - Vug(x)

fir e — 0. Dabei ist a,,_j ein Vektor in R", der den gemittelten Fluss angibt, wenn
der mittlere Gradient der Losung Vug(x) € R™ ist. Aus den Vektoren a,_j bilden wir
die Matrix a, € R™™. Da der Limes der rechten Seite ein linearer Ausdruck in Vug(x)
ist, muss sein Wert durch eine geeignete Matrix a, gegeben sein. Die Matrixelemente
lassen sich relativ explizit angeben als

VeSS /Y [a(y)(ex + Vyxx(v))] - e, (1.11)

wobei i das Zellproblem (1.10) 16st. Damit 148t sich nun leicht die Gleichung fiir
up = lim, u® angeben. Wegen V - (a.Vu®) = f gilt auch fiir den Limes des Argumentes
a, - Vuo(x) die Divergenzgleichung

V - (a.Vug(z)) = f in Q.

Dies ist die gesuchte homogenisierte Gleichung.

Wir erraten aufgrund der obigen Uberlegungen den folgenden Satz. Im Verlauf dieses
Kapitels werden wir vier verschiedene Beweise angeben und so verschiedene Methoden
der Homogenisierung vorfiihren.

Satz 1.2. Sei Q C R™ offen und beschrinkt, a.(z) = a(x/e) Koeffizienten zu Y -
periodischem messbaren a : R" — [\ A], f € L*(Q) und v¢ € H(QY) die Lisungen
2u

V- (a:Vu©) = f in Q. (1.12)
Dann gilt u* — u in H}(Q) fiir die eindeutige Lisung u € H}(Q) von
V- (a.Vu(z)) = f in S (1.13)
Dabei ist a, durch (1.11) mit xi aus (1.10) gegeben.



Ein Beweis mit oszillierenden Testfunktionen.

Bei der Methode der oszillierenden Testfunktionen konstruiert man geeignete ¢°, mit
denen man die e-Gleichung testet. Wenn wir versuchen, die Gleichung mit einer glatten
Funktion ¢ € D(2) zu testen, so entstehen nach partieller Integration Terme der
Form V(al), bei denen die Differentiation von a. Beitrige der Ordnung 1/e liefert.
Stattdessen miissen wir ¢ modifizieren, so dass diese Terme hochster Ordnung nicht
auftreten.

Wir denken hier an skalare Koeffizienten a, wollen aber unsere Rechnungen so halten,
dass sie auch fiir Diffusionsmatrizen a : 2 — R™*" giiltig bleiben. In diesem Fall
muss man das duale Zellproblem verwenden, denn wir wollen ja eine Testfunktion
konstruieren. Fiir das duale Problem verwendet man die transponierte Matrix a’ (y) €
R™" und findet dazu eine neue Losung, die wir mit x; bezeichnen.

Vy (' (y)(ex + Vyxi (y))) =0in Y. (1.14)

Fiir skalare Koeffizienten a gilt natiirlich a’ = @ und x! = y;. Damit definieren wir
nun einen homogenisierten Koeffizienten a* € R™" als

afy = /Y (™ () (e + Voxl )] - o1 (1.15)

im Falle von skalaren Koeffizienten also aj; = a.;x. Wir wollen nun im allgemeinen
Fall nachweisen, dass a* = al, im skalaren Fall ergibt sich daraus, dass die Matrix
a, = a* symmetrisch ist. Dies geschieht mit einer direkten Rechnung durch Testen der
Gleichung (1.14) mit ;.

0= /Y (@7 0)(er + VL) - Vyxaly) dy
= /Y(ek + Vuxi W) - aly)(er + Vyxi(y)) dy — /Y(ek + Vuxi v) - aly)e
= /Yek a(y)(er+ Vyxi(y)) dy — /YaT(y)(ek + VX () - e

Das erste Integral ist gerade a, x,, das zweite aj, es gilt also a* = af.

1. Beweis von Satz 1.2. Sei ¢ € D(Q) beliebig. Wir konstruieren mit Hilfe der Losun-
gen X7 des dualen Zellproblems die Testfunktion ¢° : Q — R als

xz .
(2) = pa) +epi(e,2) mit oi(@,y) Zé’ka )Xk (y (1.16)
Wir testen nun die e-Gleichung (1.12) mit ¢°.

/ f¢° / a:Vu® - Vo©

- [0 3 [l e+ 0@V (/)] + 016

k

= /QUE ZV~ (Oupp(z) @’ (z/2) [ex + Vyxi (x/€)]) + 01(e),
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wobei d1(¢) der Fehlerterm

51() = ¢ /Q 0V - S (Vo o)X (/) = 0
k
ist, die Konvergenz fiir ¢ — 0 gilt, weil Vu® und x(./¢) beschriinkt sind in L*(Q). Wir
kénnen nun in der getesteten Gleichung zum Limes iibergehen. Auf der linken Seite
nutzen wir wieder ep;(.,./¢) — 0 in L?(Q2), also ¢° — ¢. Auf der rechten Seite ist
entscheidend, dass die Divergenz von a” (e, + V, X% ) verschwindet. Wir finden wegen
Lemma 1.1

/Qfgo = li_rg%/gfcpe = lim Qus(x) Zvaxkcp(x) ~a’(z/¢) [ek + sz(x/s)]

e—0
— [ ule) Y aiu0u0pla) = [ V(@0
Q k?,l Q
Da ¢ beliebig war, haben wir damit das behauptete Limesproblem erhalten. O

Wir beschrinken uns in dieser Darstellung immer auf den Fall strikt positiver
Leitfihigkeiten. Allerdings kann die Leitfiahigkeit degeneriert sein wie in der pordsen
Medien Gleichung, dies kann zum Beispiel zu Ol-Einschliissen in pordsen Medien
fithren. Eine Homogenisierung in einem solchen degenerierten Fall wurde in [10] durch-
gefiihrt.

1.2 Das div-curl Lemma

Wir wollen zur Einstimmung folgende Konsequenz aus der partiellen Integration ziehen.
Zu Q C RY seien ¢°, Vuf Folgen glatter Funktionen in L?(Q,RY) mit

¢ —q, Vu*— Vuin L*(Q).

Von u° sei weiterhin bekannt, dass die L?(Q)-Norm beschrinkt bleibt, so dass wir
u® — uin HY(Q) und v® — u in L*(Q) fiir eine Teilfolge erhalten.
Wir beobachten, dass iiber eine Konvergenz des Produktes ¢

V¥ (x) == ¢ (x) Vs (z)

im Allgemeinen keine Aussage gemacht werden kann, denn beide Faktoren konvergieren
nur schwach in L2. Die Lage ist ganz anders, wenn wir zum Beispiel eine Information
iiber die Divergenz von ¢° haben, etwa, dass V-¢° = f¢ — f in H~! gilt. Dann rechnen
wir fiir eine Testfunktion ¢ € D(Q,R) mit einer partiellen Integration

/qavlf@:/uav-(s&qg)=/u€f590+u5q5-vso
Q Q Q
= (f57u590>+/u5q5'V90—> (f,us0>+/uq'V<p,
Q Q

da jeweils eine starke und eine schwache Konvergenz aufeinandertrifft. Die rechte Seite
kann wieder als Integral {iber ¢ - Vu ¢ gelesen werden, so dass also ¢°Vu® im Distribu-
tionssinn gegen q - Vu ¢ konvergiert.
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Lemma 1.3 (Kompensierte Kompaktheit / div-curl Lemma). Sei Q C RN und ¢°, v°
Folgen in L*(Q,RY) mit

¢ —q, v°—vinL*Q).

Zusitzlich gelte curl v = 0 auf Q und die Folge ¥ - ¢° sei kompakt in H=(Q). Dann

im Distributionssinn.

Bemerkung. Zusétzlich zur distributionellen Konvergenz gilt die Beschréanktheit der
Folge in L'(Q) wegen

g vl < Nl 1vfllzz) < C.

Diese Zusatzinformation beinhaltet eine gewisse Kontrolle der Funktionen am Rand
beziehungsweise im Unendlichen. Gilt neben der distributionellen Konvergenz auch
eine L'-Beschrinktheit, so spricht man auch von *-schwacher Konvergenz der Folge.

Beweis. Wir miissen die distributionelle Konvergenz zu zeigen. Dazu sei ¢ € D(Q,R)
eine Testfunktion. Durch eine Teilung der 1 geniigt es, Testfunktionen mit einem kom-
pakten Tréger in offenen Kugeln B = Bgr(xg) C @ zu betrachten. Auf der Kugel B
finden wir zur curl-freien Folge von Felder v* Potentiale, also ¢ : B — R mit v* = V&°;
die Potentiale erfiillen keine Randbedingungen, aber das wird nicht relevant sein. Wir
wihlen die Potentiale so, dass der Mittelwert verschwindet. Wegen der Poincaré Unglei-
chung stellen wir dann fest, dass ®° beschrinkt ist in H*(B), wir finden eine Teilfolge
mit ®° — & in H'(B) und stark in L?(B).

Nach Voraussetzung ist V - ¢° kompakt in H~1(Q). Wir kénnen daher zu einer kon-
vergenten Teilfolge iibergehen und haben V-¢° — V-¢q in H~1(Q). Dabei gilt zunsichst
V-q¢° — ( fiir einen H~!-Limes (. Gleichzeitig kénnen wir die schwache L?-Konvergenz
von ¢° gegen einen Limes ¢ annehmen. Der distributionelle Limes vertauscht mit Ab-
leitungen, daher gilt tatsdchlich ( =V - q.

Damit kénnen wir die Konvergenz nachrechnen; wir verwenden fiir zwei Terme, dass
eine schwach konvergente Folge in dualer Paarung eine stark konvergente Folge trifft.

/(f.vﬂp:/q€~Vq>690=/<I>€v-(q590):/‘I’E(V~q€<p+q€-vso)
Q B B b

—>/<I)V-q<p+¢)q-V90:/V@-qgo:/q-vgp,
B B Q

Dies war zu zeigen. O

Ubung 1.1 (Allgemeineres div-curl Lemma). Zeigen Sie das Resultat des Lemmas,
wenn anstelle von curl v® = 0 nur vorausgesetzt ist, dass

curl v°¢ kompakt in H1(Q).

Hinweis: Man reduziere zundchst mit Hilfe einer Funktion F' € L*(Q) mit vorgegebenem
curl auf den Fall curl v¢ — 0 in H-(Q). Im verbleibenden speziellen Fall zerlege man
v® in v° = Vu® + w®, wobei w® — 0 stark in L*(Q).
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1.3 Neue Zugange zum Homogenisierungslimes

1.3.1 Oszillierende Testfunktionen in neuem Rahmen

2. Beweis von Satz 1.2. Wir betrachten wieder die Lésungen 7 des (dualen) Zellpro-
blems (1.14) und konstruieren daraus die oszillierenden Testfunktionen
o5 (1) =z e +exj (x/e).
Die Gradienten
Vi(z) = V(@) = ex + Vyxi (¢/e).
erfiillen
cul v, =0, V-(alyf) =0, o — e, in L(Q), (1.17)

die letzte Eigenschaft wegen Lemma 1.1. Die homogenisierte Koeffizientenmatrix ist
gegeben durch den schwachen Limes des Produktes. Wegen (1.15) unter nochmaliger
Verwendung von Lemma 1.1

asT@Di — aik =a%e.
Wir wollen wieder den Standpunkt erwihnen, dass man diesen schwachen Limes auch
als die definierende Relation von a, = (a*)T ansehen kann.
Wir betrachten nun auBer dem Limes v — w in H}(Q) auch noch die Limiten der

Hilfsfunktionen

p° = a.Vuf — pin L*(Q),

€= Vu® — &in L*(Q).
Wir stellen zunéchst fest, dass wir in der Erhaltungsgleichung sofort zum Limes iiber-
gehen konnen,

VpP=finQ = V-.p=/fin{.

Wegen u € Hj(Q) ist auch die Randbedingung erfiillt.
Der Beweis ist abgeschlossen, sobald wir aus der Relation p® = a.£° folgern kénnen,
dass

p = aé. (1.18)
Dies geschieht mit der Testfunktion 1}, aus Schritt 1 und der kompensierten Kompakt-
heit. Es gilt
P* g = aclt - = & (alv).
Wir verwenden fiir beide Seiten die kompensierte Kompaktheit.

Links gilt p* — p und ¢ — e, beides schwach in L?(2). Gleichzeitig ist V - p* = f
stark konvergent in H~*(2) und curl ¥{ = 0. Also konvergiert die linke Seite distribu-
tionell gegen p - e;.

Auf der rechten Seite gilt £&& — ¢ und alyf — aley, beides schwach in L*().
Gleichzeitig ist curl & = 0 und V - (al¢§) = 0 stark konvergent in H'(Q). Also
konvergiert die rechte Seite distributionell gegen ¢ - (aley,).

prex=E-(aler) = (a:) - ex.
Da k < n beliebig war, erhalten wir (1.18). H
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1.3.2 Vergleich der L6sung mit expliziter Konstruktion

3. Beweis von Satz 1.2. Wir gehen hier von einer zusétzlichen Regularitiat der Losung
aus, um die Idee des Beweises deutlich zu machen. Wir bendétigen, dass die Losung
u € Hi(Q) der effektiven Gleichung (1.13) die Regularitit u € H?(Q) besitzt. Dies ist
zum Beispiel dann der Fall, wenn das Grundgebiet ein Quader ist oder der Rand 0f2
von der Klasse C? ist.

Wir bezeichnen den H'(Q)-schwachen Limes der u® mit u°. Unser Ziel ist es, u = u
zu beweisen.

Wir wollen in diesem sehr direkten Beweis die Losung «* mit einer Funktion verglei-
chen, die moglichst genau das Verhalten der Losung hat. Wir verwenden die Losung u
des homogenisierten Problems V - (a,Vu) = f. Um Probleme am Rand zu vermeiden,
approximieren wir diese Losung u mit einer Funktion u; € D(Q), up, — u in H*().
Eine Funktion, die makroskopisch wie u;, aussieht, mikroskopisch aber wie eine Losung
der Gleichung, kann konstruiert werden als

v° () +5Z@kuh ) xr(z /). (1.19)

0

Wegen uj, — u in H? 16st die Funktion wj, niherungsweise die homogenisierte Glei-
chung,

V- (a*Vuh) = fh — f in LQ(Q)
Wir vergleichen nun diese Gleichung fiir u;, und die e-Gleichung fiir ©* und bilden
V- (a.Vu, —a.Vu') = f, — f = 0in LQ(Q).

Diese Relation testen wir mit einer Differenz von Losungen, genauer mit v® — u® =
up(z) + €, Opun(x)xk(x/e) — us. Es entsteht, durch Einschieben von a.Vv®,

/(fh — [ =) = / [a,Vuy, —a.Vv© + a.Vv© — a.Vu'] V(v° — )
Q 0

_ / (a:V (v = f), V(F — u))

o,

—E/agz (VOrup)xk(./€) - V(v° — uf).

a.Vu, — a Z Orup(ex + Vyxk(./e))] V(v® —u)

Das erste Integral der rechten Seite kontrolliert die Norm des Fehlers,

/Q (@Y (0 — ), V(oF — ) > N[0 — ) e,

Fiir die Behandlung des zweiten Integral verwenden wir wieder die kompensierte Kom-
paktheit. Nach Definition von a, gilt

a,Vuy, — ae Z&kuh(ek + Vyxe(./))| — 0 in L*(),
K

14



zudem hat dieser Ausdruck eine in L? beschrinkte Divergenz nach Konstruktion von
X&- Insbesondere ist die Divergenz stark konvergent in H~'(Q2), siche Ubung 1.2. Der
andere Faktor unter dem Integral ist V(v — u®). Dieser ist beschriankt und konvergiert
schwach in L2, er ist gleichzeitig ein Gradient, also curl-frei. Lemma 1.3 ist anwendbar
und liefert im Limes das Verschwinden des Integrals.

Das letzte Integral schlieBlich ist durch die H'-Beschrinktheit von u, v* und y; von
der Ordnung ¢ fiir £ — 0. Wir erhalten daher im Limes wegen v — uy und u® — u®
schwach in H'(2)

NIV (= )l g0) < T A0 =)y < [ (= ln =)

Eine Anwendung der Cauchy-Schwarz Ungleichung und der Poincaré Ungleichung lie-
fert

[|un — UOHJQLN(Q) < Clfn— f||i2(ﬂ)-
Da h beliebig war und wj, — u fiir A — 0 gilt daher u = u°. O

Wir betrachten den soeben gefiihrten dritten Beweis als eine Variante der vorigen
Beweise. Der Unterschied besteht darin, dass man nicht beliebige makroskopische Test-
funktionen ¢ zur Lokalisierung betrachtet, sondern nur die spezielle Funktion v benutzt
beziehungsweise die gegliattete Variante uy,. Diese spezielle Testfunktion liefert dann so-
fort Relationen fiir den Abstand zwischen u® und u (bzw. us).

Wir bemerken zudem, dass der obige Beweis nicht das duale Zellproblem verwendet,
sondern das Ausgangsproblem. Der Grund ist, dass die Losung zusammen mit ihrer
Mikrostruktur approximiert wird, nicht eine Testfunktion angepasst wird. Die Tatsache,
dass das primale Problem verwendet wird, kann in Anwendungen ein Vorteil sein, etwa
wenn Hysterese-Operatoren involviert sind wie in [8] oder [9].

1.3.3 Ein zeitabhangiges Problem

Zeitabhangige Probleme lassen sich mit derselben Methode 16sen. Wir skizzieren hier
lediglich, wie sich der zweite Beweis auf ein parabolisches Problem iibertrégt. Um nicht
nur die t-Abhéngigkeit in den alten Beweis einzufiigen, fithren wir hier eine weitere
Verallgemeinerung ein.

Wir wollen zulassen, dass die Koeffizienten nicht strikt periodisch sind. Stattdessen
sollen sie zwar auf der Skala ¢ im Wesentlichen periodisch sein, ihr mikroskopisches
Profil kann sich aber {iber makroskopische Distanzen veréindern. Das einfachste Modell
dafiir ist, von einer Funktion a mit zwei Variablen auszugehen,

a.(xr) = a(x,z/e) mit a : Q@ x R™ — [\, A] stetig in (z,y), Y-periodisch in y. (1.20)

Damit erhalten die Zelllssungen xf(xz,.) € H,,.(Y) dann eine explizite Parameter-

abhéngigkeit, denn die Losung héngt von dem makroskopischen Ort z ab,
V- (@, 9)(ee + VL) = 0 in Y. (1.21)

Um die Rechnungen durchfiihren zu kénnen benétigen wir wieder relativ starke Re-
gularitdtsannahmen an die Koeffizienten und an die Zelllosungen. Wir fordern, dass
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die Koeffizienten a so glatt sind, dass V,a und die Lésungen V,x7 und V,V,x} stetig
sind auf 2 x Y. Zu den Zelll6sungen kénnen wir dann den makroskopisch variablen
effektiven Koeffizienten definieren,

af(x) = /Y [T (2, y) (e + VoxZ (@ )] - er. (1.22)

Satz 1.4. Sei Q C R" offen und beschrinkt, T > 0, ug € H}(2), a. : Q — R gegeben
wie oben und u® € L*(0,T; HY(Q)) die Lisungen zu

Ou—V - (a:Vu®) =0 in Qp (1.23)

fiir Qp = (0,T) x Q zu Anfangswerten ug. Dann gilt u® — u in L*(0,T; H}(Q)) fiir die
eindeutig Lisung u € L*(0,T; Hi(Q)) von

Oru — V- (ax(z)Vu(x)) =0 in (0,T) x Q

zu denselben Anfangswerten. Dabei ist a.(x) als Transponierte von a*(x) aus (1.22)
gegeben.

Beweis. Schritt 1. A priori Schranken und Kompaktheit. Wir halten zunéchst fest,
dass wir durch Testen mit der Losung e-unabhéingige Abschiatzungen fir u® €
L*(0,T; H'(Q)) erhalten. Fiir eine Teilfolge finden wir dann einen schwachen Li-
mes u° — wu in diesem Raum. Zusatzlich ist die Folge u® auch beschrénkt ist in
HY0,T; H1(Q)) und u ist auch der schwache Limes in diesem Raum. Da in die-
sem Raum die Anfangswerte u®(0,.) = ug € H~ () nach dem Spursatz angenommen
werden, erfiillt auch v die Anfangsbedingung.

Wir benétigen eine zusitzliche zeitliche Regularitit. Hierfiir haben wir ug € Hj (£2)
vorausgesetzt. In diesem Fall konnen wir die Gleichung auch mit 0,u® testen und er-

halten
T 1
/ /|8tu£]2+ —/CLE|VU‘E|2
o Ja 2 Jq

also insbesondere e-unabhiingige Abschitzungen fiir d;u € L*(Q7). Die Abschitzungen
zeigen nun sogar die Beschrinktheit von u® € H'(Qr), also L*-Abschitzungen fiir
rdumliche und zeitliche Ableitungen. Wegen Kompaktheit kénnen wir insbesondere
daher sogar die starke Konvergenz u¢ — u in L*(Qr) folgern.

T
=0, (1.24)
0

Schritt 2. Konstruktion oszillierender Multiplikatoren. Wir kénnen nun identisch
zum obigen zweiten Beweis des elliptischen Satzes vorgehen. Wir betrachten wieder
die Losungen X7 des (dualen) Zellproblems und konstruieren daraus die oszillierende
Testfunktion

@i(x) =T-ept+ e’:‘X%(Q}, :1;'/8),
Vi(r) = Vi (2) = ex + Vyx (@, 2/¢) + eVaxy (o, 2/¢)
mit den folgenden Eigenschaften wegen Lemma 2.1,
curl 9, =0, i — e in L*(Q) (1.25)
V- (al5) = Vi - [0 (ex + VD)@, a/e) + V - [ea” (2,2/)VorE (@, /e)]. (1.26)
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Wir wollen einsehen, dass die Divergenz stark in H () konvergiert. Im ersten Sum-
mand kann die Divergenz ausgefiihrt werden und liefert eine stetige Funktion nach
unseren Regularitdtsannahmen. Auch durch Einsetzen des Argumentes (x,z/¢) bleibt
die Folge beschriinkt in L? und ist daher kompakt in H~*(). Fiir den zweiten Summan-
den geniigt es festzustellen, dass es sich um die Divergenz einer L?-Nullfolge handelt,
also um eine Nullfolge in H ().

Wegen der Definition der homogenisierten Koeffizienten in (1.22) gilt wieder

T, € *
a. Y — a’ey .

Dies benétigt das etwas stéirkere Lemma zu oszillierenden Funktionen, Lemma 2.1. Um
hier die Konvergenz zu sichern ben6tigt man die Stetigkeit der Funktionen in z und y.
Dieser Punkt ist in der Entwicklung der Theorie schwierig und auch in Anwendungen oft
ein Problem. Wir haben hierfiir die Glattheitsannahme an die Koeffizienten a gestellt.
Fiir Ergénzungen und Erweiterungen verweisen wir auf [11].

Schritt 3. Limesbildung mit div-curl-Lemma. Wir wéhlen eine Teilfolge, so dass u® —
win L2(0,T; H}(€2)). Unser Ziel ist die Charakterisierung von u. Zusitzlich verwenden
wir die beiden relevanten Felder, die Gradienten £° := Vu® und die Fliisse p® := a.Vu®.
Diese Felder sind in L?*(Qr) beschriinkt und wir wiihlen schwach konvergente Teilfolgen
und Limiten mit

p° = a.Vu — pin L*(Qr),
€= Vu® — & in L*(Qr).

Wir stellen zunéchst fest, dass wir in der Erhaltungsgleichung sofort zum Limes iiber-
gehen konnen,

out—V-p"=0inQr = Ju—V-p=0in Q.

Die Randbedingungen sind ebenfalls erfiillt.
Der Beweis ist abgeschlossen, sobald wir aus der Relation p® = a.£° folgern kénnen,
dass

p = aé. (1.27)
Dies geschieht wieder mit der kompensierten Kompaktheit durch die Wahl eines geeig-
neten oszillierenden Multiplikators. Wir verwenden die bereits vorbereitete Funktion

Yy, die wir als eine zeitunabhéngige Funktion auf Q7 auffassen. Wir betrachten daher
die Ausdriicke

P = a:f" gy = € - (alU)
auf Qp. Auf der rechten Seite gilt €& — & und a? )¢ — al'e, beides schwach in L*(Qr).
Gleichzeitig ist curl £ = 0 und V - (aX9f) stark konvergent in H~1(Q7). Also konver-
giert die rechte Seite schwach gegen ¢ - (a*e;) = (a.&) - ex.
Links gilt p° — p und ¢ — e, beides schwach in L?(Q7), zudem curl 1§ = 0.
Gleichzeitig ist V - p* = Qyu® stark konvergent in H~!(Q7); an dieser Stelle verwenden
wir die zusiitzliche zeitliche Regularitiit, welche u® — u stark in L*(Qr) geliefert hat.

Also konvergiert die linke Seite schwach gegen p - e;. Insgesamt folgt aus dem div-curl
Lemma

prep=(a.&) ex.
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und damit (1.27).

Beziiglich der Anwendung des div-curl Lemmas betonen wir, dass Divergenz und
Curl nur beziiglich der rdumlichen Koordinaten x betrachtet werden, nicht beziiglich
der zeitlichen Koordinate ¢. Dennoch ist das Lemma anwendbar, denn jeweils der zwei-
te Faktor in den obigen Produkten p“¢§ und £°(al4)f) hingt nicht von der Zeit ab
(vergleiche Ubung 1.4). O

Ubungen

Ubung 1.2. Eine schwach konvergente Folge in L? ist eine stark konvergente Folge in
H1

Ubung 1.3 (Eine Weyl-Zerlegung mit periodischen Funktionen). Sei Y = [0, 1]".
Dann lisst sich jede Funktion uw € L*(Q,R") zerlegen in einen Gradienten und einen
divergenzfreien Anteil: w = v + w mit
v=V®eL*(Y), ®cH, )
V-w=01in Q.

Steht eine Funktion u € L*(Y') senkrecht auf allen divergenzfreien Funktionen w, so
lisst sie sich als Gradient einer periodischen Funktion in H*(Y) schreiben.

Ubung 1.4. Sei (z,t) € Qr CRY xR, Qp offen, ¢°,v° Folgen in L*(Qr,RN) mit

¢ —q, v —0vin L2(QT).

Fiir die rdumlichen Ableitungen gelte curl v = 0 auf Qr und V - ¢° sei kompakt in
H=Y(Q7). Falls eine der Folgen (¢° oder v¢) von t unbhingig ist, so gilt im Distributi-
onssinn auf Qr
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2 Zweiskalenkonvergenz

Die Zweiskalenkonvergenz ist eine elegante Methode fiir Homogenisierungslimiten. Sie
ist zwar beschriankt auf periodische Homogenisierung, in diesem Fall jedoch die stérk-
ste Methode, die auch die kiirzesten Beweise und gute Einsicht in die Limiten liefert.
Entwickelt wurde die Methode von Allaire [1] und Nguetseng [7]. Wir wollen beto-
nen, dass in diesem kurzen Kapitel lediglich einer Auswahl der Ergebnisse von Allaire
zusammengestellt wird; diese sind in [1] bewiesen und zugénglich vorgestellt.

2.1 Zweiskalenkonvergenz und Kompaktheit

Auf zwei Skalen oszillierende Funktionen
Wir erinnern an die Notation
kelZ", xp=ck, Yi:=ck+Y)=ux,+(0,¢)" (2.1)

und wollen uns mit Mittelungsprozessen fiir Funktionen beschéftigen, die auf zwei
Skalen variieren. Wir verwenden die Réume Cp,.(Y) und Cp2.(Y), die wie der Raum

H,..(Y) den Unterraum derjenigen Funktionen bezeichnet, deren Y-periodische Fort-

setzung auf R™ eine Funktion derselben Klasse liefert.

Lemma 2.1 (Eigenschaften oszillierender Funktionen II). Fir ¢ : Q x Y — R bilden
wir die oszillierende Funktion

©° Q= R, gpe(a:):go(x,g).

Fiir ¢ € C°(Q,CY, (Y)) gilt

' = (g) — /YsO(.,y) dy . (2.2)

Warnung. An dieser Stelle ist es wichtig, dass die Funktion ¢ gute Regularitits-
eigenschaften besitzt. Falls die Funktion zum Beispiel stetig ist in y fiir fast alle x,
so kann die obige Aussage noch (unter Integrierbarkeitsvorraussetzungen) verifiziert
werden. Fehlt jedoch eine Stetigkeitsvoraussetzung, so ist sogar schon die Messbarkeit
der Funktion ¢ ein Problem.

Beweis. Zuniéchst stellen wir fest, dass die Folge ¢f in L?*(Q) beschrinkt ist, weil
() = p(z,2/e) < |[¢lleo@,cn,, vy fiir alle z,y. Dann hat ¢° eine L?(£2)-schwach

konvergente Teilfolge, ©° — ¢q. Zur Charakterisierung des Mittelwertes ¢y € L*(Q)
berechnen wir fiir ¢ € D(Q)

/ngo(a:)w(x) dr =lim | ¢ (x)Y(z)de =lim | @(x,z/e)(z)dx.

e—0 Q e—0 Q
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Wir konstruieren nun zwei Hilfsfunktionen. ¢(z,y) := ¢(xg,y) fiir alle z € Y und
y € Y, und ¢(z) = 9 (x},) fiir alle x € Y. Wegen der gleichmiiBigen Stetigkeit von ¢ gilt
@=L @xy) < p(€) — 0 und wegen der Lipschitzstetigkeit von ¢ gilt || —|| (o) <
Ce. Wir konnen nachrechnen, indem wir in der dritten Gleichung das Integral als
Summe iiber die Integrale iiber die Zellen Y} lesen (die Konstante C' @ndert sich von
einer Zeile zur néchsten)

/Q (@, 2/e)p(@) dr = / Bz, 2/2)b(x) dz + Cpl(e) = / B(z, 2/2)b(x) dz + O + Cp(e)
:A;L¢@Wy@&@ym+cz+om@
_ / /Y o(z,y) dy (x) dz + C(z + p(c))

Im Limes ¢ — 0 folgt das Gewiinschte. O

Zweiskalenkonvergenz

Definition 2.2. Eine Folge u® € L*(2) konvergiert in zwei Skalen gegen eine Grenz-
funktion ug € L*(Q2 x Y), falls fiir jede Testfunktion o € D(L, Coo.(Y)) gilt

lim Qu‘e(x)gp (x, g) dx:/g/yuo(x,y)go(x,y)dydx. (2.3)

e—0

Bemerkung 2.3. Fiir Folgen u® € L*(Q) gilt
1. u® — win L*(Q) impliziert u — uqg in zwei Skalen fir uo(z,y) = u(z).
2. u — ug in zwei Skalen impliziert u* — [, ug(.,y) dy schwach in L*(12).

Beweis. Wir haben in Lemma 2.1 bereits nachgewiesen, dass fiir ¢ € C°(Q,C9, (Y))
gilt

" = / ©(.,y) dy schwach in L*(€).
Y

Dies impliziert 1., denn

lim [ u®(x)p <x,§> dx:/uscpaé/u(x) / o(z,y) dy dz.
=0Jq € Q Q Y

Fiir 2. nehmen wir die Zweiskalen-Testfunktion ¢(x,y) = ¢o(x) und rechnen

lim [ u(z)po(r)dx = lim g u(x)p (x, g) dx = /Q/Yuo(x, y) o(z,y) dy dx

e—0 Q e—0

:A%@mew@m

Dies war zu zeigen. O
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Kompaktheit von L?-Folgen

Satz 2.4. Zu jeder beschrinkten Folge u® € L*(Y) gibt es einen Limes ug € L*(Q,Y),
so dass eine Teilfolge von u® in zwer Skalen gegen uy konvergiert.

Beweis. Der Kompaktheitssatz beruht auf der Beobachtung, dass die Funktionen u® auf
einem Raum glatter zweiskalig oszillierender Testfunktionen beschrinkte Funktionale
definieren. Dann besitzt u° im entsprechenden Dualraum eine schwach-* konvergente
Teilfolge, diese erfiillt das Gewdiinschte.

Schritt 1. Ein Raum von Testfunktionen. Wir definieren uns den folgenden Banach-
raum.

B =C%Q,Cper(Y)) = {o=p(z,y) € C°(2 x Y)|p(x,.) ist YV-periodisch } . (2.4)

B ist ein separabler Banachraum, dicht in L*(2 x Y'), und fiir ¢ € B gilt
ANE 9
o (2. 5)] dx < Cligl, (2.5)
Q 9

. VANE . 2
g%/Q‘so (wg> dw/ﬂ/y\@(x,y)\ dy dz. (2.6)

Dabei folgt (2.5) mit C' = |Q] - |Y|, indem man den Integranden punktweise mit der
Supremumsnorm abschétzt. Die Konvergenz (2.6) folgt durch Anwendung von (2.2)
auf die stetige Funktion ¢ (z,y) := |p(z, y)|*

Schritt 2. Schwach-* Limes. Wir interpretieren die Funktionen u® als Elemente des
Dualraumes von B. Die Wirkung auf eine Testfunktion wird definiert durch

(U, @) g = /ng(x)gp (x, g) dx.

Wir stellen nun die Beschrianktheit der Folge u° in B’ fest.

[w@re(5.2) as] < ol \so(xé)fdx)l/zsonwng 2.7

nach (2.5). Damit existiert eine Teilfolge von u®, die schwach-* in B’ konvergiert. Wir
finden daher p € B’ (dann ist p ein Mafl auf Q x Y, was wir jedoch nicht verwenden
werden) mit

T

(U, 0)p = /Que(%) @ (x g) dr — u(p) Vo € B

entlang der Teilfolge. Sobald wir p durch eine L?-Funktion ug als Integral dargestellt
haben, ist der Beweis abgeschlossen.

Wir betrachten dafiir nochmals die Abschéatzung (2.7) der Folge in B’. Tatséchlich
hat das Element p € B’ wegen (2.6) die Eigenschaft

()| < Cllellr2@xyy Vo € B,

also fiir alle ¢ in einer dichten Teilmenge. Dann kann g stetig zu einem Funktional auf
L*(Q xY) fortgesetzt werden und kann daher dargestellt werden durch ein Element wug
dieses Hilbertraumes. Damit ist der Satz gezeigt. O]
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Folgen von Gradienten

Wir werden im Folgenden den Raum L?(Q, H},.(Y)) und &hnliche weitere Bochner-
Funktionenrdume verwenden. Deren Definition ist analog zu dem in Abschnitt ?? kon-
struierten Raum L?((0,7), X). Allerdings koénnen in diesem Abschnitt immer auch die

einfacheren dquivalenten Definitionen wie in 7?7 verwendet werden.

Satz 2.5. Sei u® € H'(Q) beschrinkt. Dann existiert eine Teilfolge und Limiten u €
HY Q) und vy € L*(Q, HY.,(Y)), so dass

per

u — u schwach in H' und in zwei Skalen,
Vuf(x) = Vyu(x) + Vyur (x,y) in zwei Skalen.

Beweis. Die Funktionen «¢ und Vu® sind beschriinkt in L?*(2). Wegen der iiblichen
Kompaktheit H'(Q) C L*(Q) finden wir u® — u stark in L?*(Q), und daher, wegen
Bemerkung 2.3, auch im Sinn der Zweiskalenkonvergenz. Satz 2.4 liefert eine Teilfolge
und eine Grenzfunktionen vg(x,y), so dass Vu® — vy € L3(Q x Y, R") in zwei Skalen
(komponentenweise). Es bleibt, die Struktur der Grenzfunktion

vo(@,y) = Vau(z) + Vyu (z,9)

fiir ein u; nachzuweisen.
Wir wihlen als Testfunktion ¢(x,y) = p(x)Y(y) mit p € D(,R) und ¢ €
Cl..(Y,R") divergenzfrei, V, - ¢ = 0 auf Y. Wir erhalten aus der Definition der Zwei-

per
skalenkonvergenz und Lemma 1.1

/Q/Y'uo(x,y) - p(x)¥(y) dy dr = lim QVUE(x) p(x) ({) dx

£
= —lim | u"(2)Vp(z) ¢ <§> do = — /Q u(z)Vp(r) - ( /Y U(y) dy) dx

_ /Q w(; - plx) ( /Y (y) dy) dz.

Wir schreiben diese Gleichung als

/Q/Y [vo(2, y) = Vu(a)] ¢ (y) p(x) dy dw = 0.

Da p beliebig war, gilt die Gleichung lokal und wir finden fiir fast alle x

/Y [volz, ) — Vu(a)] (y) dy = 0.

Daraus folgt, dass die L?(Y)-Funktion [vg(z,.) — Vu(x)] senkrecht steht auf allen
divergenzfreien Funktionen. Also ist die Funktion der Gradient einer H,,,.(Y)-Funktion
u; wie behauptet (vergleiche die Weyl-Zerlegungen aus den Ubungen ?? und 1.3). Die
H'-Norm von u;(x,.) ist abgeschétzt durch die L2-Norm von vy(z, .) und die R"-Norm

von Vu(z). Daher ist die Funktion w; tatsichlich in L?(Q2, H'(Y)) wie behauptet. [
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2.2 Anwendung auf das elliptische Modellproblem

4. Beweis von Satz 1.2. Wir nehmen hier der Einfachheit halber an, dass die periodi-
sche Funktion a : Y — [\, A] unendlich oft differenzierbar ist, im allgemeinen Fall muss
ein Approximationsargument eingefiigt werden.

Wir betrachten wieder die Losungen des e-Problems u® und nutzen die Beschrankt-
heit von v in H'(Q). Sie erlaubt es, Satz 2.5 anzuwenden. Wir finden eine Teilfolge
und Grenzfunktionen mit u® — u in H'(Q2) und

Vut(z) = Vyu(z) + Vyu (z, y) in zwei Skalen.
fiir uy € L2(Q, H, (V).

Wir wéhlen nﬁn oszillierende Funktionen in einer speziellen Form. Zu beliebigen
o € D(2) und ¢, € D(Q,Cx.(Y)) bilden wir ¢(x,y) = @o(z) + ep1(r,y). Nach
Einsetzen der schnellen Variablen ist damit unsere oszillierende Testfunktion ¢°(z) =
¢ (z,2) = @o(x) + epr(x,z/c). Wir stellen fest, dass ¢° — g stark in L?(2). Durch

Ausnutzen der elliptischen Gleichung und der Definition der Zweiskalenkonvergenz fiir

o(x,y) = po(x) + ep1(x,y) konnen wir rechnen
/ f(x)po (z) de = hm/ f(x)p®(x)dx = hr% a.(z)Vu(z) - Vi (z) dz
E— Q

= lim Vu (z) - a” (/) [Vaopo(x) + Vyp1(z,2/e) + eVapi(x, 2 /€)] da

= /Q/)/(VU(QJ) + Vyui(z,y)) - a’ (y) [Vapo(z) + Vi (2, )] dy da. (2.8)

Aus dieser Relation konnen alle Gleichungen fiir u; und u abgelesen werden.
Zunichst vereinfachen wir durch die Wahl von ¢y = 0 und ¢;(z,y) = p(z)y(y) mit
glatten Testfunktionen. Wir finden

0= [ [ (Vulw) + V0100 0)) p)a” () 5(0) dy
aly
Da p € D(Q2) beliebig war, gilt fiir fast alle z € Q
= [ (Vuta) + Vo) )9,00) dy

Da ¢ beliebig war, ist uy(z,.) € H,,,.(Y') die Losung des Zellproblems (1.9) mit £ = Vu.

Daher, mit den Elementarlosungen Xk € H)..(Y) aus (1.10) wegen Eindeutigkeit (bis
auf eine additive Konstante)

= Oau(2)xa(y). (2.9)

Nun vereinfachen wir in der Rechnung (2.8) durch die Wahl von ¢; = 0 und setzen
das Ergebnis (2.9) ein.

/Q F (@) (2) d = / /Y (V) + Vyur(z,y)) - a (4) Vaspo() dy de
_ / /Y S 0, u(@)aly)(ex + Vyxi(y)) Vawo(s) dy da
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~ [ Y o.u) (0 Vogala) da

= /Qa*Vu(:U) - Vapo(x) de.

Damit haben wir die Grenzgleichung hergeleitet. [

Ubungen

Ubung 2.1 (Glatte Zweiskalenfunktionen). Sei ¢y € C°(Q x Y) periodisch in y und
o (x) = po(x,x/e). Zeigen Sie die Konvergenz ¢ — ¢o in zwei Skalen.

Ubung 2.2 (Erweiterter Raum von Testfunktionen). Es gelte u® — uq in zwei Skalen
und ¢ € L*(Q,C2, (Y)). Zeigen Sie, dass die Konvergenz (2.3) weiterhin gilt. Hinweis:

per
Vergleichen Sie, wenn notwendig, mit [1].

Warnung: Der Raum C°(Q, L?(Y)) eignet sich nicht als Raum von Testfunktionen.
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3 Stochastische Homogenisierung

Wir folgen in dieser Darstellung in weiten Teilen [4] und [6]. Wir versuchen hier, eine
moglichst klare Trennung zu ziehen zwischen der Analyse eines stochastischen Zell-
problems und der Homogenisierung. Der schwierigere Teil liegt in der Analyse des
Zellproblems, die Homogenisierung kann dann wie in unserem ersten Kapitel zur Ho-
mogenisierung durchgefiihrt werden.

3.1 Aufgabenstellung und Homogenisierungslimes.

Wir wollen eine zufillige Verteilung des Koeffizienten a. zulassen. Dafiir benotigen
wir einen Wahrscheinlichkeitsraum (Qp, A, P), wobei A eine o-Algebra von messbaren
Teilmengen von Qp ist und P : A — R ein Wahrscheinlichkeitsma8, also ein Maf auf
Qp mit P: A— [0,1] und P(Qp) = 1.

Wir wollen hier wieder den einfachsten nichttrivialen Fall beschreiben. Dazu be-
trachten wir nicht einen allgemeinen Wahrscheinlichkeitsraum §2p, sondern nehmen
an, dass die Elemente von 2p Funktionen auf R sind. Wir wollen sogar fordern, dass
fir 0 < A < A < oo die Zufallsvariable eine meBbare Abbildung in das vorgegebene
Intervall ist, also

Qp C L=(R", [N, A)). (3.1)

Mit einer solchen Konstruktion des Wahrscheinlichkeitsraumes kann man die Elemente
a = w und deren Skalierung a.(z) = a(z/e) direkt als Koeffizienten in einer Gleichung
auffassen.

Beispiel 3.1. Wir kénnen folgenden Prozess betrachten: Wir wihlen x € Y = (0,1)"
zufdllig und gleichverteilt und zerlegen R™ schachbrettartig in Zellen

R" = |J YiUN firVy =k+z+Y
kezn

und die Nullmenge N der Wiirfelkanten. Wir fordern, dass die Koeffizienten zellweise
konstant sind, also

Qp ={a:R" = [\, A]|a konstant auf Yy, Yk € 7" } .

Ein Wahrscheinlichkeitsmafs P kann zum Beispiel dadurch festgelegt werden, dass wir
fordern, dass alle Werte aly, gleichverteilt zufillig und unabhdingig voneinander in [\, A]
gewdhlt werden.

Das Beispiel hat einen zugehdrigen Wahrscheinlichkeitsraum. Dies folgt aus der Tat-
sache, dass zu einer Familie von Wahrscheinlichkeitsrdaumen auch das unendliche Pro-
dukt ein Wahrscheinlichkeitsraum ist, siehe z.B. [2] 8.2.2.
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Bemerkung zu einer verallgemeinerten Formulierung. Die Annahme (3.1) hat den
Vorteil, dass wir direkt den Koeffizientenverteilungen Wahrscheinlichkeiten zuordnen
konnen. Man kann auch einem allgemeineren Wahrscheinlichkeitsraum betrachten, so-
fern man nur Translationen auf 2p gegeben hat, also zu z € R" und w € Qp die Ver-
schiebung T,w. Fiir eine meBbare Funktion f : Qp — [\, A] wird dann die Leitfahigkeit
zu

a(z) ;= f(T,w) und dazu a.(z) := a(x/c) = f(Ty/w)

gesetzt.

Stochastisches Homogenisierungsproblem.
Sei Q C R™ und f € L*(Q). Fiir festes @ = w bilden wir a.(x) = a(x/e) und betrachten

die Lésung u® von
n 2, (3.2)

V- (V) = f i
. (3.3)

u

m
=T
=

Wir konnten dabei auch genauer schreiben u®(x) = uS (z), denn die Losung héngt auch
von dem stochastischen Koeffizienten a = w ab. Wir werden zeigen: Fiir geeignetes
a, € R™" und v € H}(Q) die Losung des homogenisierten Problems V - (a,Vu) = f
gilt

u® — u in L*(Q) fast sicher. (3.4)
Dabei heifit “fast sicher” lediglich “fiir P-fast alle w € Q2p”.

Der stochastisch gemittelte Koeffizient a,.

Wie in der deterministischen Homogenisierung haben wir das folgende Bild: Wenn wir
eine Funktion ¢, finden, deren mittlerer Gradient e ist, die aber mikroskopisch die
Gleichung V - (a:Vpr) = 0 16st, so ergibt sich die makroskopische (homogenisierte)
Leittdhigkeit durch Mittelung,

a-Vpr — a, - €.

Wir zerlegen daher unsere Betrachtungen in zwei Schritte. Ein Schritt analysiert
die Funktionen ¢ (“Zelllosungen”). Der andere Schritt tibertriigt die Resultate auf
Gleichungen, also mit rechter Seite und mit Randbedingungen.

Das Resultat iiber die Zelllosungen ist in folgendem Satz zusammengefasst. Fiir die
Wahl von Funktionenrdumen ist es vorteilhaft, nicht die Zelllosung ¢y selbst, sondern
deren Gradienten ¢, = V. als Hilfsfunktion zu betrachten.

Satz 3.2. Der Wahrscheinlichkeitsraum sei ergodisch gemdfs Definitionen 3.4 und 3.8.
Dann existiert eine homogenisierte Koeffizientenmatriz a* € R™ "™ so dass fiir P-fast
jedes w folgendes gilt: Zu den Koeffizienten a(z;w) = w(zx) in L®(R"™, [\, A]) existiert
ein (., w) : R" — R™ mit den Eigenschaften

V- (@ (y)e(y) = 0 auf R, (3.5)
curl Yy, =0 auf R™. (3.6)
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Der Mittelwert von 1y, ist e, und der Mittelwert von a - 1y, ist a*ey in folgendem Sinn:
Fiir jede Teilmenge K C R™ gilt

Ur(./e;w) — ey in L*(K) (3.7)
a’ (. Je;w) (. /e;w) — a* - ey in L*(K).

Bemerkung. Wir wollen festhalten, was der Beweis des Satzes zusétzlich liefert in
Hinsicht auf die Abhingigkeit 1, von w: Es gilt (w > 5(0;w)) € L*(Q2p), oder, in der
Sprache der Wahrscheinlichkeitstheorie, E(|¢4(0)|?) < oo.
Homogenisierungslimes

Wir gehen genau analog zu Abschnitt 1.3 vor. Wir betrachten hier fiir Einfachheit der
Notation nur skalare Koeffizienten, so dass das duale Problem mit dem Ausgansproblem
iibereinstimmt.

Satz 3.3. Sei Q) C R” offen und beschrankt, a.(x) = a(x/e) stochastische Koeffizienten
in einem ergodischen Wahrscheinlichkeitsraum Qp, f € L*(Q) und v € H(Q) die
Lésungen zu

V- (a:Vu©) = f in Q. (3.9)
Weiterhin sei uw € H}(Q) die eindeutige Lisung von
V - (axVug(z)) = f in Q,
mit a, = (a*)T und a* aus Satz 3.2. Dann gilt
u® — u in Hy(Q) fiir P-fast alle w € Qp.

Beweis. Zu festen Koeffizienten a(y;w) = w(y) (fast alle w sind zuléssig) haben wir die
speziellen Funktionen 1, aus Satz 3.2 zur Verfiigung. Durch Skalierung erhalten wir
a.(z) = a(z/e und YPi(x) = Y (z/e), die Abhangigkeit von w wird ab jetzt unterdriickt.
Diese Funktionen erfiillen auf R"

V(a5 =0, cwl ¢ =0, of > e (3.10)

die schwache Konvergenz auf beliebigen kompakten Teilmengen. Ebenso gilt nach Satz
3.2 die Konvergenz mit der homogenisierten Koeffizientenmatrix a*

T e *
a; v, — a’eg

auf kompakten Teilmengen.

Wir betrachten nun wieder den Limes u¢ — u in H}(Q), der die Randbedingung
erfiillt. Zudem betrachten wir die Limiten der Hilfsfunktionen

p° = a.Vut = pin Q,
€ :=Vue = €¢in Q.
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In der Erhaltungsgleichung kénnen wir zum Limes {ibergehen,
VpP=finQ = V-p=/fin{.
Es bleibt, aus der Relation p* = a.£° zu folgern, dass

p=ag. (3.11)

Dies geschieht mit der speziellen Funktion ;. Es gilt

P = al - g = € - (al ).

Wir verwenden fiir beide Seiten die kompensierte Kompaktheit.

Links gilt p° — p und ¥ — ey, beides schwach in L*(Q). Gleichzeitig ist V - p° =
f stark konvergent in H~!(Q) und curl ¥{ = 0. Also konvergiert die linke Seite im
Distributionssinn gegen p - €.

Auf der rechten Seite gilt & — & und al¢f — a*ey, beides schwach in L*(1).
Gleichzeitig ist curl € = 0 und V - (al4f) = 0 stark konvergent in H~'(Q). Also
konvergiert die rechte Seite im Distributionssinn gegen ¢ - (a*ex). Da k < n beliebig
war, erhalten wir (3.11). O

3.2 Translationen, Mittelung und Ergodizitat

Wir haben gesehen, dass aus Satz 3.2 iiber die Zelllosungen in altbekannter Weise
der Homogenisierungslimes geschlossen werden kann. Unser Ziel ist daher im Folgen-
den, diesen Satz zu beweisen. Zentral wird dabei sein, dass wir die Betrachtungsweise
veriandern. Der Satz ist punktweise formuliert, beim Lesen von Satz 3.2 erwartet man,
dass man w festhalten muss, und dazu ¥ (.;w) konstruiert. Aber es ist giinstiger, eine
Funktion in w zu konstruieren, also gewissermaflen das Problem fiir alle w gleichzeitig
zu 16sen.

Als Vorbereitung dazu miissen wir uns in diesem Abschnitt mit Translationen und
Mittelungsprozessen beschéftigen. Damit werden wir in Abschnitt 3.3 das Zellproblem
16sen.

Translationen und Realisierungen

Fir w € L*(R") haben wir in natiirlicher Weise eine Translation gegeben: Zu ei-
ner Funktion w kénnen wir auch die Verschiebung T,w betrachten, definiert durch
T,w(y) = w(z + y). Wir wollen immer davon ausgehen, dass mit w auch T,w im
Wahrscheinlichkeitsraum liegt, zudem dass ein verschobenes w genauso wahrscheinlich
vorliegt, wie das Original. Dieses Bild wird im Folgenden prézisiert.

Unser Interesse gilt zufilligen Feldern auf R”, also Funktionen f : R™ x Qp — R™
mit f = f (z;w). Allerdings haben die Funktionen, die fiir uns interessant sind, eine
spezielle Figenschaft: Sie respektieren Translationen von w, in dem Sinne, dass ein um
y € R™ verschobenes w-Feld auch das Feld f lediglich um y verschoben ist. In Formeln
erwarten wir

flz+yw) = fz; Tyw). (3.12)

28



Eine Funktion mit dieser Eigenschaft nennen wir im Folgenden homogen.

Fiir homogene Funktionen reduziert sich die Anzahl der zu betrachtenden Variablen.
Gegeben eine Funktion mit nur der Variablen w, also f : Qp — R™, kénnen wir die
Realisierung bilden,

f(z:w) = f(Tow). (3.13)
Tatsichlich erfiillt fiir ein beliebiges f die zugehorige Realisierung f(a: + yw) =

f(ppyw) = (T, T)w) = f(x; T,w). Umgekehrt kénnen wir zu f mit Eigenschaft (3.12)
f als f(w) := f(0,w) definieren. Diese Wahl ist konsistent mit (3.13), denn
x (3.12) =
f(Tow) = f(0; Tyw) "=" f(z;w)

fiir alle z,w. Wir vereinfachen daher im Folgenden die Klasse von Funktionen und
betrachten nur f : Qp — R™, genauer f € L*(Qp,R™) fiir m = 1 oder m = n und
a =1 oder a = 2.

In diesem Rahmen wird die Leitfahigkeit aufgefasst als Abbildung a : Qp — [\, A],
a(w) := w(0). Wir finden dann wieder in der Realisierung

a(r;w) = a(Tyw) = (T,w)(0) = w(x).
Wir benoétigen folgende Eigenschaften der Translationen.

Definition 3.4 (Dynamisches System im Wahrscheinlichkeitsraum). Wir nehmen an,
dass die Translationen T, : Qp — Qp fiir v € R™ folgenden FEigenschaften haben.

1. Gruppeneigenschaft: Ty = idq, und Ty, =T, oT, fir alle x,y € R™.

2. Mafinvarianz: Fir jede messbare Teilmenge ¥ C Qp und jedes x € R™ ist T,
messbar und es gilt P(1T,X) = P(X).

3. Messbarkeit: Fir jede messbare Abbildung f : Qp — R ist die Realisierung f :
R™ x Qp — R messbar.

Die allgemeine Formulierung der Eigenschaften ist sinnvoll, wenn man eine abstrakte
Gruppe von Translationen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum gegeben hat. Fiir uns ist
die Gruppeneigenschaften immer erfiillt, denn die T}, sind gerade die Translationen im
R". Die anderen Bedingungen sind jedoch dann Bedingungen an den Wahrscheinlich-
keitsraum, zum Beispiel fordert die zweite Eigenschaft, dass alle Translate von w gleich
wahrscheinlich sind.

Lemma 3.5 (Translationen und Realisierungen). Seien f, fr € L%(S2p) und flz:w) =
f(Tow) und fy(z;w) = fr(Thw) deren Realisierungen. Dann gilt

1. f(;w) e Ly (R™) fir fast alle w € Qp.

2. fi = f in L*(Qp) impliziert, dass fir eine Teilfolge gilt: fk(.;w) — f(;w) in
L (R™) fiir fast alle w € Qp.

loc

3. Sei Qy C Qp mit |Q| = 1. Dann existiert eine Menge Q1 C Qg mit |1] = 1, so
dass
T,w e Qy Yw € Qq, fast alle x € R™. (3.14)
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Beweis. Punkt 1 folgt aus Punkt 3 der Definition 3.4 und Fubini: Die Messbarkeit von
f auf R™ x Qp wurde dort explizit verlangt. Das Theorem von Fubini impliziert, dass
fast alle Schnitte f (.;w) meBbar auf R” sind. Die lokale Integrierbarkeit folgt mit Fubini
aus Punkt 2 der Definition 3.4, welcher erlaubt, Integrale iiber f(z;w) = f(T,w) durch
Integrale tiber f(w) zu ersetzen.

/QP (/}83|f(:1:;w)|‘”‘dx) dP(w) :/BR (/Qp ]f(x;w)|ad73(w)) dx
= /BR (/QP |f(w)!ad73(w)> dz < o0o.

Insbesodere ist fiir fast alle w der Integrand der linken Seite endlich.
Die zweite Behauptung folgt ganz dhnlich aus Fubini und der Maflerhaltung.

-/, </ (dii) = Flai o) 4P () ) do

— /BR (/QP |(fx —f)(w)lo‘dp(w)) de = |Bgl| fi — fllfep) — 0-

Fiir den Nachweis der dritten Behauptung benutzen wir die charakteristische Funk-
tion fy : Q2p — R der Menge €2y, insbesondere ist fo = 1 fast iiberall. Da f; mefibar
auf R™ x Qp ist, konnen wir wieder wie oben rechnen

/Qp /B oz deapie) = | ) ( / 1) dP(w)) di = | By,

Das Integral stimmt mit dem Integral der konstanten 1-Funktion iiberein, daher muss
fo = 1 fast iiberall auf Br x Qp gelten. Durch Ausschépfung von R" durch R — oo
folgt auch fy = 1 fast iiberall auf R™ x Qp. Fubini liefert die Existenz von Q; C Qp
mit vollem MaB, so dass fiir alle w € ©; und fast alle  gilt fo(w,z) = 1. Dies liefert
gerade T,w € €y und damit die Behauptung. O]

Mittelungsprozesse

Definition 3.6. Fiir eine Funktion f € L'(Qp,R™) konnen wir verschiedene Mittel-
wertbegriffe betrachten.

Erwartungswert: E(f) := f( ) dP(w), (3.15)
Rdaumliches K -Mittel: Mk (f) élm ][ flz;w) (3.16)
Rdaumliches Mittel: M(f)(w) (3.17)

und wir erinnern an f(z;w) = f(Tow). Dabei ist K C R™ eine beliebige messbare Menge
mit |K| < oo und Kr := R- K = {z € R"|aR™" € K}. Wir bemerken dazu, dass das
raumliche K -Mittel nicht notwendigerweise existiert. Falls die raumlichen K -Mittel fiir

alle K existieren und unabhdingig sind von K, so wird dieser Wert das rdumliche Mittel
M(f)(w) genannt.
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Lemma 3.7. Sei f € L*(Qp,R™) undw € Qp so, dass M(f)(w) existiert. Fiir K C R"
sei die Funktion x — f (x/e,w) (eingeschrinkt auf K ) beschrinkt in L*(K). Dann gilt

7 <gw> M(f)(w) in LK) fir £ — 0. (3.18)

Beweis. Wir betrachten zunéchst nur charakteristische Funktionen als Testfunktion.
Sei dafiir Ky C K messbar mit |Ky| < oo und ¢(z) =1 fiir x € Ky und ¢(x) = 0 fiir
x & Ky. Dann gilt

/nf(g,w) o(x)dr = /K f(g,w> dr = &" Ko/af(y,w) dy

0

= [ Kol f(y,w) dy — [KoM(f)(w) = | M(f)(w)p(z) dz.
Ko/e R
Da die charakteristischen Funktionen dicht liegen im Dualraum L' (K), folgt die Aus-
sage. Wir betonen, dass & = 1 und o/ = oo hier zugelassen sind, denn in diesem Fall

sind die Funktionen f (f,w) ebenfalls gleichméfig beschrankt und die charakteristi-
schen Funktionen ¢ sind dicht in L'(R"). O

Ergodizitat

Definition 3.8 (Ergodizitét). Eine Funktion f : Qp — R™ heiffit invariant, falls
f(Thw) = f(w) fiir alle x € R™ und fast alle w € Qp.

Das System T, heif$t ergodisch, falls jede invariante Funktion konstant ist.

Wir werden hier nicht in die Ergodentheorie einsteigen. Wir wollen lediglich folgendes
Bild erwéhnen: Eine invariante Funktion kann einem zuféllig erzeugten Muster w eine
Zahl X\ so zuordnen, die den Typ des Musters beschreibt. Dabei muss gelten, dass eine
Verschiebung von w wieder von demselben Typ A sein muss. Ein solches (nichttriviales)
f gibt es zum Beispiel, wenn wir das zufillige Muster so bestimmen, dass wir erst
wiirfeln, um dann je nach Ergebnis einen anderen Algorithmus verwenden, um das
unendliche Muster zu erstellen. Dann kann f dem Muster den Miinzwurf ansehen.

Satz 3.9 (Birkhoff Ergodentheorem). Sei f € L'(Qp). Dann existiert M(f)(w) fiir
fast alle w und es gilt

) M(f)(w) dP(w) = E(f). (3.19)
P
Fulls das System T, ergodisch ist, so ist der Wert unabhdingig von w,

M(f)(w) = E(f) fir P-fast alle w € Qp. (3.20)

Beweis. Wir zitieren hier den Satz nach [4], wo wiederum auf Dunford und Schwartz
verwiesen wird. Wir weisen darauf hin, dass Theorem VIII, 7.17 aus [3] die Aussage
fiir Wiirfel K in der Mittelwertbildung enthélt, allgemeinere Gebiete sind in Theorem
7.10 erlaubt, dort ist allerdings f € LP(Qp) mit p > 1 vorausgesetzt. Theorem VIII,
7.17 enthélt nicht explizit den zweiten Teil der Aussage.

Fiir eine knappe und zugéngliche Einfiihrung in die Ergodentheorie verweisen wir
auf die Biicher von Klenke [5] und Dudley [2].In beiden Biichern wird der Ergodensatz
allerings nur fiir diskrete, einparametrige Gruppenoperationen nachgewiesen. ]
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Fiir das weitere Verstédndnis ist es kein Problem, den zweiten Teil des Satzes als
unsere Definition fiir Ergodizitédt zu betrachten, also: Fiir jede integrierbare Funktion
f liefert das rdaumliches Mittel fast sicher gerade den Erwartungswert. Alles, was wir
im Folgenden verwenden, wird die folgende Konsequenz aus (3.20) sein.

Corollar 3.10. Sei f € L*(Qp) mit Erwartungswert E(f) € R und T, ergodisch,
K C R"™ kompakt. Dann gilt fir fast jedes w € Qp

7 (EW) S E(f) in L¥(K) fiir ¢ — 0. (3.21)

Beweis. Wir stellen zunéchst die L?(K )-Beschriinktheit fest. Tatsichlich gilt mit der
Funktion g(w) == | f(@)[, g € L}(Sp),

/K Fla/esw)? de = /K ie/ew)de = K| 4 Glyw)dy — |KIE@).

K/e

Die Beschranktheit und der Ergodensatz 3.9 erlaubt die Anwendung von Lemma 3.7.
O

3.3 Analyse des stochastischen Zellproblems

Konstruktion der Zelllosung

Unser Ziel hier ist die Konstruktion der Funktionen ¢ (z;w) aus Satz 3.2. Wir wollen
diese Funktionen als Realisierungen von Funktionen (2p — R"™ konstruieren. Satz 3.2
folgt aus dem folgenden stérkeren Satz, den wir hier beweisen werden.

Satz 3.11. Sei k < n ein fester Index. Es existiert v € L*(Qp, R™) mit E(v) = 0, so
dass fiir fast jedes w € Qp die Realisierung v(x;w) = v(T,w) von v curlfrei ist und die
Realisierung a” (z;w)(ex, + 0)(z;w) = w(z)(er, + v)(Tow) divergenzfrei.

Beweis von Satz 3.2. Zu festem k definieren wir die Zelllosung als Realisierung von
er + v, also

V(s w) = ep +0(;w).

Nach Aussage des Satzes 3.11 ist dann fiir fast jedes w die Funktion 1, curlfrei und die
Funktion a®+y, divergenzfrei.

Ist der Wahrscheinlichkeitsraum §2p ergodisch, so gilt wegen E(v) = 0 fiir fast alle
w, dass M(e, + v)(w) = eg. Dies impliziert die schwache Konvergenz der skalierten
Realisierungen ¢, gegen ey.

Die k-te Spalte der Matrix a* definieren wir als a*, = E(a”(ex + v)) = 0, so dass
M(a® (e, + v))(w) = a*ep. Wiederum folgt die schwache Konvergenz der skalierten
Realisierungen aus der Ergodizitét. O

Wir definieren die stochastischen Raume der Gradienten (besitzt ein Potential, Index
pPOT) und der divergenzfreien Funktionen (solenoidal=quellenfrei, Index SOL).
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Definition 3.12. Potentialfelder und quellenfreie Felder auf R™ sind definiert durch

L2,(R") = L2,(R",R") = {w € L*(R")|3® € H,,,(R") mit w =V}
= {w € L*(R")|curl w=0}
L2,(R") = 12, (R, R") = {w € I*(R")|V - w = 0}

Dazu konnen wir nun die stochastischen Versionen definieren,

Lo, = Lo, (Qp, R") = {v € L¥(Qp,R")|0(.,,w) € L2,(R") fiir fast alle w}
L?Ol LSOZ(QP7 {U S La QP’Rn” ( ) S LSOZ(RH) fUT f(lSt alle Cd}

Da mit der obigen Deﬁm’tz’on beide Rdume die konstanten Funktionen enthalten, st
folgender Raum niitzlich
LCM

pot,0 —

={ve L, (Qp)|Ev =0}

pot
Wir bemerken, dass die Divergenz im Distributionssinn definiert ist.

Satz 3.13 (Weyl-Zerlegung). Die Unterrdume Lgot(Qp) L2,10(Qp) und L2,(Qp) sind
abgeschlossen im Grundraum L*(Qp). Die Riume L2, ((Qp) und L2,(Qp) sind senk-

recht zueinander und es gilt
L2<QP> - Lpot O(Q'P) S Lsol(Q'P)' (322)

Beweis. Abgeschlossenheit. Die Abgeschlossenheit der Unterrdume folgt aus Lemma
3.5: v, — v in L*(Qp) impliziert fiir fast alle w € Qp, dass auch die Realisierungen
konvergieren, Uy(.;w) — 0(.;w) in LZ (R™). Dann iibertragen sich Eigenschaften wie
Curl-Freiheit und Divergenzfreiheit auf die Realisierung der Limesfunktion, was zeigt,
dass v wieder im entsprechenden Unterraum liegt.

Orthogonalitit. Die Raume L2, o(Qp) und L2,(Qp) stehen in L*(Qp) senkrecht.
Dies folgt wieder iiber die Realisierungen: Seien v € L2, o(Qp) und w € L2,,(Qp) mit

Realisierungen v und w. Fiir fast alle wy konnen wir mit dem Ergodensatz rechnen
(v whtam) = [ ) 0l) dPG) = B w)
P

= M(v - w)(wp) m 0(x;wp) - (x5 wo) de

=l
R—o00 Kr

= lim + 9(Rz;wp) - W(Rz;wp) dx.
R—oo [ i

Nun wenden wir das div-curl Lemma 1.3 an. Die Funktion (R .;wy) ist (fiir fast alle
wp) ein Gradient, insbesondere curl-frei, und w(R .; wp) ist quellenfrei. Beide Funktionen
sind zudem in L?*(K) und daher (bis auf Wahl einer Teilfolge) schwach konvergent in
L*(K), die Beschrinktheit ersieht man, indem man obige Rechnung fiir v statt w und
fiir w statt v betrachtet. Indem man die Rechnung fiir beliebige Teilmengen K C K
und fiir w = 1 betrachtet, ergibt sich, dass der schwache Limes von o(R.;wy) mit
dem Erwartungswert iibereinstimmt, also verschwindet. Nach dem div-curl Lemma
1.3 konvergiert das Integral gegen das Integral iiber die schwachen Limiten, dieses
verschwindet allerdings.

Summe ergibt den Gesamtraum. Dieser Teil erfordert ein Approximationsargument
welches in Lemma 3.14 weiter unten skizziert wird. O
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Beweis von Satz 3.11. Der Beweis geschieht in zwei Schritten. Wir formulieren
zundchst die Aussage mit den neuen Funktionenrdumen, im zweiten Schritt wird die
Existenzaussage mit dem Satz von Lax-Milgram bewiesen.

Schritt 1: Umformulierung. Mit den obigen Rdumen schreiben wir die definierenden
Gleichungen fiir v um. Wir wollen folgendes System losen.

vp € Xp = L2, 0(Qp), a-(ep+uv) € Xy = LZ2,(Qp). (3.23)

Wir stellen zunéichst fest, dass fiir eine Losung vy, die Funktion ¢y, (z;w) = 9(z;w) + e
nach Definition der Réume L2 ,(Qp) und L2, (p) automatisch (3.5)—(3.6) fiir fast alle
a = w 16st.

Schritt 2: Losung von (3.23). Fiir festes k wollen wir die Existenz einer Losung vy
von (3.23) nachweisen. Diese Gleichung wird mit Lax-Milgram gelost. Wir betrachten

im Grundraum X, = L2, ;(Qp) die Bilinearform

b(v,w) := (v, aw) r2(0p) —/ v(w)a(w)w(w) dP(w).
Qp
Diese Bilinearform ist koerziv, denn
bo0) = | u@a)o@) dP@) 2 A | o) dPw) = Aol
Qp Qp
Daher hat die Gleichung
vp € X, = L2y o(Qp) mit bluy, w) = —/ epa(w)w(w) dP(w) Yw € X,
Qp

eine eindeutige Losung vy. Dieses erfiillt die erste Forderung von (3.23) nach Wahl des
Grundraumes. Die Gleichung liefert, dass

av + aey, L L2, o(Qp),

also, gemiB der Weyl-Zerlegung, av+aey, € L2 ,(Qp). Dies liefert (3.23) und damit den

sol

Satz. O

Konstruktionsschritt der Weyl-Zerlegung

Lemma 3.14. Zu jedem u € L*(Qp) existieren v € L2, (Qp) und w € L2,(Qp), so
dass u = v+ w.

Beweisskizze. Der Beweis basiert auf zwei Operatoren auf L?(Qp), die im ersten Schritt
definiert werden.

Schritt 1. Die Operatoren J5 und OF. Wir verwenden einen symmetrischen
Glattungskern @5 : R" — [0, 00) mit &5 — dp im Distributionssinn. Der Glattungsope-
rator Js wird dann definiert durch:

o f € L*(Qp): Tsf € L*(Qp), T5f(w) = Rnf(wa)%(a:) dz. (3.24)
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Nun definieren wir den unbeschrinkten Operator 97 . Falls der Ausdruck der rechten
Seite existiert, so setzen wir

mf e Q) FIW) =0, 0w) = 0 (L)l - (325)

Dieser Operator ist so definiert, dass eine Realisierung dieses P-Gradienten tatséchlich
ein z-Gradient ist,

OF f(Tyw) := 0y, f(y; ).

Wir verwenden die nachfolgenden Eigenschaften dieser Operatoren. Dabei sind f
und g beliebige Funktionen in L?(Qp), &, > 0 beliebig, f5 = Js5f, w € Qp beliebig
und (., .)p das Skalarprodukt in L?*(Q2p). Die Eigenschaften sind einfache Konsequenzen
aus dem Fubini Theorem.

(51 g} U%MF%;Wf (T.0)5(r) do dP () (3.26)

VP fs = (O fs,...,OF f5) existiert und ist ein Element von Lpot(Q'p) (3.27)

OF Jefs(w) = J-07 f5(w) = O, | [s(ToTyw)@s(y) dy (3.28)
Rn =0

Schritt 2. Divergenzfreiheit. Zu einer beliebigen Funktion u € L?*(Qp) konnen wir
v € LpotO(Qp) als die orthogonale Projektion auf diesen abgeschlossenen Unterraum
definieren. Die Funktion w wird dann {iber w = v — v definiert und steht senkrecht auf
den Gradientenfeldern.

Es bleibt zu zeigen, dass eine beliebige Funktion g € L*(2p), die orthogonal ist auf
allen Gradienten, nur divergenzfreie Realisierungen hat, also

g€ L*(Qp) mit g L L2, ,(Qp) erfiillt g € L2,,(Q2p). (3.29)

pot,0

Wir rechnen dazu fiir eine beliebige skalare Funktion f € L?(2p) wie folgt. In der
ersten Zeile verwenden wir g L L2, ((Qp), in den mit (E) markierten Gleichungen die
Ergodizitat mit beliebigem wy € p, fast jedes wy ist dabei zuldssig. Wir benutzen
wieder die Abkiirzungen gs und f. fiir die Glattungen

(3.28)

(9.VPTf5)p =" g, \75V7>f5>

(3.27) (3.26)

0 <t7€g7v f5>

D lim £ Ge(wswo) - Vo fs(wo) de

R—o0 Kg

® _ hm][ Vi §e(x;wp) f6($ wo) dx

R—o0

(B)

- <v ’ ga>f5>77

Im mit (P) markierten Schritt verwenden wir eine partielle Integration. Diese ist fir
geeignete Teilfolgen R = R; — oo gerechtfertigt, denn das Randintegral bleibt (auf
geeigneten Kugelschalen) beschrénkt, wir teilen aber durch das Volumen der grofien
Kugeln. Der letzte Schritt verwendet dieselben Tatsachen wie die ersten drei Gleichun-
gen.
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Im Limes § — 0 erhalten wir (V- g., f)p fiir die beliebig gew#hlte Funktion f, also
V7 . g. = 0. Dann ist auch fast jede Realisierung von g divergenzfrei im Distributions-
sinn, denn fiir ¢ € D(R™) und P-fast jedes w gilt

/ g(z,w) - Vyp(x dx—hm/ / (x 4+ y,w) - Vep(z)dr . (y) dy

e—0

—hm/ /gaxw V.p(x) de
e—0 n n

——g%/n/nv - Je(z,w)p(z) do
vP

= —lim 9e(Tow) p(x) dx = 0.

e—0 R

Diese Rechnung liefert das gewiinschte Resultat, g € L? ,(Qp). O

Konstruktion approximativer Lésungen im Stochastischen

Wir wollen noch darauf hinweisen, dass man nicht gezwungen ist, mit den “Gradienten”
Y aus Satz 3.2 zu arbeiten. Man kann zu v, auch fiir fast jedes w die Realisierung
aufintegrieren.

Lemma 3.15. Fiir fast jedes w € Qp gibt es ein Potential Qy(.;w) € HL (R™) so dass
Vi = VQi + ex das stochastische Zellproblem aus Satz 3.2 lost. Nach Skalierung gilt
auch

Q5 (v, w) == Qi /e;w) erfillt ;= V(eQF) + e.
Wir konnen Qg(.;w) so wihlen, dass
el| Q5w (@) = 0 (3.30)
fir fast alle w € Qp.

Wir betonen, dass wir nicht erhalten, dass @); homogen ist.

Beweis. Die Realisierung ¢, ist fiir fast jedes w curl-frei, also existiert zu ¢ (und auch
zu 1, — eg) ein Potential. Dies liefert Qg (.;w). Wir wéhlen Qx(.) so, dass Q%(.) einen
verschwindenden Mittelwert auf 2 hat. Der Birkhoff Ergodensatz liefert V(eQ3) —
E(¢y —ex) = 0 in L2 Dies liefert die schwache H'(Q2) und die starke L*(Q) Konvergenz
eQy — 0.

Wir verwenden nun elliptische Regularitétstheorie: Fiir Losungen von V- (aVu) =
auf Bop C R™ gilt

[ull Lo () < Cmax(a), min(a), R)[[u]|2(5,z)-

Mit R > 0 so groB, dass Q2 C Bpg liefert dies (3.30) fiir festes w. O
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Vergleich der Losung mit expliziter Konstruktion Wir erwarten, dass sich die
Losung verhéalt wie

v (1) = u(x) + Y Onoulz)Qu(z/e). (3.31)

wir nehmen im Folgenden an, dass u® — u° schwach in H'(Q) und stark in L?(Q)
fiir eine noch unbekannte Grenzfunktion u°. Wir stellen fest, dass v — u schwach in
H'(Q) und stark in L?*(Q). Fiir den nachfolgenden Beweis nehmen wir an, dass die
Losung u der homogenisierten Gleichung von der Klasse H?(2) N W1 (Q) ist.

Um nachzuweisen, dass u® — v® tatsichlich klein ist (und, in Konsequenz, u°® = u)
testen wir die Differenz der Gleichungen fiir »* und fiir « mit der Differenz u® — v®,

V- [a.Vu® — a,Vu] = O/ - (uf — ).
Wir erhalten
0= / [a:Vu® — a,Vu] - V(u® — v°)
Q

= / [a:Vu® — a.Vv°] - V(u® —v°) + / [a: Vv — a,Vu] - V(u® — )
Q Q

= / as|V(uf —v%)]* + / [a-Vv® — a,Vu] - V(u® —v°).
0

Q

Im letzten Integral ist der zweite Faktor ein Gradient und konvergiert schwach in L?(()
gegen V(u® — u). Fiir den ersten Faktor gilt

a:(x)Vos(x) = Z Opu(x) ac(x) (e, + VQr(x/e)) + O(e)

in L?(Q2) wegen Lemma 3.15. Insbesondere gilt

a.Vo© — a,Vu in L*(1)
V - (a.Vv®) kompakt in H™(Q).

Unterhalbstetigkeit der Norm und das div-curl-Lemma erlauben zu rechnen

AV (= ) By < g%/ﬂaew(us )P

=—lim [ [a.VV® —a.Vu]- V(u® — )

e—0 Q

=— /Q [a.Vu — a,Vu] - V(u® —u) = 0.

Der obige Beweis funktioniert fiir glatte Losungen u der Grenzgleichung. Im allge-
meinen Fall kann die Methode aber auch verwendet werden, indem man die Losung
des Grenzproblems u durch eine glattere Approximation uy ersetzt und die Funktion
v° zu uy, konstruiert. Das Vorgehen ist dann wie in Abschnitt 1.3.2.

37



Literaturverzeichnis

1]

2]

[10]

[11]

38

Grégoire Allaire. Homogenization and two-scale convergence. SIAM J. Math.
Anal., 23(6):1482-1518, 1992.

R.M. Dudley. Real analysis and probability. The Wadsworth & Brooks/Cole Ma-
thematics Series. Wadsworth & Brooks/Cole Advanced Books & Software, Pacific
Grove, CA, 1989.

N. Dunford and J.T. Schwartz. Linear operators. Part I. Wiley Classics Library.
John Wiley & Sons Inc., New York, 1988.

V. V. Jikov, S. M. Kozlov, and O. A. Oleinik. Homogenization of differential
operators and integral functionals. Springer-Verlag, Berlin, 1994.

Achim Klenke. Wahrscheinlichkeitstheorie. Universitext. Springer, 2009.

S. M. Kozlov.  The averaging of random operators.  Mat. Sb. (N.S.),
109(151)(2):188-202, 327, 1979.

Gabriel Nguetseng. A general convergence result for a functional related to the
theory of homogenization. SIAM J. Math. Anal., 20(3):608-623, 1989.

B. Schweizer. Averaging of flows with capillary hysteresis in stochastic porous
media. Furopean J. Appl. Math., 18(3):389-415, 2007.

B. Schweizer. Homogenization of the Prager model in one-dimensional plasticity.
continuum mechanics and thermodynamics. Continuum Mechanics and Thermo-
dynamics, 20(8):459, 2009.

Ben Schweizer. Homogenization of degenerate two-phase flow equations with oil
trapping. SIAM J. Math. Anal., 39(6):1740-1763, 2008.

Ben Schweizer and Christof Melcher. Direct approach to L? estimates in homoge-
nization theory. Annali di Matematica Pura ed Applicata, 2008.



