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Abstract: Dieser Text fasst in Kiirze die wesentlichen Punkte zu Fourier-
reihen zusammen. Es soll eine Kurzzusammenfassung fiir Mathematiker
sein. Lebesgue-Theorie und elementare Kenntnisse zu Hilbertraumen
werden vorausgesetzt.
1. FRAGESTELLUNG
Wir betrachten Funktionen auf dem Intervall I = [—7, 7], also

(1.1) f:I—-C.

Unser Ziel ist es, eine solche Funktion mit einer geeigneten Familie von Koeffizienten
(ck)r darzustellen, ¢ € C fiir jedes k € Z:

(1.2) f(z) = ch ek Veel.

2. WAHL vON HILBERTRAUM UND BASISFUNKTIONEN

Wir wihlen als Grundraum X := L?*(I,C), Skalarprodukt und Norm wihlen wir
als

1 B 1
(21) (ho)x =5 [ 19 1% = 5= [ 19
27 T 2w I
Wir betrachten folgende Elemente in X:
(2.2) er € X fir keZ, er: I — C, e,
Wir berechnen
(2.3) (er,e)x = 1 eFT e 1y — S DT 1 = 8y
' ’ 27 J; 27 J; '

Die Elemente (e ) sind also orthonormal in X.

3. FORMEL FUR DIE KOEFFIZIENTEN

Zur Motivation des Nachfolgenden nehmen wir an, f € X sei gegeben wie in (1.2)
mit Konvergenz der Reihe in L?(I), also

(3.1) Ve>03dM >0VN > M : / f(z) — Z cy e
I
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Wir multiplizieren f mit e, und erhalten

—zkx o i ikx
(f,erx)x /f dr = ]\;ILI;OQW/ZCGG dx

= lim E ] 6kl = Cg .
N—o00
l=—N

Die “richtigen” Koeffizienten sind also durch f bestimmt: ¢, = ¢ (f) := (f, ex)x

4. FOURIERREIHE EINER FUNKTION

Wir kehren nun zur urspriinglichen Motivation zurtick und betrachten eine be-
liebige Funktion f, oder, genauer, ein beliebiges Element f € X. Wir definieren
Koeffizienten durch ¢, := (f, ex) x. Zu diesen Koeffizienten betrachten wir die Reihe
wie in (1.2),

(4.1) fIZZCkaEX.
keZ
Lemma 4.1. Fir f € X und ¢, := (f, ex)x gilt:
(4.2) (ci)r € (N,C)  mit  ||(ck)elleay < [ fllx-

Die Reihe in (4.1) ist konvergent in X. Sie definiert also eine Grenzfunktion f.

Beweis. Abschitzung fiir (c)x. Wir definieren fy als die Partialsumme,

(43) fN(iE) = Z C € -

k=—N
Nun testen wir f mit fy und erhalten
N N N
(f, [n)x = ([, Z Ck €k)x = Z  (fren)x = Z el
k=—N k=—N k=—N

Ebenso berechnet man [|fx]|% = (fx, fv)x = Son__x lc|?. Die Cauchy-Schwarz
Ungleichung in X liefert

Z el = (f, fn)x < I fllx Ifnllx < N1Fllx

Teilen durch die Wurzel liefert die Abschétzung von (4.2) und damit auch (cg)x €
A(N,C).
Konvergenz der Reithe. Wir vergleichen zwei verschiedene Folgenglieder. Fiir

N > M berechnen wir
2

Ifx = fully = Z Ck k|| = Z lex[> — 0

M<|k|<N v M<IkI<N
fiir M — oo. Die Folge fy ist also eine Cauchy-Folge in X. Wir erhalten, dass die
Reihe in X konvergiert, f ist wohldefiniert. U

Unser Ziel ist damit fast erreicht — bis auf einen wesentlichen Punkt: Wir wissen
nicht, ob f = f gilt.
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5. VOLLSTANDIGKEIT

Es ist interessant, den noch offenen Punkt, namlich f - f, mit einer abstrakten
Eigenschaft der e; in Zusammenhang zu bringen.

Definition 5.1 (Vollstédndigkeit). Eine orthonormale Familie ey, in einem Hilbert-
raum X heifst vollstandig, wenn fir jedes f € X gilt:

Das Problem, ob die von uns gewahlte Familie e, vollstandig ist, verschieben wir
noch ein wenig. Zunachst wollen wir feststellen, dass die Vollstandigkeit unsere
Fragestellung befriedigend beantwortet.

Theorem 5.2 (Hilbertraumkonvergenz). Sei X ein Hilbertraum und darin (ey)
eine vollstandige orthonormale Familie. Dann gilt fir jedes f € X die Darstellung

(5.2) f= ch e~ mit Konvergenz in X, fur ¢y = (f,er)x -
keZ

Zudem gilt ||(ce)klleeavy = || fllx (Bessel’sche Gleichung).

Beweis. In Lemma 4.1 haben wir bereits die Konvergenz der Reihe gegen ein Element
f erhalten. Wir stellen fest, dass

(5.3) (f = foeny = (fren) = (frex) =cr—cx =0,

wobei wir einerseits die Definition von ¢ und andererseits die Tatsache ( f LK) = Cp
benutzt haben, die aus der X-Konvergenz der Fourierreihe folgt (Rechnung wie in
Abschnitt 3). Aus (5.3) folgt wegen der Vollsténdigkeit f = f. Damit ist (5.2)
gezeigt.

Fiir die Bessel’sche Gleichung rechnen wir

0« |If = fwllx = IFI% + 1/ ]1% — 2Re(f, f)
N

N N
=I5+ D el =2 Y lal =11k = > laf.
k=—N k=—N

k=—N
Wir erhalten ||(cx)k |l = || f]lx- -

6. KONVERGENZSATZ FUR DIE KONKRETE WAHL DER (e )

Die Theorie ist befriedigend abgeschlossen, sobald wir fiir die konkrete Familie
er = € im Hilbertraum X = L?(I) die Vollstindigkeit der (e;), nachgewiesen
haben. Dies geschieht in zwei Schritten. In diesem Abschnitt zeigen wir, dass fiir
Funktionen f € L*(I) mit zusatzlicher Regularitit eine punktweise Konvergenz der
Fourierreihe vorliegt.

Theorem 6.1 (Konvergenzsatz). Sei f € L*(I) und sei xo € I ein innerer Punkt,
in dem die Funktion f eine zusdatzliche Regularitdt hat: Wir nehmen an, dass fir
eine Zahl yo € C die Funktion

(6.1) g(x) =

von der Klasse g € L*(I) ist. Dann konvergiert die Fourierreihe aus (4.1) im Punkt
Ty gegen yo.

f(x) —wo

r — Xy
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Beweis. 1. Vereinfachung. Wir nehmen ohne Einschrankung xg = 0 und yy = 0 an.
Im allgemeinen Fall muss die Funktion entsprechend in horizontaler und in vertikaler
Richtung verschoben werden.

2. Die Funktion h. Wir betrachten eine Funktion, die dasselbe Verhalten hat wie
g, aber fiir Rechnungen besser geeignet ist, namlich

f(x)
6.2 h(x) = ———.
(62) (@) 1= LD
Der Nenner hat als einzige Nullstelle den Punkt z = 0. Um den Punkt x = 2y =0
herum hat der Nenner als erste Terme der Taylorreihe 1 — e =1 — 37 %(zx)ﬂ =
—ix + O(|z|*). Daher verhlt sich |h(z)] fiir kleine |z| wie |g(z)|. Man erhélt, dass
h ebenfalls die Voraussetzung h € L*(I) erfiillt.

3. Ziel. Wir wollen die Konvergenz der Fourierreihe zeigen. Im Punkt zqg = 0
und fiir yo = 0 miissen wir also zeigen:

N N
(6.3) ch: cheik0—>0 fir N — oo.

k=—N k=—N

4. Berechnung der Summe. Die Koeffizienten von f bezeichnen wir mit cx(f),
entsprechend die Koeffizienten von h € L?(I) mit cx(h) und die Koeffizienten der
Funktion x +— h(z) ™ mit c(h e®). Fiir letztere gilt die Formel cix(he'™) = cp_1(h),
die sich aus der Integralformel fir ¢; ergibt. Wir nutzen hier h € L*(I) aus.

Wegen f(z) = h(z)(1 — ™) gilt

(6.4) cr(f) = cr(h) = er(he™) = ex(h) — cpr(R),
und daher
(6.5) doa= > alf) =Y lalh) —ca(h) =cen(h) —cna(h).

Wegen (ci(h)), € (?(N) konvergiert dieser Ausdruck gegen Null und der Beweis ist
abgeschlossen. ([l

Eine Bemerkung zu Satz 6.1. Die Voraussetzung an f ist natiirlich erfiillt, wenn f
Lipschitzstetig ist. Auch eine geeignete Holderstetigkeit ist ausreichend. Interessant
ist aber in jedem Fall, dass die zusatzliche Regularitat von f nur in einer Umgebung
des fraglichen Punktes vorliegen muss — obwohl ja die Fourier-Koeffizienten von allen
Werten von f abhingen.

Corollar 6.2 (Konvergenz fiir Lipschitz-Funktionen). Ist f : I — C Lipschitzstetig
auf I, so konvergiert die Fourierreihe von f in jedem inneren Punkt x € I gegen
f(z). Zudem konvergiert die Fourierreihe in L*(I) gegen f.

Beweis. Theorem 6.1 impliziert die punktweise Konvergenz fy — f. Lemma 4.1
liefert eine Grenzfunktion f, so dass fy — f in L3(I) gilt. Die starke Konvergenz
impliziert punktweise fast iiberall Konvergenz fiir eine Teilfolge. Es muss also f = f
fast iiberall gelten. Dies zeigt fy — f in L*(). O
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7. VOLLSTANDIGKEIT FUR DIE KONKRETE WAHL DER (e )y

Wir betrachten wieder die Familie (eg)x, die gegeben ist durch die Funktionen
x> e*® in X = L*(I). Um die Vollstindigkeit der Familie zu beweisen, reicht uns
die Konvergenzeigenschaft aus Corollar 6.2 aus.

Theorem 7.1 (Vollstandigkeit). Im Raum X ist die Familie ey, vollstindig.

Beweis. Wir miissen eine Funktion f € X = L?(I) betrachten, die orthogonal auf
allen ey, ist,

(71) <f,€k>X:0 Vk e Z.

Wir wollen zeigen, dass f = 0 gilt.

Wir wahlen eine Folge ¢ = ¢; N\, 0 und approximieren f mit Lipschitz-stetigen
Funktion f¢, also f¢ — f in L?(I). Wir nutzen hier die Dichtheit glatter Funktionen
in L*(I).

Die Konvergenz f¢ — f in L?(I) impliziert, dass auch die Fourierkoeffizienten
von f und von f¢ dhnlich sind. Da die Fourierkoeffizienten von f wegen (7.1)
verschwinden gilt

(7.2) Il(ex(FDrllez = Ner(f))r—(ex(FDille = l(eu(F=Felli < IF7=FIx =0,

wobei wir Lemma 4.1 verwendet haben.
Nach diesen Vorbereitungen schéatzen wir die Norm von f mit einer Dreiecksun-
gleichung ab:

Ifllx < F = o llx + 115 = Fllx + 1Ly = Ollx -

Fiir grofes j, also kleines € > 0, ist der erste Term und der dritte Term klein. Fir
den ersten Term ist dies klar, denn so ist die Folge f° gewahlt. Fiir den dritten
Term berechnen wir

1 llx < e (fDille@ — 0

wegen (7.2).

Fiir eine beliebige Fehlerschranke n > 0 wahlen wir also € = ¢; so, dass der erste
Term und der dritte Term beide kleiner sind als 1/3. Fiir das feste € und hinreichend
grofie N gilt, dass auch der zweite Term kleiner ist als n/3, was aus Corollar 6.2
folgt. Damit ist fiir beliebiges > 0 gezeigt, dass || f||x < n. Dies liefert f =0. O

8. GLEICHMASSIGE KONVERGENZ

In den vorigen Abschnitten haben wir die Konvergenz der Fourierreihe fiir zwei
Konvergenzbegriffe nachgewiesen:

o fv — fin X = L*1), falls f € X (siche Theorem 5.2 und Theorem 7.1)
e fy — f punktweise fast tiberall, falls f Lipschitzstetig (sieche Theorem 6.1)

Wir wollen dies erganzen mit:

o fx — f gleichmaflig in (—m,7), falls f € H'(I)
Damit ist genauer gemeint, dass fn gleichméflig gegen einen Reprasentanten von f
konvergiert.

In diesem Skript wollen wir den Sobolevraum H'(I) nicht verwenden, weil dieser
Raum in der Analysis 3 noch nicht vorkommt. Wir formulieren daher den nachfol-
genden Satz fiir stiickweise C'-Funktionen. Wer den Sobolevraum kennt, kann dem
Beweis ansehen, dass nur f € H'(I) verwendet wird.
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Theorem 8.1 (Gleichméfiige Konvergenz). Die stetige Funktion f : I — C sei
periodisch, es gelte also f(m) = f(—n), und die Funktion sei stickweise stetig dif-
ferenzierbar. Dann konvergiert die Fourierreihe gleichmdf$ig gegen f.

Beweis. Wir verwenden die Fourierkoeffizienten von f, also (¢x(f))x, und Fourierko-
effizienten von f’ = 0, f, also (cx(f"))r. Die Definition der Koeffizienten liefert mit
einer partiellen Integration, dass |cx(f')| = |k||cx(f)]-

Die Funktion f’ ist stiickweise stetig und daher insbesondere in L*(I). Lemma
4.1 liefert (cx(f")x € (*(Z). Es gilt also (|k| |cx(f)|)r € €*(Z), insbesondere ist die
Folge beschrankt. Es gibt also eine Konstante C' > 0, so dass, fir k # 0,

C
len(NI < 77
14
Fiir die Partialsummen gilt daher, fiir beliebiges N > M > 0 und beliebiges x € I,
2

@) = fu@l =] > ael < 3 laPF< Y %

M<|k|<N M<|k|I<N M<|k|<N

Da die Folge |k|~2 summierbar ist, konvergiert dieser Ausdruck gegen 0 fiir M — oo.
Da die gefundene Schranke unabhéngig von x ist, ist die Konvergenz der Partial-
summen eine gleichmaflige Konvergenz. 0

9. ABSCHLIESSENDE BEMERKUNGEN, LITERATUR

Ich bin ein grofler Fan der Analysis Reihe von Forster. Die Darstellung von
Fourier-Reihen in [1] hat fiir mich den Nachteil, dass sie gewisse Konvergenzen
verschiedener Reihen in C ausnutzt. Man muss hier relativ viel nachlesen, um einen
geschlossenen Beweis fiir die Vollstandigkeit zu haben.

Wir benutzen hier einen Zugang, der auch in [2] benutzt wird. Dieser Beweis hat
den Vorteil, dass man klar sieht, wie die lokale Regularitiat von f die punktweise
Konvergenz impliziert — und daraus ergibt sich die Vollstandigkeit. Im Buch wird
jedoch relativ viel zwischen abstraktem Hilbertraum und Funktionenraum gewech-
selt, zudem kommt es dem Autor auch auf starkere Aussagen an. Man kann die hier
vorliegende Darstellung als eine Verschlankung von [2] sehen.
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