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Aufgabe 8.1. [Orthonormalbasis] Gegeben seien die Vektoren u1 := (2, 1, 0, 2), u2 :=
(1, 1, 1, 3) und u3 := (−4,−3, 1, 1) ∈ R4.

a) Wenden Sie das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren auf die Vektoren
u1, u2 und u3 an.

b) Ergänzen Sie die in Teilaufgabe a) errechnete Orthonormalbasis von
Span(u1, u2, u3) zu einer Orthonormalbasis des R4.

Aufgabe 8.2. [Rang einer Matrix]

a) Es sei

1 0 1 1
2 0 2 2
1 1 1 0

 ∈ R3×4.

(i) Bestimmen Sie den Rang von A.

(ii) Geben Sie eine Orthonormalbasis von BildA und KernA an.

b) Geben Sie zwei Matrizen A,B ∈ R4×4 an, für die folgende Bedingungen erfüllt sind:

Rang(A) = Rang(B) = 2 und Rang(AB) = 0.

Aufgabe 8.3. [Der Vektorraum der symmetrischen Matrizen] Wir betrachten den reellen
Vektorraum der Matrizen Rn×n. Eine Matrix A ∈ Rn×n heißt symmetrisch, wenn AT = A
gilt. Zeigen Sie folgende Aussagen:

a) Für alle B ∈ Rl×k sind die Matrizen BBT ∈ Rl×l und BTB ∈ Rk×k symmetrisch.

b) Die Menge
{
A ∈ Rn×n

∣∣ A = AT
}
⊂ Rn×n ist ein Untervektorraum von Rn×n.



Aufgabe 8.4. [Zeilenrang und Spaltenrang] Es sei A ∈ Rm×n eine Matrix mit Spalten-
rang Rangs(A) = dim(BildA) =: r.

a) Es sei U ⊂ Rn ein Unterverktorraum mit dim(U) = k und U⊥ das orthogo-
nale Komplement des Untervektorraums U wie in Aufgabe 4.3. Zeigen Sie, dass
dim(U⊥) = n− k gilt.

b) Es sei AT ∈ Rn×m die zu A transponierte Matrix. Zeigen Sie, dass für die Un-
terräume U := BildAT ⊂ Rn und V := KernA ⊂ Rn gilt

U⊥ = V.

Hinweis: Nutzen Sie die Eigenschaft ⟨Ax, y⟩ = ⟨x,ATy⟩ für alle x ∈ Rn und alle
y ∈ Rm.

c) Wir setzen den Zeilenrang einer Matrix A ∈ Rm×n durch Rangz(A) :=
dim(BildAT ). Folgern Sie aus Teilaufgabe a) und b), dass gilt

dim(KernA) = n− Rangz(A).

Abgabe am 07.12.2022 bis 14:00 Uhr in die Briefkästen oder online.


