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Ubungen zur Vorlesung

Hohere Mathematik IV (P)

Sommersemester 2024
Prof. Dr. B. Schweizer M.Sc. Tim Schubert

Alle Aufgaben werden mit 10 Punkten bewertet und gehen in die Studienleistung mit ein.

Aufgabe 12.1. [Stabilitdt linearer Systeme] Wir betrachten fir A € R™*" das lineare
System mit konstanten Koeffizienten ¢y’ = Ay .

a) Zeigen Sie, dass die Ruhelage 0 € R"™ genau dann stabil ist, wenn sup ||e'] < oo
>0
gilt.

b) Zeigen Sie, dass die Ruhelage 0 € R™ genau dann attraktiv ist, wenn tlim et =0
—00

gilt.

Erinnerung zu Aufgabe 12.1: Die Matrix e*4 ist die Fundamentalmatrix. Fiir einen
Anfangswert y(0) = yo € R ist also

Oy : R = R"™, t|—>etAy0

die Losung des Anfangswertproblems y' = Ay mit y(0) = yo.

Aufgabe 12.2. [Asymptotische Stabilitdt mit Ljapunovfunktionen] Wir betrachten fiir
b,w € Ry mit b < 2w die Differentialgleichung

by + w2 =0.

Setzen wir y = (y1,y2) := (2, 2), so erhalten wir das autonome System

yi Y2
y = = =: F(y1,12) .
(zé) <— (W?yr + byz))

Weiter definieren wir die Funktionen

2

w 1 .
V:R* =R, (y1,42) — ?y% + 593 und - V*(y1,y2) := (VV(y1,42), F(y1,92)) -

a) Zeigen Sie, dass die Ruhelage yo = (0,0) des autonomen Systems asymptotisch
stabil ist.

b) Zeigen Sie, dass die Funktion V ein striktes relatives Minimum in y, hat.

c) Zeigen Sie, dass V*(yy1, 1) < 0 fiir jedes (y1,y2) € R? gilt.



Aufgabe 12.3. [Stabilitdtsaussage mit Hilfe der Ableitung] Wir betrachten das autonome
System

Yy = —sin(y1) cos(yz) + y2 (1 — 2e*2) |
Yy = yrcos(yr) — e sin(y) .

Berechnen Sie alle Ruhelagen des Systems und priifen Sie diese auf asymptotische Stabi-
litét.

Hinweis: Sie diirfen annehmen, dass keine Ruhelage der Form (£, &) mit § # 0 # &
existiert.

Abgabe am 08.07.2024 bis 12:00 Uhr online auf Moodle.



