Anwendungen der Differentialrechnung

14: Anwendungen der Differentialrechnung

1. Grenzwert-Berechnung mit den Regeln von de I'Hospital

2. Kurvendiskussion: Monotonie, Konvexitdt und Konkavitat, Charakterisierung
relativer Extremwerte durch hohere Ableitungen

3. Extremwert-Aufgaben

4. Die Ungleichung zwischen dem gewichteten arithmetischen und
geometrischen Mittel

5. Polynom-Interpolation: Der Interpolations-Fehler

6. Berechnung von Nullstellen: Das Newton-Verfahren
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Anwendungen der Differentialrechnung Grenzwerte und die Regeln von de I'Hospital
Schéne Hilfsmittel zur Grenzwertberechnung liefert der folgende Satz.

Satz 14.1 (Regel von I'Hospital)

Die Funktionen f,g : (a,b) — R seien differenzierbar und es gelte g'(x) # 0 fiir
alle x € (a,b). Falls eine der Voraussetzungen

(Vo) lirnJr f(z) = lim+g(:c) = 0 oder

(Veo) lim f(z) = lim g(x) = oo

T—a+
erfiillt ist UND falls
f'(z)

z—l>IzIzl+ g/ (m)

(K) = ¢ existiert (auch als uneigentlicher Grenzwert),

so gilt auch

flz) _

zi»a+ g({p)

Mit den entsprechenden Modifikationen ist die Aussage fiir x — b—, x — 0 im
Fall D = (a,), x — —0 im Fall D = (—0,b) sowie fiir den beidseitigen
Grenzwert x — xg im Fall D = (a,b)\{x0}) gliltig.
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Anwendungen der Differentialrechnung Grenzwerte und die Regeln von de I'Hospital

Beispiele
cosx — 1
1. im ——
x—0 x

2. lim zsin —
r—00 €T

. efte”
3. lim ——
z—0 ¥ —e T
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Anwendungen der Differentialrechnung Kriterien fiir Extrema

Satz 14.2 (Kriterien fiir Extrema)

Die Funktion f : (a,b) — R sei n-mal stetig differenzierbar. Fiir ein x( € (a,b)
gelte
f'(wo) = f"(wo) = ... = " V(wo) =0, f™(wo) #0.

Dann folgt:

o Ist n gerade, so hat f in x( ein relatives Extremum. Im Fall ™ (zo) > 0
handelt es sich dabei um ein relatives Minimum, und im Fall £ (z¢) <0
handelt es sich um ein relatives Maximum.

@ Ist n ungerade, so hat f in xy kein relatives Extremum, sondern einen sog.
Sattelpunkt. Dann dndert sich das Monotonieverhalten von f an der Stelle xq
nicht.
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Anwendungen der Differentialrechnung Konvexitit, Konkavitit, Wendepunkt

Definition 14.3 (Konvexitit, Konkavitat, Wendepunkt)

Gegeben sei eine stetige Funktion f : (a,b) — R und ein Teilintervall J < (a,b).
(a) f heiBt KONVEX in J, wenn fiir je zwei Punkte c¢,d € J, ¢ < d, die Sekante

fld) = f(e)

S(z;e,d) = f(c) + 1o

(1‘70)7 IG[C,d]
oberhalb des Graphen von f liegt, also

f(z) < S(x;¢,d) fir ze[c,d] gilt

(b) f heiBt KONKAV auf dem Intervall J, wenn fiir je zwei Punkte c¢,d € J,
¢ < d, die Sekante S(x;c,d) unterhalb des Graphen von f liegt, also

f(@) = S(z;¢,d) fir ze€lc,d] gilt.

(c) f hat an der Stelle z1 € (a,b) einen WENDEPUNKT, wenn f in xy stetig ist
und hier ein Konvexitits- und ein Konkavitétsintervall von f
aneinanderstoBen.

f konvex <= —f konkav. Geogebra konvex
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Anwendungen der Differentialrechnung Kriterium fiir Konvexitat

Yy
Y= f(z)
S(Cﬂo;a,b) S
f(20)
a Xo ‘b ;

Satz 14.4 (Kriterium fiir Konvexitat)

Die Funktion f :]a,b[— R sei 2-mal stetig differenzierbar, J < (a,b) sei ein
Intervall. Dann gilt:

o f ist konvex (linksgekrimmt) in J < f"(z) > 0 fiir alle x € J
o f ist konkav (rechtsgekriimmt) in J <= f"(x) <0 fiir alle x € J

o f hat einen Wendepunkt an der Stelle 11 = f"(x1) = 0.

Insbesondere ist eine differenzierbare Funktion genau dann konvex, wenn f’
monoton wachsend ist.
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Anwendungen der Differentialrechnung Kriterium fiir Konvexitat

Kurvendiskussion

Die Differentialrechnung ermdglicht eine genaue Beschreibung der Graphen von
Funktionen. Meist ist nur die Abbildungsvorschrift y = f(z) gegeben. Dann
gehort zur Kurvendiskussion:

o Definitionsbereich bestimmen (d.h. alle x € R, fiir die f(z) erklart ist, z.B.
bei Briichen auf Nullstellen des Nenners achten, bei Wurzeln und
Logarithmen aufpassen)

@ einseitige Grenzwerte am Rand und in den Liicken des Definitionsbereichs
(auch uneigentliche Grenzwerte, “Polstellen”);
Grenzwerte fiir z — 00 ( “horizontale Asymptoten”)

@ Nullstellen von f (d.h. die Schnittpunkte mit der z-Achse) und evtl. den
Schnittpunkt (0, f(0)) mit der y-Achse

@ Berechnen der 1. und 2. Ableitungen, dabei auf Ausnahmestellen achten, an
denen die Ableitung nicht existiert (z.B. bei f(z) = ¥/z bei 2o = 0). Falls f
dort einen endlichen Grenzwert besitzt, sind die einseitigen Grenzwerte von f’
wichtig (welche Steigung, incl. +oo, hat der Graph hier?).
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Anwendungen der Differentialrechnung Kriterium fiir Konvexitat

@ relative Extremwerte und Monotoniebereiche:

o Zuerst berechnet man alle Nullstellen von f’ als mogliche Kandidaten fiir die
relativen Extremwerte von f. Die Monotoniebereiche sind dann die Intervalle
zwischen den Nullstellen von f’ und den evtl. vorhandenen Liicken im
Definitionsbereich von f’.

o Durch Einsetzen je eines z-Werts aus jedem Monotonie-Intervall in die 1.
Ableitung kann man das Vorzeichen von f’ im gesamten Monotonie-Intervall
(und damit die Art der Monotonie, also f’ > 0 fiir monoton wachsendes f und
J' < 0 fiir monoton fallendes f) bestimmen. Wechselt das
Monotonie-Verhalten an der Nullstelle 2’ von f’, so hat f dort einen relativen
Extremwert (relatives Maximum oder Minimum).

o Manchmal ist auch Satz 14.2 niitzlich zur Bestimmung, ob es sich bei 2’ um
ein relatives Minimum, relatives Maximum oder gar kein relatives Extremum
(sondern einen Sattelpunkt) handelt. Dann folgt fiir die gesamten
Monotonie-Intervalle links und rechts von z’ das entsprechende
Monotonieverhalten.
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Anwendungen der Differentialrechnung Kriterium fiir Konvexitat

o Wendepunkte und Konvexitdt bzw. Konkavitét (siehe Definition 14.3):

e Berechne alle Nullstellen von f” als mégliche Kandidaten fiir die Wendepunkte
von f (siehe Satz 14.4). Die Bereiche von Konvexitat (Linkskriimmung) und
Konkavitat (Rechtskriimmung) sind dann die Intervalle zwischen den
Nullstellen von f” und den evtl. vorhandenen Liicken im Definitionsbereich
von f”. Das Vorzeichen von f” in diesen Intervallen kann wieder durch
Einsetzen je eines z-Wertes in f” festgestellt werden. Die Konvexitit bzw.
Konkavitat folgt daraus mit Satz 14.4

@ ‘“schrige” Asymptoten: insbesondere bei gebrochen rationalen Funktionen
hilft die Polynomdivision oder das Horner-Schema, Asymptoten der Form
g(x) = ax + b fir £ — £00 zu bestimmen.

Geogebra Kurvendiskussion
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Anwendungen der Differentialrechnung Kriterium fiir Konvexitat

Extremwertaufgaben

Die Suche nach dem absoluten Maximum oder Minimum einer Funktion
f+ D — R erfordert die Bestimmung aller relativen Extremwerte sowie der
Grenzwerte (bzw. Funktionswerte) von f am Rand und in den Liicken des
Definitionsbereichs D. (Meistens ist D ein kompaktes Intervall D = [a, b].)
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Anwendungen der Differentialrechnung Beispiel: Leistungsanpassung am Widerstand

Beispiel 14.5

Eine elektrische Reihenschaltung bestehe
aus einer Spannungsquelle Uy mit dem +
Innenwiderstand R; sowie einem regelba-
ren AuBenwiderstand R, . Wie groB muss
R, gewahlt werden, damit bei vorgege-
benem Uy und R; die Leistung P, des R; | U;
AuBenwiderstandes maximal wird?

Rechnung:

@ Zielfunktion ist die Leistung Uy
Py =Ry-1?

@ Variable ist x = R,

@ Die Stromstarke I ergibt sich aus =
7=-Yo_ _ U
. Ro+R; z+R; . . .
Wir miissen also das absolute Maximum der Zielfunktion

2 2
Pa(w) =x- < Yo > = zUO )
z+ Ry (z + R;)?

bestimmen. Mit
(Ri —2)Ug

({E aF Ri)S
finden wir die einzige Nullstelle von P! bei o = R;. Monotonie-Untersuchung ergibt, dass hier
ein relatives und sogar absolutes Maximum vorliegt.

Py(x) =
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Anwendungen der Differentialrechnung Ungleichung zwischen gewichteten Mitteln

Wichtige Ungleichungen der Analysis

Die Konkavitat einiger Funktionen fiihrt zu schénen Ungleichungen.

Satz 14.6 (Ungleichung zwischen gewichteten Mitteln)

Fiir alle Zahlen Ay, ..., A\, > 0 mit Summe ZZ:1 A = 1 und alle Zahlen
ai,...,a, > 0 gilt die Ungleichung zwischen dem GEWICHTETEN
ARITHMETISCHEN und GEOMETRISCHEN Mitte/

ai‘l a%z . ~~ai‘l" < Aag + Asas + - + Apay.

b
Beispiel: A\1 = A2 = 1/2 ergibt die iibliche Ungleichung vab < % fiir alle a,b > 0.
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Anwendungen der Differentialrechnung Hilfssatz

Der Satz von Rolle 13.12 hat eine wichtige Konsequenz:

Satz 14.7

Gegeben sei eine differenzierbare Funktion f : I — R, I ein Intervall. Wenn
T1 < Ty < -+ < x, Nullstellen von f sind, so hat ' mindestens r — 1 Nullstellen
& < & < -+ < &-_1, und diese trennen die Nullstellen von f, d.h.

T1 <& <x3<&E < <Tpo1 <€y < T

Im Abschnitt tiber Vektorraume werden zu den Knoten
To<x1 << XTp

die Lagrange-Grundpolynome des Grades n

n
T — T .
Lj(a:)=H7' , j=0,1,...,n,
w—o Ti — Tk
P

definiert.
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Anwendungen der Differentialrechnung Polynom-Interpolation

Definition 14.8 (Polynom-Interpolation)

Gegeben seien n + 1 Punkte g < 1 < ... < @y, im Intervall [a,b] und eine
Funktion f : [a,b] — R. Dann heiBt das Polynom P vom Grad n,

P(z) = Z f(zr)Li(z)
k=0

das INTERPOLATIONSPOLYNOM von f, weil P(x;) = f(x;) fir j =0,1,...,n.

Wie gut ist die Naherung von P(x) an f(z) fir « # z;7?
Satz 14.9 (Interpolationsfehler)

Die Funktion f sei n + 1-mal differenzierbar. Dann gibt es fiir jedes x € [a,b] mit
x # x; firallej =0,1,...,n ein § € [a,b] mit

(n+1)
@) - Py = L)

Hierbei ist P das Interpolationspolynom von f und & kann im Intervall
Jy = [min(z, z¢), max(z, z, )] gewahlt werden.

(x—zo)(x—21) - (T — xp).
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Anwendungen der Differentialrechnung Nullstellenbestimmung

Verfahren zur Nullstellen-Berechnung

Gegeben: f[a,b] — R stetig mit f(a)f(b) < 0 (Vorzeichenwechsel)
Gesucht: Folge (xf)ken, mit klim xg = z, wobei z Nullstelle von f (siehe
—00

Zwischenwertsatz)

14.10 (Verfahren zur Nullstellenbestimmung)
1. Wihle zwei Startwerte xog und x1 mit f(xo)f(z1) < 0.
2. Berechne fiirk = 1,2, ...

Tpy1 = % (BISEKTIONSVERFAHREN )
Lk — Tk—1
Tht1 = Th— ————F— [Tk REGULA FALSI
+ f(xk:) _ f(xkyfl) f( ) ( )

und verwerfe entweder xj,_1 oder xy, je nach Vorzeichen von f(xy1).

Geogebra Bisektion
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Anwendungen der Differentialrechnung Sekanten-Verfahren

Tr1 LTr4+1
T T T T T T T
Bisektionsverfahren Sekantenverfahren und Newtonverfahren
Regula falsi

14.11 (Sekanten-Verfahren)
1. Wahle zwei Startwerte xo und 1.

2. Berechne fiir k = 1,2, ... die Nullstelle der Sekante zu xy_y und xy, also

Tk — Tp—1

Fon) = Flaes) |

Tk41 = Tk —

Im Gegensatz zur Regula falsi kann es beim Sekantenverfahren passieren, dass die
Nullstelle fiir einige lterationsschritte nicht mehr zwischen zj, und x4 liegt.
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Anwendungen der Differentialrechnung Newton-Verfahren

Definition 14.12 (Newton-Verfahren)

Es sei f : [a,b] — R differenzierbar mit f'(x) 0 fiir alle x € (a,b).
1. Wahle einen Startwert xy.
2. Berechne fiir k = 0,1, ... die Nullstelle der Tangente zu xy, also

f(xx)

TR T )

Geogebra Newton

Konvergenzbetrachtungen: Sei z die einzige Nullstelle von f in [a, b].
e Bisektionsverfahren: |z3. 1 — 2| < 27%|x; — x|
e Newton-Verfahren: |xj1 — z| < Clzy, — 2|2, falls

e f:[a,b] —> R zweimal stetig differenzierbar ist,
o f'(z) #0in (a,b) gilt,
o der Startwert xo nahe genug bei z gew3hlt wird.

Das Quadrat in |z — 2|? bewirkt, dass sich die Anzahl der exakten
Dezimalstellen ungefahr in jedem Schritt verdoppelt. Man sagt, dass das
Newton-Verfahren fiir hinreichend gut gewahlte Startwerte xq quadratisch
gegen die Nullstelle konvergiert.
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Potenzreihen

15: Potenzreihen

Im Kapitel iiber Differenzierbarkeit haben wir fiir unendlich oft differenzierbare
Funktionen die Taylorreihe

i S (o)

n! (@ = a0)"

n=0

aufgestellt. Wir werden solche POTENZREIHEN nun zur Definition einiger
elementarer Funktionen einsetzen.

Die Definition wird direkt fiir komplexe Potenzreihen (mit komplexem
Entwicklungspunkt zo und komplexen Koeffizienten ay) angegeben.
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Potenzreihen Potenzreihe

Definition 15.1 (Potenzreihe)

Es seien komplexe Zahlen a,, € C fiir n € Ny sowie ein Punkt zy € C gegeben.
Dann heiBt

0
Z G, (Z - ZO)n
n=0
eine POTENZREIHE mit dem ENTWICKLUNGSPUNKT 2. Diejenigen Punkte z in

C, fiir die die Reihe konvergiert, bilden den KONVERGENZBEREICH D der
Potenzreihe, und

f:D—C, f(z):Zan(z—zo)"
n=0

ist die durch die Potenzreihe dargestellte Funktion.

Beachte:

@ Fiir ein festes z € C sind an(z — 20)™ die Summanden einer Zahlenreihe (siehe 11.17).
Diese Zahlenreihe konvergiert fiir z € D und divergiert fiir z ¢ D.

@ Die ay, bezeichnet man (wie bei Polynomen) als die KOEFFIZIENTEN der Potenzreihe.
@ Wir betrachten in vielen Fallen auch den reellen Konvergenzbereich D n R.
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Potenzreihen Beispiele
Beispiele:

0
a) Die geometrische Reihe Z z" ist eine Potenzreihe mit dem Entwicklungspunkt zo = 0
n=0
und den Koeffizienten a,, = 1 fiir alle n € Ng. lhr Konvergenzbereich (in C) ist der offene
Einheitskreis (ohne den Rand)

D={zeC||z| <1}

und es gilt
1 °e)
f(z) = = Z z" fiir alle z€ D.
1—=z

n=0

o0 Z”
b) Die Potenzreihe Z — hat den Entwicklungspunkt zg = 0 und die Koeffizienten ag = 0,

n

n=1
an = =5 fiir n € N. Ihr Konvergenzbereich (in C) ist der abgeschlossene Einheitskreis (mit
n
Rand)
D={zeC| |z <1}

Also ist durch die Potenzreihe eine Funktion definiert:

2n
—-
1n

18

g:D—C, g(z)=

n

Wir zeigen spéter, dass diese Funktion stetig und sogar unendlich oft differenzierbar ist.

A. Lamacz-Keymling Hdhere Mathematik Il SS 24 300



Potenzreihen Konvergenzradius
o0
Der Konvergenzbereich D der Potenzreihe Z an(z — 2zp)" ist

n=0

@ ein Kreis in C mit dem Mittelpunkt zo (mit oder ohne einige der
Randpunkte),

o ein Intervall in R mit dem Mittelpunkt zo (mit oder ohne Randpunkte).

Denn es gilt:

Satz 15.2 (Konvergenzradius)
Q0
Zu der Potenzreihe 2 an(z — 29)" existiert eine eindeutig bestimmte reelle Zahl
n=0
r = 0 oder r = o0, so dass gilt:
(i) Die Reihe konvergiert fiir jedes z € C (bzw. z € R) mit |z — zo| < r,
(i) Die Reihe divergiert fiir jedes z € C (bzw. z € R) mit |z — zg| > r.

Die Zahl r heist der KONVERGENZRADIUS der Potenzreihe.
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Potenzreihen Konvergenzradius

Achtung: Es kommt vor, dass fiir einige z auf dem RAND des Kreises (also fiir
|z — zo| = r) Konvergenz und fiir andere Divergenz vorliegt.

Beispiele fiir reelle Potenzreihen:
0
a) Z 2™ hat den Konvergenzradius 1 mit Konvergenzbereich (—1,1).

n=0

b) hat den Konvergenzradius 1 mit Konvergenzbereich [—1,1).

18
3|8

3
Il
_

hat den Konvergenzradius 1 mit Konvergenzbereich [—1,1].

o
s
3, 8

i
I
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Potenzreihen Berechnung des Konvergenzradius von Potenzreihen

Der Konvergenzradius besitzt eine Berechnungsformel.

Satz 15.3 (Berechnung des Konvergenzradius)

a0
Die Potenzreihe Z an(z — 29)" mit den Koeffizienten a,, € C besitzt den
n=0

Konvergenzradius
1

r=——.
lim sup {/|a|
n—0o0

Spezialfille:

0, also Konvergenz nur im Punkt zy, falls limsup X/|a,| = o0,

n—00

o

e r = o, also Konvergenzbereich D = C, falls limsup {/|a,| = 0,

n—00

Bemerkung: Oft konvergiert die Folge ({/|a,|). Dann ist der Konvergenzradius
der Kehrwert ihres Grenzwertes (incl. der Falle 1/0 = oo und 1/00 = 0).
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Potenzreihen Alternative

In vielen Féllen ist eine weitere Berechnungsformel giiltig.

Satz 15.4 (Alternative Berechnungsformel)

a0
Fiir die Koeffizienten der Potenzreihe Z (z — zp)" existiere ein ng € N mit
n=0

an # 0 fiir alle n = ngy. Weiter gelte

lim 7|an+1| =

n—w |ap|

(incl. der Fille ¢ = 0 und ¢ = o). Dann ist der Konvergenzradius

(incl. der Fille 1/0 = c0 und 1/00 = 0).

\3
I
I
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Potenzreihen Identitatssatz fiir Potenzreihen

Eine Verallgemeinerung von Eigenschaften der Polynome ist der folgende Satz:

Satz 15.5 (Identitatssatz)

Falls zwei Potenzreihen

an(z —20)" fir |z — zo| <1,

&,’
x>

Il
D18

n=0

Na)
x>

Il
18

bn(z — z0)" fir |z —zo| <re
0

3
I

mit 1,79 > 0 an allen Stellen (z,)nen einer komplexen Zahlenfolge mit paarweise
verschiedenen Folgengliedern iibereinstimmen und falls diese Folge einen
Haufungspunkt besitzt, so sind die Potenzreihen identisch, d.h. a,, = b, fiir alle

n € N.

Bemerkung: Darauf begriindet sich die Methode des “Koeffizientenvergleichs”.
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Potenzreihen GleichmaBige Konvergenz von Funktionenfolgen

Definition 15.6 (Gleichm&Bige Konvergenz von Funktionenfolgen )

Sei I ein Intervall und (fy)nen eine Funktionenfolge, fn: I — C und f: 1 — C
eine Funktion.

i) Die Folge (f,) KONVERGIERT PUNKTWEISE auf I gegen f, wenn fiir jedes
x € I die Zahlenfolge f,(x) gegen f(x) konvergiert.

ii) Die Folge (f,) KONVERGIERT GLEICHMASSIG auf I gegen f, wenn

Sl;l;‘fn(x) — f(z) =0

Geogebra ™
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Potenzreihen GleichmaBige Konvergenz von Funktionenfolgen

Satz 15.7
i) fn — f gleichmaBig = f,, — f punktweise.

i) Sind alle f, stetig, und konvergiert (f,) gleichmaBig gegen f, dann ist auch
f stetig.

iii) Sind alle f, differenzierbar und konvergiert die Folge der Ableitungen f,
gleichmiBig gegen eine Funktion g und die Folge (f,) an einer Stelle xo € I
gegen einen Grenzwert, dann gilt:

e Die Folge (fn) konvergiert gleichmiaBig gegen eine Grenzfunktion f.
o f ist differenzierbar mit f' = g.
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Potenzreihen Konvergenz von Potenzreihen

Wir behandeln ab jetzt reelle Potenzreihen mit Konvergenzradius r > 0,
betrachten also fiir 0 < r < o nur noch die reellen Konvergenzbereiche

D= (xg—r,mo+r), (xo—r,20+7], [B0—T,20+7T), [T0—7T,20+T],

und im Fall » = co den Konvergenzbereich D = R.

Satz 15.8 (Konvergenz von Potenzreihen)
(e.0]
Eine Potenzreihe Z an(x — xo)"™ mit dem Konvergenzradius r > 0 konvergiert

n=0

GLEICHMASSIG UND ABSOLUT auf jedem kompakten Teilintervall
D, = [zo — p,xo + p]

von D mit0 < p<r.
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Potenzreihen Eigenschaften von Potenzreihen

Satz 15.9 (Eigenschaften von Potenzreihen)

0

Die durch eine Potenzreihe Z an(z — xg)"™ im Konvergenzintervall D dargestellte

n=0
Funktion f : D — R ist

e stetig in D (incl. der Randpunkte, die in D liegen; dies ist der ABELSCHE
GRENZWERTSATZ),

e unendlich oft differenzierbar im offenen Intervall D = (zg — 1,z + 1) bzw.
D = R. Die Potenzreihen der Ableitungen ergeben sich durch gliedweises
Differenzieren

0

o0
= 2 nan(x—xo)"_17 Z n(n — 1 an(.CL'—.Z’()) _2,...
n=1

und all diese Potenzreihen haben den gleichen Konvergenzradius r.
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Potenzreihen Weitere Rechenregeln

Satz 15.10 (Weitere Rechenregeln)

Zwei Potenzreihen
f(z)

g(x) = Z:):O bn(x - xo)nv |l‘ - :L‘o| <Tg,

Zflozoan(x—xo)", |z — xo| <71y,

kénnen im Durchschnitt der Konvergenzbereiche (also fiir |x — x| < min{ry,r,4})
addiert, subtrahiert und multipliziert werden. Das Produkt ist die Potenzreihe

[oe]
chx—:vo ) |z — zo| <,
n=0

mit den Koeffizienten

Cp = Z arbn_k (CAUCHY-PRODUKT)

und einem Konvergenzradius r = min{rs,ry}.
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Potenzreihen Weitere Rechenregeln

Satz 15.11

Potenzreihen kénnen ineinander eingesetzt werden und - falls die Nennerreihe
nicht Null ist - durcheinander dividiert werden.
Das Ergebnis ist jeweils eine konvergente Potenzreihe.

Alle diese Regeln gelten analog in C.
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Potenzreihen Potenzreihen und Taylorreihen

Satz 15.12 (Potenzreihen und Taylorreihen)

Die Funktion f : (a,b) — R sei an der Stelle xy € (a,b) unendlich oft
differenzierbar. Ihre TAYLORREIHE

i S (xo)

n! (&=

n=0

habe den Konvergenzradius r > 0 (oder r = o). Weiterhin gelte R,,(x) — 0 fiir
alle z € (a,b).
Dann stimmen Potenzreihe und Taylorreihe auf {|x — xo| < r} liberein.
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Potenzreihen Die komplexe Exponentialfunktion

Definition 15.13 (Die komplexe Exponentialfunktion)
Durch
= 2
f:C=C @)=
n!
n=0

wird die komplexe Exponentialfunktion f(z) = e* definiert.

@ Der Konvergenzradius der Potenzreihe der Exponentialfunktion ist r = oo,
denn fiir die Koeffizienten a,, = ; gilt

|a“+1|: nt _ 1t — 0 fir n—o
|| (n+1)! n+1 '

Also ist der Konvergenzbereich die gesamte komplexe Ebene C (siehe 15.4).

(Man erhilt hier noch einmal als Folgerung lim,, o, /n! = 00.)

o Funktionswerte: €? = 1, el = e = 2.71828182845904..., '™ = —1.

Geogebra Potenzreihe exp
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Potenzreihen Die komplexe Exponentialfunktion

o Funktionalgleichung: Fiir alle z,w € C gilt 1% = ¢* V.

[0}

1N

[0}

[

I
D18
D18
> ™
|8

(Summation iiber Ng x Np)

ol
Il
o
~

Il
s
MS I
5|

(Umordnung nach Diagonalen m = k + ¢)

m=0n=0 n (m - TL)'
& 1 & m
_ Z 7' Z ( )anm—n
m=0" n=o "
0
z 4+ w)™ . .
= Z ( ' (binomische Formel)
m!
m=0
— ez+w

@ Hieraus folgt e™% e* = eV =1, also
e e* # 0 fir alle z e C,

e e * = 5% fiir alle z € C.
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Potenzreihen Bemerkung zur Eulerschen Formel
Die Eulersche Formel 3.8

T

e =cosx +isinx fir zeR

wird nun wie folgt begriindet:

i X (iz)" B ) (71)711,271 s (*1)”x2n+1
LA e YA ey

L

0

Die Potenzreihen auf der rechten Seite sind die Taylorreihen von cosx bzw. sin z.
Sie haben beide den Konvergenzradius oo, denn: Die erste Reihe hat die
Koeffizienten

0 fiir ungerades n € N,
an = n/2
% fiir gerades n € N.
Also ist 1
r lim Vn!= 0.

~ lim SUp,, oo ¥/ |an] o

Ebenso ergibt sich r = oo fiir die zweite Reihe. Weil die Funktionen cos und sin
mit ihren Taylorreihen im gesamten Konvergenzbereich iibereinstimmen, gilt die

Eulersche Formel fiir alle z € R.
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Potenzreihen

Exponentialfunktion in R

Die reelle Exponentialfunktion

© " 72 3
exp: R — (0,0), exp(z)=e" = Z—=1+x+?+g+m

ist positiv, stetig, unendlich oft differenzierbar, bijektiv, streng monoton wachsend
und konvex:

@ Positivitat: Aus der Funktionalgleichung in 15.13 folgt 1 = €” = e” - e~ %, also hat die
Funktion keine reelle Nullstelle. Mit €0 = 1 und dem Zwischenwertsatz 12.12 folgt
e” >0 fuir alle z € R.

@ Die Ableitung lautet nach Satz 15.9 b)

o0 0 n
n T
R
n=1 n! n=0 "
also ist auch jede héhere Ableitung wieder exp(k)( ) = e®. Aus e* > 0 folgt weiter, dass
die Exponentialfunktion streng monoton wachsend und konvex ist
n+1
@ Grenzwerte: Aus e* > 1 + m fiir £ > 0 und festes n € N folgt

. € . .
lim — = o0, insbesondere lim e” = o0.
b
x—00 gl T—00
Mit e~* = 1/e” folgt ebenso
lim |z|"e® =0, insbesondere lim e® = 0.
Tr——00 Tr——00
A. Lamacz-Keymling
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Potenzreihen Logarithmusfunktion

Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion exp : R — (0, c0) ist der
NATURLICHE LOGARITHMUS

In: (0,00) - R.

Diese Funktion ist stetig, unendlich oft differenzierbar, bijektiv, streng monoton
wachsend und konkav:

@ Aus e!™® = g fiir alle z > 0 folgt
M@Y) — gy — (Mnw ny _ nating
also ergibt sich die Funktionalgleichung der Logarithmusfunktion
In(zy) = Inz + Iny, z,y > 0.
Ebenso erhdlt man

In(1/z) = —Inz, In(z¥)=ylnz, x>0, yeR.

@ Die Regel zur Ableitung der Umkehrfunktion ergibt
1 1
(lnx)/:l—:77 x> 0.
ene x
Also ist die Logarithmusfunktion unendlich oft differenzierbar, die héheren Ableitungen sind
my _ DM —1)!

(Inz) —_ x>0, neN.
mn
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Logarithmusfunktion

Potenzreihen
% > 0) und konkav ((Inz)” = —I% < 0).

@ Inz ist in (0,00) monoton wachsend ((Inz)’
Die einzige Nullstelle ist g = 1.
@ Grenzwerte: Aus den Eigenschaften der Exponentialfunktion oder mit der Regel von de

I'Hospital leitet man her
1
lim nr_ 0 fiir jedes oo > 0,

lim Inxz = 00, jedoch
r—00 &

T—00
lim Inz = —o0, jedoch lim z%Inxz =0 fiir jedes a > 0.
z—0+ z—0+

@ Die Taylorreihe von Inz um den Entwicklungspunkt zg = 1 ist
0 0 1
(=n" 1 (="
Inz = z— 1)t = —(z—-1)", z € (0,2],
> ER o= 5 ©.2

n=0
ihr Konvergenzradius ist 7 = 1. Mit dem Abelschen Grenzwertsatz 15.9 a) folgt die schéne

Formel "
(=)™ 11
In2 = =1—=4=—...
n2= ), 2 "3
fiir die Leibniz'sche Reihe.
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Potenzreihen

Logarithmusfunktion

x

y =exp(z) =€

y=Inz

A. Lamacz-Keymling
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Potenzreihen Allgemeine Potenz

Definition 15.14 (Allgemeine Potenz)
o Die ALLGEMEINE POTENZ ist definiert durch

a® := exp(blna), a>0,beR

e Ist f(x) > 0, so definiert man f(x)9®) := exp(g(z)In f(z)).
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Potenzreihen Weitere Beispiele
Weitere Beispiele:

a) Fiir festes a € R ist die allgemeine BINOMIAL-FUNKTION
fi(-l,0) >R, f(x) = (1+a)* =er0FD)
definiert. lhre Taylorreihe zum Entwicklungspunkt ¢ = 0 lautet
& a
f@) =3 (9 el <.
n=0 n
Hierbei wird der VERALLGEMEINERTE BINOMIALKOEFFIZIENT

(a)'_a(a—l)-~-(a—n+1) (a>._1
n) n! ’ o/ 7

verwendet. Fiir a ¢ Ng ist der Konvergenzradius der Reihe r = 1; fiir a € Ng (also wenn f
ein Polynom ist) ist der Konvergenzradius r = c0.
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Potenzreihen Weitere Beispiele

b) Sinus und Cosinus haben die Potenzreihen

T Gt T
sinz = — L gntl z e R,
= @2n+1)!
0
_1)n
cosx = Z (1) 2", z € R,
= (2n)!

die wir schon in 13.17 als Taylorreihen gefunden haben. Der Konvergenzradius ist r = 0.
Mit Satz 15.9 liest man nochmals die Beziehungen (sinz)’ = cosz und (cosz)’ = —sinx
ab.

Sinus und Cosinus kdnnen durch die Reihen auch auf ganz C definiert werden. Es gilt die
Eulersche Formel )

e'” =cosz+isinz
und die Beziehungen

1 . »
smz=§(e”—e ”) und cosz =

iz —iz
i (e +e )

N =
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Potenzreihen Weitere Beispiele

c) Der Arcus-Tangens arctan : R — (—n/2,7/2) hat die Ableitung

1 o0
(arctanz)’ = i Z (—=1)"z2", |z < 1,
n=0

also mit arctan 0 = 0 und Satz 15.9 die Taylorentwicklung
I2n+1

2n+1

z e (—1,1).

)

o0
arctanz = Z (="
n=0

o Kurvendiskussion: arctan ist unendlich oft differenzierbar, ungerade, bijektiv,
streng monoton wachsend in R, konvex in (—00,0) und konkav in (0, ). Die
einzige Nullstelle ist bei o = 0. Die Grenzwerte sind

. T . m
lim arctanx = —, lim arctanx = ——.
xr—00 2 T——00 2

o Mit dem Abelschen Grenzwertsatz 15.9 folgt fiir z = 1 die schone Formel

(1) 11
=1—-4+=_—...
2n + 1 315

n

[ee]
g = arctan(1l) = 7;0

Beachte: Die obige Taylorreihe stellt f(z) = arctanz nur im Intervall (—1,1) dar.
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Potenzreihen Weitere Beispiele

d) Die Hyperbelfunktionen haben die Potenzreihen

et —e % &L 1
sinhz = ——— = Z = g2ntl r e R,
2 = (2n+ 1)
T —z 0 1
coshz := ete Z 2", r € R,
2 —, (2n)!
ne

mit dem Konvergenzradius r = c0. Mit Satz 15.9 liest man die Beziehungen
(sinhz)’ = coshz und (coshz)’ = sinhz ab.

@ Die Funktion sinh : R — R ist ungerade, streng monoton wachsend, also bijektiv. Sie
ist konvex in (0,00) und konkav in (—00,0). lhre einzige Nullstelle ist zg = 0 und sie
hat die Grenzwerte

lim sinhx = —o0, lim sinhz = oo.
r——00 T—00

o Die Funktion cosh : R — [1,00) ist surjektiv und gerade. Sie ist streng monoton
wachsend in (0, 00), streng monoton fallend in (—00,0) sowie konvex in R. Ihr
absolutes Minimum liegt bei o = 0 und ist cosh0 = 1. Sie hat die Grenzwerte

lim coshz = lim coshz = oo.
Tr——00 x—00

@ Aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion 15.13 folgt

sinh(z + y) = sinh z coshy + cosh z sinh y,
cosh(z + y) = cosh z coshy + sinh z sinh y,
cosh? z — sinh? z = 1.
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Potenzreihen Weitere Beispiele

e) Die Area-Funktionen (Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen):
Die Umkehrfunktion von sinh : R — R ist

arsinh : R > R, arsinh (z) = In(z + V&2 + 1).
o lhre Ableitung ist

1 1 1

(arsinh z) = - = - ]
cosh(arsinh z) \/1 + sinh? (arsinh z) VIta?

o Die Potenzreihenentwicklung ist

—1/2 2n+1
arsinhz = (—1)”(n /) z
= n 2n +1
123 1-32° 1-3-5 a7
P L Y
2 2-4 5 2:4-6 7

@ arsinh ist ungerade, streng monoton wachsend in R, konvex in (—o0,0) und konkav in
(0,0). Man beachte

arsinh(—z) = In(W22+4+1—-2)=1In (1/(\/:B2 +1+ x))
= —In(+/z%2 + 1+ x) = —arsinh (z).
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Potenzreihen Weitere Beispiele

Die Umkehrfunktion von cosh : [0, 00) — [1,00) ist

arcosh : [1,00) — [0, o0), arcosh (z) = In(z + V2 — 1).

@ |hre Ableitung ist
1 1 1

(arcoshz)’ = = x> 1.

sinh(arcosh ) \/coshQ(arcosh 2)—1 N

@ arcosh ist streng monoton wachsend und konkav in (1, 0).
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Potenzreihen Weitere Beispiele

\ Y
\ 41
\
3_
2_
-3 -2 -1 1 2 3 z
y = sinhz
1
y = coshz
i y = tanhz
y = cothz
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Integralrechnung

Kapitel 16 — Integralrechnung
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Integralrechnung

16.1 Definition des Integrals, Integrationsregeln

16.2 Integration rationaler Funktionen

16.3 Grenzwert des Integrals von Funktionenfolgen, -reihen
16.4 Uneigentliche Integrale, Cauchy-Hauptwert

16.5 Numerische Integration

Bedeutungen des Integrals:

1. Flichenberechnung zwischen Graph(f) und der z-Achse: Ausgangspunkt ist
die Flachenberechnung fiir Rechtecke (elementar-geometrisch)

2. Umkehrung der Differentiation: zu f wird eine “Stammfunktion” F'
bestimmt, fiir die F' = f gilt.

Bemerkung: Beide Bedeutungen greifen ineinander, wenn es um die konkrete
Berechnung von Integralen geht.
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Integralrechnung Treppenfunktion

Definition 16.1 (Treppenfunktionen)

Eine Funktion ¢ : R — R heift TREPPENFUNKTION, wenn es reelle Zahlen
ag < ay < - <ap und reelle Zahlen ¢, . .., c, gibt mit

© |(an_1,a0)= Ck> 1<k<n,

sowie (x) = 0 fiir x < ag und fiir x > ay,.

Die Werte p(ay) spielen fiir die folgenden Betrachtungen keine Rolle.

Satz 16.2 (Treppenfunktionen als Vektorraum)

Die Menge aller Treppenfunktionen auf R ist ein reeller Vektorraum.

Bemerkung: Zusammen mit ¢ ist auch || eine Treppenfunktion.

Das INTEGRAL einer Treppenfunktion wird definiert als die Summe der
Flacheninhalte aller Rechtecke zwischen dem Graphen von ¢ und der z-Achse,
wobei der Flacheninhalt eines Rechtecks unterhalb der z-Achse mit negativem
Vorzeichen versehen wird.
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Integralrechnung Integral von Treppenfunktionen

yi
C1
C2
aop ai N xr
C3 .

Definition 16.3 (Integral von Treppenfunktionen)
Fiir eine Treppenfunktion ¢ : R — R mit

(p|(ak_1,ak)zcka 1 gkgn,

sowie (x) = 0 fiir x < agp und fiir ¢ > a,, setzen wir

JRQQ = L(:n o= L(:n p(z)dr = an cr(ag — ak—1).

k=1
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Integralrechnung Rechenregeln

Fiir das Integral von Treppenfunktionen ¢ und 1 gelten einfache Rechenregeln,
die wir spater auf allgemeinere Funktionen iibertragen werden:

Satz 16.4 (Rechenregeln)
) [orovy=af prs[ v aser

i) Falls p(x) = 0 fiir alle z € R gilt, so ist J @ > 0. Hieraus folgt

R
<Yy = cp<f1/)
R R

[ 4<fm
R R

und
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Integralrechnung Rechenregeln

Zur Erweiterung des Integrationsbegriffs auf eine groBere Funktionenklasse
bendtigen wir einen “starken” Konvergenzbegriff fiir die Konvergenz einer Folge
von Funktionen:

Erinnerung an 15.6: gleichmaBige Konvergenz

Gegeben sei ein Intervall I sowie eine Folge (f;,)nen von Funktionen f,, : I — R.
Diese Folge KONVERGIERT GLEICHMASSIG AUF DEM TEILINTERVALL J gegen
eine Funktion f : J — R, wenn zu jedem ¢ > 0 ein ny € N existiert mit

|fn(x) — f(z)] <€ firallen>mngund alle z € J.

Die Funktion f heiBt der GLEICHMASSIGE GRENZWERT der Folge (f,,) auf J.
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Integralrechnung Elementares Integral

Das ELEMENTARE INTEGRAL wird fiir alle Funktionen f : [a,b] — R definiert,
die der gleichmaBige Grenzwert einer Folge von Treppenfunktionen sind.

Definition 16.5 (Elementares Integral)

Eine Funktion f : [a,b] — R heift (ELEMENTAR) INTEGRIERBAR, wenn sie der
gleichmaBige Grenzwert einer Folge (¢n,)nen von Treppenfunktionen ist, die in
R\[a, b] konstant Null sind. Wir nennen dann

Lbf—Lbf(x)da: — tim [ o (2)de

—
n—o j,

das (BESTIMMTE) INTEGRAL von f iiber [a,b]. Weiter setzt man

f:f:—o, f:f:——f;f

Bemerkung: Aus der Bedingung an f folgt, dass f beschrankt ist. Wir werden in
Definition 16.23 den Integrationsbegriff auf unbeschrankte Funktionen und auch
auf unbeschrénkte Intervalle erweitern (uneigentliche Integrale).
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Integralrechnung Elementares Integral

@ Aus der gleichmaBigen Konvergenz von (¢, )nen folgt die Konvergenz der
Zahlenfolge (SZ 4,9”) . (Cauchy-Folge).
ne
@ Ist (4,,) eine weitere Folge von Treppenfunktionen, die ebenfalls gleichmaBig
gegen f konvergiert, so ist
b b b
J f@)de = lim | ¢, = lm | ,.
a n—o0 a n—00 a

Geogebra Ober-und Untersumme
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Integralrechnung Integrierbare Funktionen
Wichtige Klassen integrierbarer Funktionen sind:
Satz 16.6 (Integrierbare Funktionen)

o Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist elementar integrierbar.
o Jede stiickweise stetige Funktion f : [a,b] — R ist elementar integrierbar.

Stiickweise Stetigkeit wird wie folgt definiert.

Definition 16.7 (Stiickweise Stetigkeit)

Eine Funktion f : [a,b] — R heit STUCKWEISE STETIC, wenn es Zahlen
a=ayg<a <...<a,=>b gibt, so dass

1. f auf jedem Teilintervall (ax—1,ax), k = 1,...,n, stetig ist

2. die einseitigen Grenzwerte f(ax+) (firk =0,...,n — 1) sowie f(ar—) (fiir
k=1,...,n) existieren.
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Integralrechnung Integrierbare Funktionen

Satz 16.8

a) Die Menge der integrierbaren Funktionen ist ein reeller Vektorraum. Fiir
integrierbare Funktionen f,g : [a,b] — R und o, 5 € R gilt

fb(ozf—&-ﬂg x—ajf dx-i—ﬁf

b
b) Falls f(x) > 0 fiir alle x € [a, b] gilt, so istf f(z)dx = 0. Hieraus folgt
a

b b b b
fég:f f(x)dng g(x) dx und f f(z)dx SJ |f(z)| dx.

c) Fiir jedes a < ¢ < b gilt

b c b
J fl@)dz = J f(z)dx + J f(z)dx (Aufteilen des Intervalls).
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Integralrechnung Mittelwertsatz der Integralrechnung
Der Flachenbegriff erklart anschaulich den folgenden Satz:
Satz 16.9 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Sei f : [a,b] — R stetig. Dann existiert ein & € [a,b] mit

b
f (@) dz = (b— ) F(E).

Geogebra Mittelwertsatz Integrale
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Integralrechnung Stammfunktion
Zur praktischen Durchfiihrung der Integration braucht man den Begriff der

Stammfunktion.

Definition 16.10 (Stammfunktion)

Sei I ein Intervall und f : I — R eine Funktion.

Eine Funktion F' : I — R heiBt STAMMFUNKTION von f, wenn F differenzierbar
ist und F' = [ gilt.

Frage: Wie viele Stammfunktionen gibt es?

Satz 16.11
Sei F': I — R eine Stammfunktion von f : I — R.

o Dann ist auch I := F + ¢ mit einer beliebigen Konstanten c € R eine
Stammfunktion von f.

o Alle Stammfunktionen von f sind von der Form F + ¢ mit c € R.

A. Lamacz-Keymling Hdhere Mathematik Il SS 24 339



Integralrechnung Hauptsatz

Satz 16.12 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann wird durch F : [a,b] — R mit

F(x):sz(t)dt W el

eine Stammfunktion zu f definiert.

Der Hauptsatz kann zur Integralberechnung verwendet werden:

Satz 16.13 (Integration mittels Stammfunktion)

Ist f : [a,b] — R stetig und F : [a,b] — R eine Stammfunktion von f, so gilt fiir
alle ¢,d € [a, b]

d
f F@)dz = F(d) — F(c).

d
Spezialfall: J f'(z)dz = f(d) — f(c). Geogebra Hauptsatz
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Hauptsatz

Integralrechnung

Weitere Bezeichnungen zur Integration:
o Anstatt F'(b) — F'(a) schreibt man auch

b r=b b
F(z)| , F(x) oder [F(az)] .
a r=a a
Beispiele:
5 319
125 0 125
szdx:x— =— - =—,
0 31 3 3 3
J sinzdr = —cosx| = —cosm+ cos0 =2
0 0
1 1
2 1 - e 1
et dr=-e"| == —=.
L 2 0 2 2

@ Ein Symbol fiir die Menge aller Stammfunktionen ist das “unbestimmte

Integral”

ff(x) dx
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Integralrechnung Partielle Integration

Der Hauptsatz liefert weitere Integrationsregeln:

Satz 16.14 (Partielle Integration)
Seien f und g : [a,b] — R stetig differenzierbar. Dann gilt

b b
—Jf@M@Mm

b
‘[ﬂmJ@Mx=ﬂmmm

Beweis: fg ist Stammfunktion von fg’' + f’g (Produktregel 13.7(a)).
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Integralrechnung Substitutionsregel

Satz 16.15 (Substitutionsregel)
f : [a,b] — R sei stetig und h : [, B] — [a,b] sei stetig differenzierbar. Dann gilt

f FOO)N (1) dt = L h((:) (@) da.

Merkregel: Substituiere x = h(t), also % = /(t)

Zusatz: Falls auBerdem h : [, 8] — [a,b] bijektiv (also streng monoton) ist, gilt

b h=1(b)
[RCEE OO
a h=1(a)

Beweis: Ist I : [a,b] — R eine Stammfunktion von f, soist Foh: [a, ] > R
eine Stammfunktion von (f o h)h' (Kettenregel 13.7(b)).

Beachte:
e Ist h streng monoton wachsend, so gilt A=!(a) = « und h=1(b) = 3.
@ Ist h streng monoton fallend, so gilt h~1(a) = 8 und h=1(b) = a.
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Integralrechnung

Satz 16.16 (Direkte Folgerungen)
Ist F' eine Stammfunktion zu f, so folgt

Substitutionsregel

fo—kd F(z+d)+ ‘[f(d—x)d:c —F(d—z)+c¢
ff —F(—z)+c Jf(ax) de = —F(az)+c

g (z) / 1 2
| £ e = mlg(o)] +- | s(@)g @) do = S(g(a))? + ¢




Integralrechnung Beispiele

Bekannte Stammfunktionen auf I R sind:
1
a) f:z:o‘ de = ——z*T1 4+ ¢ fiir a # —1, wobei
a+1
o I =R, falls @ € Ny (oder a = LeQmitpeNound geN ungerade),

o I =(0,00) oder I = (—0,0), falls @ = £ € Q\{-1} mit peZ und g €N
ungerade,

o I = (0,00), sonst.
Fiir I = (0,0) rechnet man mit der Kettenregel 13.7(b)

i < 1 za+1> _ i ( 1 e(a+1) lnz> _ l e(a+1) Inz _ ja
de \a+1 de \a+1 x

2
Spezielles Beispiel: J\/Eda: = gm?’/z +ec.

1
b) f*dac=ln|ac|+c, z € (0, 00).
z

|
8
8|~

Beachte fiir x < 0: i(11f1\ac|) = i(ln(—oc)) =—— =
dx dx

c) fezdx:ez+c
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Integralrechnung Beispiele

d) jcosxdm =sinz + ¢

e) Jsinxdx = —cosx +c¢

1
f)J 5 dz=J.(1+tan2:c)dw=tanx+c
cos?

1
g) f — dw=f(1+cot2:c)da:=—cot1‘+c
sin®

1
h fidz=arcsinx+c=—arccosz-‘,—E auf I =[—1,1].
A [~1,1]
1
i) fmd:c=arctanx+c

j) fcosh:rd;r =sinhz + ¢

k) fsinh:cdx =coshz + ¢

1
I)f 5— dz =tanhz + ¢
cosh” x

1
m dx = —cothx + ¢
) fsinhzx
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Integralrechnung

dxr = arsinhx + ¢

1
) J\/1+x2
arcoshz + c, fir I = [1,00),

1
- dr=
°) f Va? —1 * {—arcosh (=z) 4+ ¢, firl=(—o0,—1]

p) Stammfunktion einer Potenzreihe vom Konvergenzradius r > 0:

k+1

Beispiele

j(z ak(m—xo)k> dr = 2 il (z —z0)*+! + ¢, I=(zo—r,2z0+7).

k=0 k=0

Spezielles Beispiel: Auf I = (—1,1) gilt

[tz [ Sietrenar- S

q) “Logarithmisches Differenzieren”:

@)
@

2k+1

=In|f(z)| + ¢ (fdifferenzierbar, f > 0 oder f < 0)

T 1
Spezielles Beispiel: dz = = In(1 + 22
p p j T 5 In( )

xr2
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Integralrechnung Einschub: komplexwertige Funktionen

Definition 16.17

Ist I ein Intervall und f : I — C, f(t) = u(t) + iv(t) eine komplexwertige
differenzierbare Funktion, so definiert man

fi(t) =/ (t) + i (t)

Entsprechend ist das Integral einer stetigen komplexwertigen Funktion definiert
durch

Lb F(t) dt — Lb Re f(t) dt + z’Lb Im £(¢) dt
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Integralrechnung Weitere Beispiele

Weitere Stammfunktionen mit den Regeln der partiellen Integration oder Substitution:

a) J-a:ex de = ze® —e® + ¢ (partiell)
b) flna:dx:fl-lnxdx:xlnxforc (auf I = (0,00)) (partiell)
z
c ——dz=—-/1—-22+¢ auf I = (—1,1 Subst. t = 1 — 22
) | = (auf I = (~1,1) ( )
2 L . :
d) | cos®zdx = i(x +sinzcosz) + ¢ (partiell)

1
fsinQ:L‘da: = J(l —cos?z)dx = 5(90 —sinzcosz) + ¢
e) farcsinxdx = fl carcsinz dr = zarcsinz +v1—22 +c¢  (auf I = (—1,1))
L 2
f) | arctanzdz = | 1-arctanzdz = varctanz — 5 In(1+2“)+c

g) f\/ 1—22dz = %(x\/l —z2 +arcsinz) + ¢ (auf I =[-1,1])
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Integralrechnung Weitere Beispiele

Integration rationaler Funktionen

P
Berechne fﬂ dx, wobei P und @ Polynome sind
Q(x)

4 Schritte:
1. eventuell Polynomdivision, falls Grad P > Grad @
2. Faktorisierung von @
3. Partialbruch-Zerlegung
4

. Integration der einzelnen Summanden der Partialbruch-Zerlegung
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Integralrechnung Nullstellen reeller Polynome

Das Polynom

1

Q(m) = anxn + an—l-rn_ + -4+ o+

habe reelle Koeffizienten o € R fiir k = 0,1, ...,n mit a,, # 0. Wir nennen @
ein reelles Polynom vom Grad n.

Satz 16.18 (Nullstellen reeller Polynome)

(i) Das quadratische Polynom x? + cx + d mit c,d € R hat keine reelle Nullstelle
— 2—4d<0.

(i) a e R ist Nullstelle des Polynoms Q :
<~ Q(z) = (z — a)Q(x) mit einem Polynom @ vom Grad n — 1.

(iii) 20 = a4 bie C\R (also b # 0) ist Nullstelle des Polynoms @
= %y = a — bi ist ebenfalls Nullstelle des Polynoms @)
— Q(z) = (z® — 2ax + a® + b*)Q(z) mit einem Polynom Q vom
Grad n— 2, wobei das quadratische Polynom (x? —2ax +a? +
b?) keine reelle Nullstelle hat.
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Integralrechnung Faktorisierung reeller Polynome

Satz 16.19 (Faktorisierung reeller Polynome)

Ein reelles Polynom Q vom Grad n besitzt die Darstellung
Q) = an(z —a1)™ -+ (x — ay)™ (22 + c1z + d1)™ - - - (2% + cox + dg)™
mit ay, ci, dr, € R und ni, my € N, wobei die quadratischen Faktoren
(z% + cpx + dy,)

keine reellen Nullstellen besitzen, also ci — 4dy < 0 gilt.

Bemerkung: Hierbei kénnen die Fille r = O oder s = 0 auftreten. Es gilt

ny+ - +n.+2(my + -+ mg) =n.
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Integralrechnung Partialbruch-Zerlegung

Satz 16.20 (Partialbruchzerlegung)

P
Jede rationale Funktion QEQZ; aus reellen Polynomen P und (@) lasst sich
98
darstellen in der Form ——= = Py(x) + mit Grad P, < Grad @ und
@ ~ " Q) :
Py() An A1z Ain,
= L 4k oo dh dl oo
Q) z—a (r—a1)? (x —ay)™
A Al A
L I 2 T AL
x—a, (x—a)? (x —a,)mr
Biix + Cq1 . Blmlx T Clm1
22 + 1z + dy (22 + 1z + dy)™
Bz + Cs1 Bing® A= Clago,
x2 + cox + ds (22 + cox + dg)™>
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Integralrechnung Berechnung der Partialbruch-Zerlegung

@ Polynomdivision, falls Grad P > Grad (), ergibt das Polynom P;

@ vollstandige Faktorisierung des Nennerpolynoms @)

P2 (a:)

@ richtiger Ansatz fiir o) als Summe von einfachen Briichen wie in Satz

16.20

o Multiplikation beider Seiten mit Q(x) ergibt

PQ(I)ZAlle_(a;)l‘F"'-FAlnl(w?(;:l))m‘F'”

wobei alle “Briiche” sich kiirzen lassen. Auf beiden Seiten stehen also
Polynome. Die Koeffizienten Ay usw. werden berechnet durch:

o die Einsetzmethode fiir die reellen Nullstellen: Durch Einsetzen von = = a1,
= ag usw. erhilt man jeweils den Koeffizienten A1y,, A2n, usw. zur
héchsten Potenz des Linearfaktors.

o Nach Subtraktion der entsprechenden Terme von P;(x) kann auf beiden
Seiten durch (z — a1)(z — a2) - - - (x — a,) ohne Rest dividiert werden (auf der
linken Seite: nacheinander mit dem Hornerschema). Erneutes Einsetzen der
mehrfachen Nullstellen a; liefert dann A; ,,—1 usw.
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Integralrechnung Berechnung der Partialbruch-Zerlegung

@ Die restlichen Koeffizienten C, und Dy, werden nun mit dem
Koeffizientenvergleich bestimmt (Sortieren nach Potenzen von z, Aufstellen
des linearen Gleichungssystems)
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Integralrechnung Integration der Summanden

1
OJ dr=Injzx —a|+C firz+#a

r—a
of L d ! +C firn>1 2 #
——dr = — LT #a
(x —a)” (n—1)(z —a) !
2
ofxiﬂdlen(mz—i—cm—kd)—kc mit ¢> —4d < 0
2 +cx+d
(2x + ¢) 1 y
————dr = — C fi 1
° f(a:g—&-cx—kd)” v (n—1)(22 + cx + d)n! e =

°J ! dx 2 arctan wre +C
2 +cx+d VAad — c? Vad — c?

@ Rekursive Berechnungsformel fiir n > 2:

1
J(z2+cx+d)"dx=

1 2z + ¢ dx
(= 1)(dd— ) l @ rerapt T G)J @it d)"—1]
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Integralrechnung Integration der Summanden

Integration von Funktionenfolgen

Fiir Potenzreihen haben wir schon angegeben, dass man eine Stammfunktion
durch die gliedweise Integration erhilt:

b © 0
a
2 ap(z — 20)* do = Z k [(b—20)F*! — (a—20)Ft1].
@ k=0 ikt

Hier behandeln wir die allgemeine Frage, ob die reelle Zahlenfolge der
Integralwerte

b
J fn(x)dz, fn i [a,b] = R integrierbar,

in irgendeiner Weise konvergiert, wenn die Folge der Funktionen f,, konvergiert.
Kurz: Konnen wir den Grenzwert “unter das Integral ziehen"?
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Integralrechnung

Punktweise Konvergenz

Wir zeigen, dass die punktweise Konvergenz der Folge (f,,) nicht reicht.

Der Graph der stetigen Funktion f, : [0,

bildet mit der z-Achse ein Dreieck mit der Grundseite [0

der Hohe 2n, also gilt

=1

Ll fn(x)dx

fir alle n e N.

Fiir jedes x € [0, 1] gilt jedoch lingp fu(z) = f(z) =0.
Die konstante Nullfunktion ist der Grenzwert von f, aber

A. Lamacz-Keymling
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Integralrechnung GleichmaBige Konvergenz
Die gleichmaBige Konvergenz reicht aus.
Satz 16.21 (Gleichmé&Bige Konvergenz und Integration)

Die Funktionen f, : [a,b] — R, n € N, seien stetig. Konvergiert die Folge (fy)nen
gleichmaBig gegen die Funktion f : [a,b] — R, dann ist auch f stetig und

lim fn dx_ff

n—0o0

Satz 16.22 (Gleichm&Bige Beschranktheit und punktweise Konvergenz)

Die Folge (fn)nen der Funktionen f,, : [a,b] — R heift GLEICHMASSIG
BESCHRANKT, wenn eine Konstante K > 0 existiert mit

|fr(2)| < K fiir alle n € N und alle x € [a, b].
Die Funktionenfolge (f.)nen sei gleichmaBig beschriankt und konvergiere

punktweise gegen f : [a,b] — R. Fal/s alle f,, und f integrierbar sind, gilt

lim fn d:c—ff

n—00
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Integralrechnung Uneigentliche Integrale

Uneigentliche Integrale

Erweiterung der Integration auf

@ unbeschrinkte Integrationsbereiche (z.B. f(x) = auf R)

b
1+ 2
@ unbeschrinkte Funktionen (z.B. f(x) = \/ﬁ auf R\{0})

Definition 16.23 (Uneigentliches Integral)

a) Gegeben sei die Funktion f : [a,0) — R. Wenn fiir jedes r > a die Funktion
flfa,r] integrierbar ist und

r

lim | f(z)dz =D

—
=90 J,

existiert und endlich ist, so nennen wir
T

D= JOO f@)de = lim | f(z)dx

—
r—© J,

das UNEIGENTLICHE INTEGRAL von f iiber [a, ).
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Integralrechnung Uneigentliche Integrale
b) Ebenso wird fiir f: (—o0,b] - R

foo fla)dz = lim f (@) da

definiert, falls der Grenzwert exisitiert.

c) Fir f:R — R und beliebiges a € R wird

JOOOO f(z)dx = faoo f(z)dx + LOO f(z)dx

definiert, falls beide uneigentlichen Integrale auf der rechten Seite existieren.
V.
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Integralrechnung Integranden mit Singularititen

Definition 16.24

a) Gegeben sei die Funktion f : (a,b] — R. Wenn fiir jedes c € (a,b] die
Funktion f|[.y) integrierbar ist und

b
lim J f(x)dz = D

c—a+

existiert und endlich ist, so nennen wir

Lb f(z)dx = lim Lb f(z)dx

c—a+
das UNEIGENTLICHE INTEGRAL von f iber (a,b].

b) Ebenso wird fiir f : [a,b) — R

b c
f f(z)dz = lim | f(z)dx

c—b— J,

definiert, falls der Grenzwert existiert.
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Integralrechnung Integranden mit Singularititen
c) Weitere Typen von uneigentlichen Integralen: Fiir f : (a,b) — R wird

b c b
J f(z)dx = J f(z)dz +J f(z)dz mit beliebigem c € (a,b)

definiert, falls beide uneigentlichen Integrale auf der rechten Seite existieren.
Hier kann auch a = —o0 oder b = o0 sein.
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Integralrechnung Majorantenkriterium

Es gibt KRITERIEN fiir die Existenz uneigentlicher Integrale, ohne dass der
Grenzwert berechnet werden muss:

Satz 16.25 (Majorantenkriterium)

Gegeben sei die Funktion f : [a,0) — R. Fiir jedes r > a sei f|, ] integrierbar.
Wenn es ein ¢ = a und eine Funktion g : [¢,00) — R gibt mit

o |f(x)| <g(x) fiirallex >c,

00]
of g(z)dx  existiert,

(6]

o0
so existiert auch das uneigentliche Integral J f(z) dx und es gilt

‘fof(x)d:r‘ <Joo|f(:c)|dx<foog(x)dx.

(63 C

Entsprechende Aussagen gelten fiir die weiteren Typen uneigentlicher Integrale.
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Integralrechnung Minorantenkriterium

Fiir die Nicht-Existenz des uneigentlichen Integrals kann man das folgende
Kriterium verwenden.

Satz 16.26 (Minorantenkriterium)

Gegeben sei die Funktion f : [a,0) — R. Fiir jedes r > a sei f|, ] integrierbar.
Wenn es ein ¢ = a und eine Funktion g : [¢,00) — R gibt mit

o f(x)=g(x) =0 firallex >c,

00]
OJ g(x)dx  existiert nicht,

(6]

o0
so existiert auch das uneigentliche Integral J f(x) dx nicht.
a

Entsprechende Aussagen gelten fiir die weiteren Typen uneigentlicher Integrale.
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Integralrechnung Integralkriterium fiir Reihen
Als Anwendung finden wir ein neues Konvergenzkriterium fiir Reihen:

Satz 16.27 (Integralkriterium fiir Reihen)
0
Gegeben sei die Reihe Z ay mit monoton fallenden aj, > ag11 = 0.

k=1l
Fiir ein ng € N sei eine (stiickweise) stetige und monoton fallende Funktion

f i [no,0) = R mit f(k) = ay, fiir alle k > ny gegeben. Dann gilt:
0
(i) Die Reihe Z ay konvergiert genau dann, wenn das uneigentliche Integral

k=1
LO: f(x)dzx

(i) Im Falle der Konvergenz gelten die Abschatzungen

ff Zak

k= n0+1 no

existiert.
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Integralrechnung Beispiele
16.28 (Beispiele)
o 1
o Die Reihe Z 72 konvergiert
k=1

0

1
o Allgemeiner: die Reihe

o1 ke
o0

. . . .

@ Die harmonische Reihe Z T divergiert.

k=1
Man stellt sogar genauer fest, dass

mit o > 1 konvergiert.

existiert und den Wert C' = 0.577216... (EULER-MASCHERONISCHE
KONSTANTE) hat.

3
1
° — divergiert fiir o < 1.
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Integralrechnung Cauchy-Hauptwert

Ein weiterer Grenzwert fiir Integrale bezieht sich auf die Bildung von
“Mittelwerten”

Definition 16.29 (Cauchy-Hauptwert)

a) Fiir eine Funktion f : [—a,a]\{0} — R ist
CH| fla)de= 111&( f(z) dz +f f(z) dz)
der CAUCHY-HAUPTWERT des Integrals von f, falls dieser Grenzwert
existiert.

b) Fiir eine Funktion f : R — R ist

CHJ’_OOOo f(z)dx = lim (J_OT f(x)dz + Lr f(z) dm)

r—>00

der CAUCHY-HAUPTWERT des Integrals von f, falls dieser Grenzwert
existiert.
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Integralrechnung Cauchy-Hauptwert

Bemerkung: Falls das uneigentliche Integral von f existiert, so ist der
Cauchy-Hauptwert gleich dem uneigentlichen Integral.

Aber: Der Cauchy-Hauptwert kann existieren, wenn das uneigentliche Integral
nicht exisitert:

© g
CHJ ——dx=0.
wl+tx

(denn: die Funktion ist ungerade.)
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Integralrechnung Cauchy-Hauptwert

Numerische Integration

Ziel: Naherungswerte fiir bestimmte Integrale, wenn sich keine geschlossene Form
der Stammfunktion finden l3sst.
Beispiele:

T

o Die Stammfunktion F(x) = e at bendtigt man in der

0
Wahrscheinlichkeitstheorie, um Werte der NORMALVERTEILUNG zu
berechnen.

T

int
@ Der INTEGRALSINUS f % dt spielt eine Rolle in der Signalverarbeitung

0

Tt T dt
o Integral-Exponentialfunktion J — dt und Integral-Logarithmus f —
—o0 t 0 lnt
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Integralrechnung Cauchy-Hauptwert

Méglichkeiten zur numerischen Berechnung von Naherungswerten:

@ Potenzreihe der Stammfunktion bilden und die Partialsummen an den
Integrationsgrenzen auswerten

@ Hier: Formeln fiir Ndherungsflichen verwenden (z.B. Trapezregel, Keplersche
Fass-Regel)
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Integralrechnung Quadraturformel

Die allgemeine Form der Naherungsformel:

Definition 16.30 (Quadraturformel)
b
Eine N3herung des bestimmten Integrals J f(x) dz wird durch die

a

QUADRATURFORMEL
L(f;[a,b]) = ), wif ()
i=0
angegeben, wobei
® zy <y < -+ <z, die KNOTEN (meistens in [a,b] gewihlt) und

@ wy,w1,---,w, € R die GEWICHTE

bezeichnen.
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Integralrechnung Beispiele fiir Quadraturformeln

b
Fir J f(x) dz verwendete Quadraturformeln

a

a) b—a)f (a ;r b) MITTELPUNKTSREGEL
b) b ; a (f(a) + £(1)) TRAPEZREGEL
c) b ; a <f(a) +4f (a ; b) + f(b)> SIMPSONREGEL

auch als Keplersche Fass-Regel bezeichnet.

/

7

a 1(a+0) b a 1(a+1b) b a 1(a+b) b
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Integralrechnung

Durch Aufteilen des Intervalls [a,b] in N Teile [ax—_1, ag]| mit

b—a
N )

ag =a+k- k=0,1,...,N,

und verwenden der Mittelpunkte yj, = “*=5"%* also

a=ay<y1<ay <Yy <---<any_1<yn<any ==

erhdlt man die “summierten” Regeln:
a') SUMMIERTE MITTELPUNKTSREGEL

b

T () + )+ + )

b') SUMMIERTE TRAPEZREGEL
b—a

2 (f@) + 2f(@r) + 2f(az) + -+ 2f(an-1) + F(b)

c') SUMMIERTE SIMPSONREGEL
b—a

o (@) +4f(y1) +2f(a1) + 4f(y2) + -+ 2f(an-1) + 4f (yn) + £(0)
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Integralrechnung Newton-Cotes Formeln
Systematik zur Definition der “einfachen” Regeln:

Gesucht sei das Integral SZ f(x)dx.

Definition 16.31 (Newton-Cotes Formeln)

Fiir gegebenes n € N wahlen wir

h—
o die Knoten x, = a + k - a,k:()’l,_._’n,
b ® o
o die Gewichte wy =J Li(z) dx, wobei Ly, (z) = 1—[ T
a j:Oxk—xj

j#k
LAGRANGE-GRUNDPOLYNOM bezeichnet.
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Integralrechnung Newton-Cotes Formeln

Beachte: Fiir jedes Polynom p vom Grad < n gilt

n
Z l‘k Lk

Also liefert die Newton-Cotes Formel mit n + 1 Knoten

n b
> wnplen) = [ o) do
k=0 a

sogar den exakten Wert des bestimmten Integrals. Deshalb nennt man n auch
den Exaktheitsgrad der Newton-Cotes-Formel.

Beispiele: Die Newton-Cotes Formeln mit
o n = 1: Trapezregel
@ n = 2: Simpsonregel

o n=23J %—Regel

[ e~ 5 (s e (2552) e (52 4 o)
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Integralrechnung Berechnung der Gewichte

Ein einfacher Weg zur Berechnung der Gewichte:

Die EXAKTHEITSFORDERUNGEN

Ssldx = wo + w + e+ wn,
SZ(ac—a)dac = wolzo—a)+ wi(zy—a)+ - + wp(zy—a)
SZ(x —a)"dr = wo(zg—a)” +wi(z1—a)" + -  + wy(x, —a)”
ergeben ein LINEARES GLEICHUNGSSYSTEM mit den Unbekannten wy, ..., wy,

das fiir vorgegebene Knoten
To<x1 << XTp

eindeutig [6sbar ist.
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Integralrechnung Offene Newton-Cotes-Formeln

Definition 16.32 (Offene Newton-Cotes-Formeln)

Als Variante verwendet man auch die offenen Newton-Cotes Formeln, bei denen
die Randpunkte des Intervalls keine Knoten sind:
a

h—
@ Knoten zp=a+k-——, k=1,2,...,n,
n+1

o Gewichte zum Exaktheitsgrad n — 1

Als Beispiel fiir n = 1 ergibt sich die Mittelpunktsregel.
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Integralrechnung Quadraturfehler

Die Exaktheit fiir Polynome vom Grad < n fiihrt zur Darstellung des Fehlers der
Quadraturformel (vgl. auch 14.9)

Satz 16.33 (Quadraturfehler)

Fiir eine (n + 1)-mal differenzierbare Funktion f : [a,b] — R gelten die folgenden
Aussagen:
a) n =1, MITTELPUNKTSREGEL:

[ s - 0-ay (2£2) - &5 e

b) n =1, TRAPEZREGEL:

(b—a)®

L e

b _
[ 1@ e =222 @) + s -
c) m = 3, SIMPSONREGEL:

[ r@ae =222 (@ + a5 (422 + 1) = L2 e

Hierbei ist n jeweils der Exaktheitsgrad der Quadraturformel.
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Summierte Quadraturformeln

Integralrechnung

Satz 16.34 (Summierte Quadraturformeln)

Fiir die summierten Quadraturformeln (Aufteilung von [a,b] in N Teilintervalle der Linge
h = (b —a)/N) verwenden wir die Bezeichnungen in ??. Es gelten die folgenden Aussagen:

a') SUMMIERTE MITTELPUNKTSREGEL:

b —a — a)h2
[ r@rde = 5% )+ Fm) + -+ S = 52 e

b') SUMMIERTE TRAPEZREGEL:

b —a
[ @rdo = 22 (@) + 2f(a0) + 26(02) + -+ + 2 aw-1) + F0) =

O ey
¢') SUMMIBRTE SIMPSONREGEL:
fb flw)dw — ”ija <f(a) +4f () + 2f(a1) + 4 (y2) + -
27 (an—) + 4 () + f(b)> = Lo g
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Integralrechnung Beispiel

2
Zur Berechnung von J

1
Simpsonregel sowie die summierten Regeln mit N = 2 und N = 4 Teilintervallen:

1
—dx =1n2 = 0.693147... verwenden wir die Mittelpunkts-, Trapez- und
x

N 1 2 4

Trapezregel 0.75 | 0.708333 | 0.697024

Mittelpunktsregel 0.66 | 0.685714 | 0.691220

Simpsonregel 0.6944 | 0.693254 | 0.693154

Die Simpsonregel mit N = 4 Teilintervallen liefert schon 4 Nachkommastellen. Sie erfordert die
Auswertung des Integranden an 9 Stellen.
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Integralrechnung Beispiel

Frage: Kénnen noch bessere Anndherungen erzielt werden, indem auch die Knoten
xg, - - -, Ty geschickter gewdhlt werden?

Als positive Antwort werden die GauB-Formeln entwickelt. Dazu wéahlen wir die
Knoten z; und die Gewichte wy, 0 < k < n, so, dass der groBtmogliche
Exaktheitsgrad 2n + 1 erzielt wird.

Idee: Ungerade Funktionen haben das Integral Null iiber dem symmetrischen
Intervall [—1,1]. W&hlt man nun die Knoten und Gewichte symmetrisch, also

Tk = —Tp_k und wg = w,_k, dann ergibt die Quadraturformel bei ungeraden
Funktionen stets Null. Man versucht nun die Knoten und Gewichte so zu
platzieren, dass die Formel fiir die n + 1 Funktionen 2% = 1,22, ..., 22" exakt ist.
Da auch 22"*1 exakt integriert wird, ist der Exaktheitsgrad insgesamt 2n + 1.

Beachte: Die Exaktheitsbedingungen zum Grad 2n + 1 ergeben 2n + 2 nichtlineare
Gleichungen mit den 2n + 2 Unbekannten z,...,z, und wg,...,w,.

A. Lamacz-Keymling Héhere Mathematik Il SS 24 382



Integralrechnung

Beispiel:

Zwei-punktige GauB-Formel

Die zwei-punktige GauB-Formel wird fiir das Intervall [—1, 1] berechnet

Die Exaktheitsbedingungen lauten mit wp = w1y

Silldx =
Sl_la:Qd:E =

Die eindeutige Losung ist

T = —\/5/3,

also erhalten wir die GauB-Quadraturformel

WIN o

x1 = +/3/3,

und 1 = —xo
= wo + w1
= worg + wlz%

wo =w1 =1,

£1 f(z)dz ~ wo f(zo) +wif(z1) = f (—\/5/3> +f (\/3/3) )

A. Lamacz-Keymling
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Integralrechnung Eindeutigkeit der GauB-Formeln

Satz 16.35 (Eindeutigkeit der GauB-Formeln)
Fiir jedes n € N existieren eindeutig bestimmte Knoten
—l<zo<z<--- <z, <1

und Gewichte wy, > 0 mit wy, = wy,,_k, k=0,1,...,n, so dass die
Quadraturformel

L(f;[-1,1]) = D] wif (=)
k=0

den Exaktheitsgrad 2n + 1 hat.
Es gelten die Symmetrie-Eigenschaften
Tk = —Tn—k;, Wk = Wn—k

fiir k =0,1,...,n. Die Gewichte wy, sind alle positiv!

Beweis der Existenz etwas spater, kein Beweis der Eindeutigkeit.
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Integralrechnung Legendre-Polynome

Definition 16.36 (Legendre-Polynome)
Die Legendre-Polynome (L,,)n>0 sind definiert durch

Ln(@) = s o ((@* 1))

= ol dzn

Eigenschaften:
e L, ist ein Polynom genau n-ten Grades mit n verschiedenen Nullstellen im
Intervall [—1,1].
1
o Mit dem Skalarprodukt < f,qg >:= f f(x)g(x) dz gilt firn # m:
=i
<Ly, Ly, >=0

e Die Legendre-Polynome lassen sich (bis auf Faktoren) auch mit dem
Gram-Schmidt-Verfahren aus den Monomen gewinnen.

o Die ersten drei Legendre-Polynome sind

Lo(z) =1 Li(z) == Lo(z) = —a* — =

@ Lg bis L,, sind eine Basis des Raums der Polynome héchstens n-ten Grades.
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Integralrechnung Bemerkungen

o Die GauB-Formel I,, mit n + 1 Punkten erfiillt die Fehlerformel

22n+3(<n + 1)!)4

[(2n +2)!]3(2n + 3) FERg), mit ge[~1.1]

f_ f(@)da — () =

b
@ Die GauB-Formel fiir J f(z) dx erhalt man durch Variablentransformation:

h—
ze[-1,1] « t(x)=a+ Ta(l +x) € [a,b]
ergibt die Knoten
b—a :
ty=a+ T(l + ) (zx Knoten in [—1,1])
und die Gewichte

b—a
2

e = Wk-

@ Eine weitere Erhohung der Genauigkeit erzielt man durch Aufteilen des
Intervalls in Teilintervalle (SUMMIERTE GAUSS-FORMELN)
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Integralrechnung Beispiel
Beispiel:

2

1

Fiir J —dx =1n2 = 0.693147... verwenden wir die auf das Interall [1,2]
1 T

transformierten GauB-Formeln mit 2 bzw. 3 Knoten und die der summierten

GauB-Formeln mit 2 Teilintervallen. Zum Vergleich geben wir jeweils die Werte der

Simpson-Regel an.

N 1 2

Simpsonregel 0.6944 | 0.693254

2-punkt. GauB-Formel | 0.692308 | 0.693077

3-punkt. GauB-Formel | 0.693122 | 0.693146
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen

Kapitel 17 — Differentialrechnung von Funktionen
mehrerer Variablen
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen Inhalt des Kapitels

17 : Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen

1

Die Elemente des Vektorraums R fassen wir als Spaltenvektoren & = . auf. Wir
In
schreiben aber (wegen der Ubersichtlichkeit) auch & = (z1,22,...,%,) € R™.

Wir betrachten nun (skalare) Funktionen f : M — R mit Definitionsbereich
M < R", z.B.

o flz,y) = e Y Definitionsbereich M = R?
2 —y? !
o g(z,y) = oy Definitionsbereich M = R?\{(0,0)}
e h(z,y) =xlny, Definitionsbereich M = {(z,y) € R%;y > 0}

Weiterhin betrachten wir auch vektorwertige Funktionen f: M — R™ mit
Definitionsbereich M < R™, z.B.
x? + y2
° f(m,y) = xye” , Definitionsbereich M = R?, Wertebereich R3
ry
Im Fall n = m nennt man diese Funktionen VEKTORFELDER.
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen Inhalt des Kapitels

Speziell: Funktionen f : M — R mit M < R? lassen sich veranschaulichen
@ durch Zeichnen des Graphen von f

Graph(f) = {(z,y,f(x,y)) € RB; (Ivy) € M}v

der eine Fliche im R? darstellt. Der Funktionswert z = f(z,y) gibt die
“Hohe" iiber dem Punkt (z,y) € M an.

@ durch Einzeichnen einiger HOHENLINIEN
M. = {(z,y) € M; f(z,y) = c}

in den Definitionsbereich M < R?, wie etwa bei Wanderkarten.

Geogebra Plotter
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen Topologische Grundbegriffe im R™

Definition 17.1 (Topologische Grundbegriffe im R™)

@ Der ABSTAND zwischen zwei Punkten &, i € R™ ist

7= 31 = V@ =y + o+ @ y)?
e Fiir e > 0 ist die e—UMGEBUNG des Punktes a € R" die Kugel vom Radius ¢
mit Mittelpunkt @, also U.(a) = {f € R"; | —d| < €}
@ Die Menge M < R™ heiit OFFENE Te//menge von R"™, wenn zu jedem T € M
ein € > 0 existiert mit U.(Z) < M.

@ Gegeben sei eine Teilmenge M < R™. Ein Punkt @ € R™ heift RANDPUNKT
von M, wenn fiir jedes € > 0 gilt

MnU(@)#@ und (R\M)nU(a@) # .

(jede e-Umgebung von d enthalt sowohl Punkte von M als auch Punkte des
Komplements von M)

@ 0M ist die Menge aller Randpunkte von M, kurz "RAND von M".
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen Topologische Grundbegriffe im R™

Die Menge M < R™ heilt ABGESCHLOSSEN, wenn sie alle Randpunkte
enthalt, also wenn M < M gilt. M ist stets abgeschlossen.

Fir M < R™ ist M = M U dM die ABGESCHLOSSENE HULLE von M.

@ M < R™ heilt BESCHRANKT, wenn es eine Zahl r > 0 gibt, so dass
M < U,.(0) gilt, also

|27 <7 fir alle e M.
o M < R”™ heift KOMPAKT, wenn M abgeschlossen und beschrankt ist.

o M < R”™ heiBt KONVEX, wenn zu je zwei Punkten @, be M die
Verbindungsstrecke {td + (1 —t)b; 0 <t < 1} in M liegt.

o M < R™ heift STERNFORMIG, wenn es eineanunkt a € M gibt, so dass die
Verbindungsstrecke zu jedem weiteren Punkt b € M in M liegt.

Achtung: Jede konvexe Menge ist sternférmig, aber nicht umgekehrt.
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen Beispiele
Haufig verwendete Teilmengen von R™ sind
@ OFFENE INTERVALLE: zu a,l_fe R"™ ist
1@, b[={ZFeR™| a; <a; <b; firi=1,...,n}
@ ABGESCHLOSSENE INTERVALLE: zu 6,56 R"™ ist
[@,b0] = {ZeR"| a; < <bfiri=1,...,n}
@ OFFENE KUGELN: zu @ € R™ und r > 0 ist
Ur(@)={ZeR"| |Z—d| <r}
@ ABGESCHLOSSENE KUGELN: zu @ € R™ und r > 0 ist

Ur(@) ={ZeR"| |Z—d| <r}

Alle diese Mengen sind beschrankt und konvex.
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen Folgen im R™

Definition 17.2 (Folgen im R™)

o Eine Folge (&")cxy mit Gliedern %) € R™ heiBt eine PUNKTFOLGE.

o Die Punktfolge (#*)) ey KONVERGIERT gegen @ € R™, wenn es zu jedem
€ > 0 ein ky € N gibt, so dass

7R — Gl <e  fiiralle k= ko

gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn fiir jede KOMPONENTENFOLGE
(a:;.k))keN mit festem 1 < j < n die Konvergenz

. k
lim x( ) = a;
k—o0

vorliegt.
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen Grenzwert von Funktionen

Definition 17.3 (Grenzwert von Funktionen)

Die Funktion f : M — R™ mit M < R" und ein Punkt @ € M seien gegeben. Der
Punkt b € R™ heiBt der GRENZWERT von f in @, geschrieben

—

b= lim (@),

B —
J
ST}

wenn fiir jedes € > 0 ein § > 0 existiert, so dass

—

|f(Z) —bl<e fiiralle &e M\{@} mit |T—al <?d.

Bemerkung: Der Grenzwert b= (b1,...,bm) € R™ existiert genau dann, wenn die
Komponentenfunktionen f; : M — R den Grenzwert b; € R haben.
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen Stetigkeit von Funktionen mehrerer Variablen

Definition 17.4 (Stetigkeit von Funktionen mehrerer Variablen)

Die Funktion f : M — R™ mit M < R" und ein Punkt @ € M seien gegeben. Die
Funktion f heiBt STETIG IM PUNKT @, wenn gilt

—

im f(2) = f(a).

—

B —
ISI

f+ M — R™ heiBt STETIG, wenn f in jedem Punkt @ € M stetig ist.

Satz 17.5 (Regeln zur Stetigkeit)

o Fiir stetige Funktionen ﬁj: M — R™ sind auch f+ g, f— g, af mitaeR
stetig.

o Fiir stetige Funktionen f,q: M — R ist auch fg stetig. Weiterhin ist 5 auf
dem Definitionsbereich M\{Z € M; g(Z) = 0} stetig.

o Die Hintereinanderausfiihrung stetiger Funktionen ist stetig: Fiir f :U—>R™
(mitU < R") und §:V — RP (mit V< R™) gelte f(U) € V. Falls f stetig
in @ € U sowie g stetig in f(d) € V ist, soist Go f : U — RP stetig in @.
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen Satz vom Maximum (Satz von WeierstraB)

Wichtige Aussage zur Bestimmung von Extremwerten:

Satz 17.6 (Satz vom Maximum (Satz von WeierstraB))

o Die Funktion f : M — R sei stetig und M < R"™ sei beschrankt und
abgeschlossen (also kompakt). Dann nimmt f auf M sein Maximum und sein
Minimum an: Es existieren Punkte a,b € M mit

-,

f(@) < f(Z) < f(b)  fiiralle e M.

o Wichtiges Kriterium zur Abgeschlossenheit:
Ist f: M — R™ stetig und U — R™ offen (abgeschlossen), dann ist f —1(U)
offen(abgeschlossen).

A. Lamacz-Keymling Héhere Mathematik Il SS 24 397




Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen Partielle Ableitungen

Begriffe der Differentialrechnung

Definition 17.7 (Partielle Ableitungen)
Es sei M < R™ offen, f : M — R sowie d € M.

@ f ist im Punkt d PARTIELL NACH x; DIFFERENZIERBAR, wenn der

Grenzwert " of
}ng%ﬁ (f@+he) - f@) =: oz,

(@)

existiert. Hierbei ist €; der i-te kartesische Einheitsvektor. Man nennt %(6)
die i-te partielle Ableitung von f im Punkt @.

@ f heift PARTIELL DIFFERENZIERBAR im Punkt d, wenn alle partiellen
Ableitungen %(d), 1 < i < n, im Punkt @ existieren.

@ f heiBt PARTIELL DIFFERENZIERBAR, wenn f in jedem Punkt von M partiell
differenzierbar ist. Die partiellen Ableitungen von f sind die Funktionen

of
8951'
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen Partielle Ableitungen

@ f heiBt STETIG PARTIELL DIFFERENZIERBAR im Punkt @, wenn alle
partiellen Ableitungen von f in einer e-Umgebung von @ existieren und im
Punkt @ stetig sind.

o f heiBt STETIG PARTIELL DIFFERENZIERBAR, wenn alle partiellen
Ableitungen in M existieren und stetig sind.

o Fir f: M — R™ gelten analoge Definitionen, wenn jede Komponente f; von
fdie entsprechende Eigenschaft besitzt.

Geogebra partielle Ableitung
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen

Definition 17.8 (Funktionalmatrix)

Ist die Funktion g : M — R™ mit den Komponenten g, . ..

partiell differenzierbar, so heiit die Matrix

091 ,_,
8731( )
Dg(a) = :

0Gm ,
Txlm)

Gradient, Funktionalmatrix

ygm im Punkt @ e M

091 ,, =

(@ grad g1(d)
69@ " "
oz, (a@) grad g, (a)

die FUNKTIONALMATRIX (auch JACOBI-MATRIX) von § im Punkt @.

A. Lamacz-Keymling
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen Richtungsableitung
Eine Verallgemeinerung der partiellen Ableitung ist die Richtungsableitung.
Definition 17.9 (Richtungsableitung)

Es sei M < R™ offen, f : M — R™ sowie @ € M. Weiter sei 7 € R"™ mit 7 # 0
gegeben.

f besitzt im Punkt @ die RICHTUNGSABLEITUNG IN RICHTUNG ¥, wenn der
Grenzwert
1 /- > 0 f
lim & ( = o q> .
lim - (£(@ +ho) - £(@)) = 5=(@)

existiert.

Bemerkung: Die Berechnung der partiellen Ableitung einer Funktion f: M — R
mit M < R" erfolgt durch Differentiation in R: Man definiert die Funktion

g:(-r7r) >R, g(t) = f(a+té;) (r >0 geeignet)

und erhilt

L= g0

Dies entspricht dem “Festhalten” aller Variablen x1,...,x, auBer x;.
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen Partielle Ableitungen héherer Ordnung

Definition 17.10 (Partielle Ableitungen hdherer Ordnung)
Es sei M < R"™ offen, f: M — R sowie @ € M. Fiir ein 1 < i < n existiere die
partielle Ableitung

0

o U.(ad) > R™

&xi TE
in einer e-Umgebung von d. Falls diese Funktion % an der Stelle d partiell nach

x; differenzierbar ist, so nennen wir

2 (af) @ = =2 (@) = 04,00, £(@)

%j 65(}1‘ o (9.%']‘ 6951

die ZWEITE PARTIELLE ABLEITUNG VON f NACH z; UND ;.
Héhere partielle Ableitungen werden entsprechend definiert.

Weitere Schreibweisen:
. o (of\ = 2 3
Juj 2 (@) = ol G (@. InR*  fuy, fow, foye €tc, IR’ foy, faz, fzz etc
J 7

Wie werden in 17.21 zeigen, dass es in vielen Fallen nicht auf die Reihenfolge der
Ableitungen ankommt.
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen Partielle Ableitungen héherer Ordnung

Warnung: Aus der partiellen Differenzierbarkeit von f : R™ — R folgt nicht die
Stetigkeit von f!
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen Totale Differenzierbarkeit

Der richtige Ableitungs-Begriff wird im Folgenden eingefiihrt.

Definition 17.11 (Totale Differenzierbarkeit)

Es sei M < R" offen, f: M — R™ sowie d € M.
f heiBt in @ TOTAL DIFFERENZIERBAR, wenn eine lineare Abbildung

L:R" > R™

existiert, so dass gilt

—

— f(@+h) = f(@ + L(h) + o(|h))

Dann heiBt L die TOTALE ABLEITUNG von fim Punkt a, geschrieben

— —,

Df(@) = (@) := L.
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen Satz: Jacobi-Matrix

Satz 17.12 (Jacobi-Matrix)

f: M — R™ besitze in d € M die totale Ableitung L = D f(a). Die zur linearen
Abbildung L gehérende (m,n)-Matrix ist die JACOBI-MATRIX

of1 ofi .
) Txl(a) @(@

Df(a@) =

T

&rl (7a:n

Definition 17.13 (Gradient)
Ist die Funktion f : M — R im Punkt d € M total differenzierbar, so heiBt der

Zeilenvektor

V f(@) = grad f(d) = <af(d),...,;$i(d))

(9.’171

der GRADIENT von f im Punkt a.

Oft wird der Gradient auch als Spaltenvektor definiert.
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen Bemerkungen

@ Falls fin a total differenzierbar ist, so ist JF a stetig:
0= lim (f(a +h)— f(@ — LE) - qnmﬂ(“(m h) — “(a))
h—0 h—0

@ Falls fin a total differenzierbar ist, so ist fin a auch partiell differenzierbar: setze h= he;
in der Definition 17.11

lim% (f(a+ha)—f(a)—L(ha) - —
Azno% (f(d’+ hé;) —f(a)) = Lé&;.

Damit ist auch Satz 17.12 bewiesen: Die i-te Spalte der (m, n)-Matrix zur Darstellung von
L = Df(a) ist die i-te partielle Ableitung von f.

@ Ebenso: Falls fin a total differenzierbar ist, so existiert jede Richtungsableitung % mit
7 # 0 und es gilt

of . . of
L L= ;
v~ ;1” oz,

@ Falls fin jedem Punkt von M total differenzierbar ist, definiert
Df : M — Mat(m,n), % Df(Z)
die (totale) Ableitung von f auf M.
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen Kriterium fiir die totale Differenzierbarkeit

Satz 17.14 (Kriterium fiir die totale Differenzierbarkeit)
Es sei M < R" offen, f: M — R™ sowie @€ M.

Falls f in einer e-Umgebung von a partiell differenzierbar ist und falls alle
partiellen Ableitungen
of
é’xi ’

1<i1<n

im Punkt @ stetig sind, so ist f in @ total differenzierbar.
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen Tangentialebene

Die (totale) Ableitung dient zur “linearen Approximation”von f im Punkt @. Dies wird
geometrisch veranschaulicht fiir eine Funktion f : R? — R.

17.15 (Tangentialebene)

Falls f total differenzierbar im Punkt @ ist, so ist

Df(a) = Vf(a) = (f=(@), fy(a)),

d.h. der Gradient V f (@) ist die darstellende Matrix der Ableitung von f im Punkt @. Die Ebene
im R3, die durch

2 = Ta(z,y) == £(@) + V(@)@ — a)
gegeben ist, heiBt die TANGENTIALEBENE AN DEN GRAPHEN VON f IM PUNKT a. Ein
Normalenvektor dieser Ebene ist gegeben durch

fz(a@)
N(@)=| fy (f')

Die Differenzierbarkeit von f in d bedeutet, dass dér Abstand der Punkte (z,vy, f(x,y)) und

(5=

(z,y,Tz(z,y)) “schneller” als gegen 0 konvergiert. Die Ebene ‘“schmiegt” sich also

dem Graphen von f an.
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen Gradient als Richtung des steilsten Anstiegs

Gradient als Richtung des steilsten Anstiegs

Essei f: M — R mit M < R" und ein Punkt @ € M gegeben. f sei
differenzierbar in @ mit V f(@) # 0.

Fiir kleine Vektoren £ liefert die Ableitungs-Definition
f(@+h) ~ f(@) + V(@) h.

Wir betrachten  als Richtungsvektor ausgehend von @. Aus der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

Vi@ h< Vi@ Al
mit Gleichheit genau fiir
h=t(Vf@)", t>o.

Bei konstanter Lange |E| findet also der steilste Anstieg der Funktionswerte in
Richtung des Gradienten statt.
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen

Beispiele:

@ Polarkoordinaten in der Ebene: Die Funktion

é: (0,00) x R — R,

hat die Jacobi-Matrix

Do(r,¢) =

Beispiele

rcose \ _ [z
rsing )\ vy

—rsin @
T COS ’

Also ist ¢ in M = (0,00) x R stetig (total) differenzierbar. Wir werden spiter die

Einschriankung von & auf Mo = (0,0) x [0, 27) betrachten.
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen Beispiele

@ Kugelkoordinaten oder rdumliche Polarkoordinaten : Die Funktion

T COS  cos O T
b (0,00) x R2 - R,  ¢(r,,0) = rsinpcosf |=:| y
rsin @ z
hat die Jacobi-Matrix
cospcosf —rsinpcosf —rcospsind
Dg(r,p,0) = sinpcos  rcospcosf  —rsingsind
sin 0 0 rcosf

Also ist ¢ in M = (0,00) x R2 stetig (total) differenzierbar.

Wir werden spiter die Einschrinkung von ¢ auf My = (0,0) x [0,27) x (—m/2,7/2)
betrachten. Geogebra Kugelkoordinaten

@ Zylinderkoordinaten im Raum: Als Erweiterung der ebenen Polarkoordinaten definieren wir

T COS T
é:(0,00) x R2 5 R, §(r,p,2) = rsing |=:| y
z z
Die Jacobi-Matrix lautet
cosp —rsing 0
Dd_;(r, p,z) = sinp rcosp 0
0 0 1

Also ist ¢ in M = (0,00) x R? stetig (total) differenzierbar.

Wir werden spiter die Einschrinkung von ¢ auf Mo = (0, 00) x [0,27) x R betrachten.
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen Rechenregeln fiir mehrdimensionale Differentiation

Satz 17.16 (Rechenregeln fiir mehrdimensionale Differentiation)

(i) Sind ﬁg: M — R™ in a differenzierbar, so auch f—i— g und cf (mit ce R).
Es gilt D(f + §)(@) = Df(a@) + Dg(a@) und D(cf)(@) = cDf(a).

(i) Sind f,g: M — R in @ differenzierbar, so auch f - g und f/qg (falls definiert).
Es gelten die Produkt- und Quotientenregel

V(fg)(@) = g(a) Vf(a) + f(@) Vg(a).

o (f) @ = LA VI@ ~ /(@) V9@

g (9(a@))

i) Ist f: M — R™ differenzierbar in @ und §: N — RP differenzierbar in f(a
g
(sowie f(M) < N < R™), so ist §o f differenzierbar in @ mit

— — —

D(go f)(a@) = Dg(f(@)) - Df(a) (Kettenregel).

—

Die Jacobi-Matrix D(g o f) ist also das iibliche Matrixprodukt der
Jacobi-Matrizen Dg (im Punkt f(d)) und Df (im Punkt @).

A. Lamacz-Keymling Héhere Mathematik Il SS 24 412



Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen Parameterintegrale, Leibniz'sche Regel

Die Kettenregel erklart auch die Differentiation von “Parameterintegralen”.

Satz 17.17 (Parameterintegrale, Leibniz'sche Regel)

Die Funktionen f : R? — R und g,h : R — R seien stetig. Dann ist die Funktion

h(z)
F:R - R, F(a:):J flz,t)dt
g(x)

ebenfalls stetig.

Falls g und h differenzierbar sind und die partielle Ableitung g—i existiert und stetig
ist, so ist auch F' differenzierbar und es gilt

h(z)
F'(z) = J %(mat) dt + f(z, h(x))h' (z) — f(z,9(x))g' (2).
g(z) 0%
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen Mittelwertsatz fiir skalarwertige Funktionen

Viele Aussagen lassen sich durch Verwendung der Differentiation in R herleiten:

Satz 17.18 (Mittelwertsatz fiir skalarwertige Funktionen)

Gegeben sei die (total) differenzierbare Funktion f : M — R mit M < R™ offen.
Wenn fiir zwei Punkte a, be M die Verbindungsstrecke von a nach bin M liegt

(also &(t) = a + t(b— a) € M fiir alle t € [0,1]), dann existiert ein Punkt Z auf
dieser Strecke mit

f(b) = f(@) = Vf(2) (6-a).
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen Gebiet

Definition 17.19 (Gebiet)

Eine offene Menge M < R"™ heiBt ein GEBIET, wenn sich je zwei Punkte a, be M
durch einen Streckenzug verbinden lassen, der in M liegt. Genauer: Fiir alle
a,be M existieren Punkte dy,...,dn € M so, dass die Verbindungsstrecken

a(t):61+t(61+1_61)7 tE[O,l], 0<i<N,

mit dy := d und dn1 := b in M liegen.

Mit dem Mittelwertsatz folgt wie im Eindimensionalen:

Satz 17.20 (Satz von der konstanten Funktion)

M < R™ sei ein Gebiet und f : M — R sei (total) differenzierbar. Wenn
V f(Z) =0 fiir alle ¥ € M gilt, so ist f konstant.
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Differentialrechnung von Funktionen mehrerer Variablen Satz von Schwarz

In vielen Fillen kann die Reihenfolge der partiellen Ableitungen vertauscht werden.

Satz 17.21 (Satz von Schwarz)

Sei M < R™ offen und f : M — R zweimal stetig partiell differenzierbar (d.h. die

ersten und zweiten partiellen Ableitungen existieren und sind stetig auf M.

Dann gilt fiir allei,5 =1,....,n

o (of\ o (of
%(8&)_5% <3937>

Entsprechendes gilt fiir die partiellen Ableitungen héherer Ordnung.
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Der Satz von Taylor und Extremwertberechnung

Kapitel 18 — Der Satz von Taylor und
Extremwertberechnung
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Der Satz von Taylor und Extremwertberechnung Satz von Taylor

Satz von Taylor und Extremwertberechnung

Satz 18.1 (Satz von Taylor (2. Ordnung))

Sei M < R"™ ein Gebiet, das die Verbindungsstrecke der Punkte a und a + h enthilt.
f+ M — R sei 3-mal stetig differenzierbar. Dann gilt

fla+ +Z§xl %gg

d)hih; +o(|h| )

Ein analoges Resultat gilt komponentenweise fiir vektorwertige Funktionen.

Definition 18.2 (Hessematrix)
Die Matrix Hy(d) € R™*™ mit
62
H(@)i; = ———f@
(@) = 555 1@

heiBt die HESSE-MATRIX von f an der Stelle a.

- =

Kurz: f(@+ R) = (V (@), k) + LCHp @)k, By + o)
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Der Satz von Taylor und Extremwertberechnung Minimum und Maximum

Definition 18.3 (Minimum und Maximum)

Die Funktion f : M — R (mit M < R"™ offen) hat in d € M ein
@ RELATIVES MAXIMUM, wenn eine e-Umgebung U, (@) existiert, so dass
f(@) < f(@) fiirallexeU/a) gilt.
@ RELATIVES MINIMUM, wenn eine e-Umgebung U.(d@) existiert, so dass
f(@) = f(a@) fir allex e U.a) gilt.

@ RELATIVES EXTREMUM, wenn f in d ein relatives Maximum oder relatives
Minimum hat.

@ STRENCES relatives Maximum (bzw. Minimum), wenn die starke Ungleichung
f(@) < f(@) (bzw. f(Z) > f(a) ) firalle x € U.(a@)\{a} gilt.

Satz 18.4 (Notwendiges Kriterium)

Die Funktion f : M — R sei (total) differenzierbar. Wenn f in @ ein relatives
Extremum hat, so muss grad f(@) = 0 gelten.
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Der Satz von Taylor und Extremwertberechnung Quadratischer Formen

Definition 18.5 (Quadratischer Formen)
Sei A eine symmetrische Matrix. Die Abbildung Q4 : R™ — R mit

T Qa(D) := T'AT = (AZ, T)

heiBt die zu A gehérende QUADRATISCHE FORM.

A (bzw. Q4) heiBt

@ POSITIV DEFINIT, wenn fiir & # 0 stets Q 4(Z) > 0 ist.
POSITIV SEMIDEFINIT, wenn fiir & # 0 stets Q 4 (&) = 0 ist.
NEGATIV DEFINIT, wenn fiir & # 0 stets Q A(Z) < 0 ist.

NEGATIV SEMIDEFINIT, wenn fiir & # 0 stets Q (&) < 0 ist.
DEFINIT, wenn A positiv oder negativ definit ist.

® 6 o o

INDEFINIT, wenn es & mit Q4(Z) > 0 und § mit Q4(y) < 0 gibt.

(]

A ist genau dann positiv (semi)definit, wenn alle Eigenwerte von A positiv
(positiv oder Null) sind.

e A ist genau dann negativ (semi)definit, wenn —A positiv (semi)definit ist.
@ Hat A positive und negative Eigenwerte, so ist A indefinit.
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Der Satz von Taylor und Extremwertberechnung Hurwitz-Kriterium

Das wichtigste Kriterium fiir Definitheit ist:

Satz 18.6 (Hurwitz-Kriterium)

Fiir eine symmetrische Matrix A sind dquivalent:
(a) A ist positiv definit.

(b) Die HAUPT-MINOREN von A

apy - G1k
Dy, =det | : : (linke obere Ecke von A)
akl - Gkk

sind fiir alle k = 1,...,n (strikt) positiv.

Ist ein Haupt-Minor negativ, dann ist die Matrix nicht positiv semidefinit.

Speziell fiir n = 2 ist (b) leicht zu priifen: Ist A = ( Z lc) > so gilt

@ det A =ac—0b®>>0und a >0 <= A ist positiv definit.
o det A =ac—b?> > 0und a < 0 <= A ist negativ definit.
o det A = ac — b2 < 0 <= A ist indefinit.
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Der Satz von Taylor und Extremwertberechnung Hurwitz-Kriterium

Hurwitz-Kriterium (Fortsetzung)

Weiterhin ist aquivalent:

(a) A ist negativ definit.

(b) (=1)kDy, >0 fiiralle k=1,...,n.

Gibt es ein k mit (—1)¥Dj, < 0, so ist A nicht negativ semidefinit.
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Der Satz von Taylor und Extremwertberechnung Hinreichendes Kriterium

Satz 18.7 (Hinreichendes Kriterium)

Die Funktion f : M — R sei zweimal stetig differenzierbar. Sei @ € M mit
V f(@) = 0 gegeben. Wir betrachten die Hesse-Matrix von f an der Stelle @

0x;0z; (a)]i—l,...,m j=1,....n
Diese Matrix ist nach dem Satz von Schwarz 17.21 symmetrisch.

(i) Ist Hy(a@) positiv definit, so hat f in @ ein strenges relatives Minimum.
(ii) Ist Hy(@) negativ definit, so hat f in & ein strenges relatives Maximum.

(iii) Ist Hy (&) indefinit, so hat f in @ kein relatives Extremum. Man nennt einen
solchen Punkt des Graphen von f einen SATTELPUNKT.
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Der Satz von Taylor und Extremwertberechnung Hinreichendes Kriterium

Fiir den zweidimensionalen Fall bedeutet dies:

o det Hy (@) = fuu(@)fyy(@) — (fay(@))* > 0
== f hat in @ ein strenges relatives Extremum.

e Fiir fzz(@) > 0 liegt ein strenges relatives Minimum vor.

o Fiir fz2(@) < 0 liegt ein strenges relatives Maximum vor.

o det Hy(a@) = fra(@)fyy(@) — (fay(@))* <0
== f hat in @ einen Sattelpunkt.
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Der Satz von Taylor und Extremwertberechnung Umkehrsatz

Die lokale Bijektivitat einer Funktion f : R™ — R™ l3sst sich anhand der
Jacobi-Matrix feststellen!

Satz 18.8 (Umkehrsatz)

M < R” sei offen und f : M — R" sei stetig differenzierbar. Weiter sei ad € M
mit det D f(a@) # 0 gegeben (Jacobi-Determinante).

Dann gibt es offene Mengen U < M und V € R™ mit de U, f(d) € V, so dass
die Abbildung
flo: U—>YV, T f(©),

bijektiv ist. Die Umkehrabbildung
g=flv) " :V-U g1,

ist ebenfalls stetig differenzierbar. Ihre Jacobi-Matrix an der Stelle § = f(Z) e V
ist

y(@) = (D5@) ", el
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Der Satz von Taylor und Extremwertberechnung Umkehrsatz

Bemerkung: Der Umkehrsatz liefert eine typische lokale Aussage:

@ Aus det Df(a@) # 0 (und der Stetigkeit der partiellen Ableitungen in einer
Umgebung von @) folgt die Injektivitdt von f in einer Umgebung von d.

@ Die globale Injektivitdt von f folgt nicht: Es gibt viele Funktionen
f: M — R™, deren Jacobi-Determinante in jedem Punkt & € M ungleich
Null ist, die aber nicht injektiv sind (siehe Beispiel (b) unten).
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Der Satz von Taylor und Extremwertberechnung Beispiele

18.7 Beispiele:
(a) Affine Koordinatentransformation im R™: Die Funktion

f:R® =R, f(&)=A&+b
mit reguldrer Matrix A € Mat(n,n) und beR™ ist stetig differenzierbar,

Df(®)=A fiir alle ZeR™.
Der Umkehrsatz liefert nur die lokale Umkehrbarkeit. In diesem Beispiel gilt sogar die
globale Umkehrbarkeit: f ist bijektiv, die Umkehrabbildung

g=f"1iR" SR, g@) =A"'F-A"'b
ist stetig differenzierbar, und
Dg(Z) = A™1  firalle ZeR™

2 _ .2
(b) Die Funktion f : R? — R?, f(z,y) = <x mey > hat die Jacobi-Determinante

_ 25!3 —2y _ 2 2
det Df(x,y) = det <2y 21)—41 + 4y”°.

Fiir alle (x,7y) # (0,0) existiert eine Umgebung U < R?, auf der f eine differenzierbare
Umkehrabbildung g = (f|i/) ™! besitzt. Die Jacobi-Matrix von g im Punkt f(z,y) lautet

—1
(2 =2y _ 1 2z 2y
Dg(f(x, y)) - <2y 2x > - 4(12 +y2) <72y 2¢ )
Beachte: f ist nicht (global) injektiv: z.B. gilt f(1,0) = f(—1,0).
(Mit z = z + 4y € C und 22 = (22 — y?) + i(2zy) lasst sich f auch als Funktion z — 22
auf C auffassen.)
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Der Satz von Taylor und Extremwertberechnung Beispiele

(c) (Ebene) Polarkoordinaten:

é: (0, ©) x R —> R?, f(r,¢) = (ig:’ 3) = <:Z?jz) hat die Jacobi-Determinante

det (X T\ _ gt (CO5¥ —rsin g —r 20
Yr Yo sing  rcosy ’

Also ist d_; lokal umkehrbar. Die Einschrankung von ¢-;
F5(0,0) x (—m,m) - B2\{(x,0) | & < 0}
ist bijektiv, die Umkehrabbildung g lautet
arccot % fir y > 0,
g(z,y) = <;((§”Z))> mit r=+/22+y2, ¢ =< (arccot %) —7 firy <0,
firy =0, z > 0.

Sie hat die Jacobi-Matrix

r r 1 (rcos rsin
Dg(z,y) = (7= )=—-("0"% e
@x @y)  r \—sing cosep

_ 1 (x\/x2+y2 y\/x2+y2>

z2 + 92 -y z
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Der Satz von Taylor und Extremwertberechnung

(d) Kugelkoordinaten, raumliche Polarkoordinaten:

. . T T Cos @ cos 0
¢:(0,0) x R2 = R3, ¢(r,0,0) = |y | = | rsinpcosd | hat die Jacobi-Determinante
z rsin 6
Tr Ty Ty cospcosf) —rsinpcosf —rcospsinf
det [ yr Yy Yo |=det|sinpcosd rcospcos —rsinpsind | = r2 cos 6.
Zr  Ze 2 sin 6 0 rcosf
Fiir r > 0 und 8 € (—7/2,7/2) ist ¢ lokal umkehrbar. Die Einschrankung von ¢
F5(0,00) x (—m,m) x (—7/2,7/2) > B\{(2,0,2) | # < 0, 2 € R}
ist bijektiv. Die Umkehrabbildung g hat die Jacobi-Matrix
1 r cos? f cos @ rcos? fsin ¢ r cos 0 sin 6
Dg(z,y,z) = —sing cos 0
rcos 0 : . : 2
—cospsinfcosf —sinypsinfcosf cos” 6
SS 24
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Der Satz von Taylor und Extremwertberechnung Mehrdimensionales Newton-Verfahren

18.9 (Mehrdimensionales Newton-Verfahren)

Gesucht: Lésung der Gleichung f(Z) = 0, wobei f : M — R™ mit M < R™
zweimal stetig differenzierbar ist.

Initialisierung: Startvektor £©) € M mit det D f(o) # 0

Iteration: Berechne fiir k = 0,1, 2, ... den Vektor x(**1) als Lésung der
linearisierten Gleichung

f"(—'(k)) i Df( )(~(k+1) _ f(k)) =0.

Satz 18.10

Falls der Vektor @ eine Lsung der Gleichung f(@) = 0 ist und falls det D f(a@) +
gilt, so existiert eine e-Umgebung von @, so dass fiir jeden Startvektor (®) aus
dieser Umgebung die Folge der Vektoren &) quadratisch gegen @ konvergiert.
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Der Satz von Taylor und Extremwertberechnung

Das nichtlineare Gleichungssystem

2+y?—y—1
22—yt +1

0
0

Beispiel

hat zwei Lésungen, nimlich den Punkt (—1,1) und einen zweiten Punkt in der
Nihe von (0.6,1.4). Mit dem Startvektor Z(*) = (1, 1) erhalten wir die Folge der
Punkte (%) = (z1,y.) in der Tabelle:

k Ty Yk f1(zk, yx) f2(zr, yr)

0 1.0 1.0 0 2.0

1 0.71428571428571 1.57142857142857 0.40816326530612 —0.24489795918367
2 0.63609022556391 1.43308270676692 0.02525411272542 —0.01302504381254
3 0.62999432638765 1.42370570897538 0.00012508807435 —0.00005076810081
4 0.62996052589533 1.42366105198303 0.00000000313672 —0.00000000085177
5 0.62996052494744 1.42366105093154 0.00000000000000 0.00000000000000
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Der Satz von Taylor und Extremwertberechnung Beispiel

In Kapitel iiber den R”™ wurden Ebenen im R? durch die Normalengleichung
definiert:
E={(z,y,2) eR® | ax 4+ by + cz — d = 0}.

Die Normalengleichung lasst sich z.B. nach z “auflésen”, wenn ¢ # 0 gilt:
3 1
E = {(l‘7y72) eR | z= 7(d_ax_by)}
c

Lokal lassen sich viele Kurven und Flachen als Lésungsmenge einer nichtlinearen
Gleichung
F(z,y) =0 oder F(z,y,2) =0

darstellen.

Beispiel: Die Punkte (z,y) € R? mit F(z,y) = 2% + y?> — 1 = 0 bilden die
Einheitskreislinie. Auflésen nach y ergibt zwei stetige Lésungen

y=pi(z) =v1—2? und Yy =pa2(z) = —/1— 22, -l1<z<1.

Fiir diese gilt
F(z, ¢1(x)) = F(z, p2(x)) = 0.
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Der Satz von Taylor und Extremwertberechnung Satz iiber implizite Funktionen

Satz 18.11 (Satz iiber implizite Funktionen)

M < R" sei offen und F : M — R sei stetig differenzierbar. Weiter sei @ € M mit

oF
F@) =0 d a) #0
@=0  wd (@) #
gegeben.
Dann gibt es eine e-Umgebung U < R"~! von (ay,...,a,_1) und eine eindeutig
bestimmte Funktion ¢ : U — R, so dass
F(xy,..  @p_1,p(®1,-.-,2n—1)) =0 wund ¢(ai,...,an_1) = a,

gelten. Die Funktion ¢ ist stetig differenzierbar und hat die partiellen Ableitungen

oF
0x;
($17...,$n,1)= 61; 9
(@1, oy Tp1,0(T1,. -y Tn_1))

., R PO SR G )
(9:17]

1<j<n-—1

Oxn
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Der Satz von Taylor und Extremwertberechnung Bemerkung

(a)

Satz 18.11 liefert die lokale Auflosbarkeit der Gleichung

F(x1,...,2n-1,2,) = 0 nach der Variablen z,,. Die Auflésung ist in einer
Umgebung der Stelle @ € M mit (F (@) = 0 und %(5) # 0) sogar eindeutig.
Mit anderen Worten: die Losungsmenge der Gleichung enthidlt den Punkt @
und ist in seiner Ndhe durch den Graphen der stetig differenzierbaren
Funktion ¢ : U — R gegeben. (Beachte: Graph(y) < M)

Man kann auch nach einer anderen Variablen z, auflésen, falls F'(@) = 0 und
oF

—(d) # 0 gilt.

oz, (@ # 0gi

Beispielsweise ist durch F(1(y, z),y,z) = 0 (bei Vorgabe von

F(x0,Y0,20) = 0 und F,(z0, Y0, 20) # 0) eine stetig differenzierbare Funktion

¥ (y, z) mit den partiellen Ableitungen

(’7\71/) _ 7Fy(w(yvz),yvz) 6711) _ z(w(yvz)ayvz)
W T TRy 22 T TR 0.2)
definiert.
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Der Satz von Taylor und Extremwertberechnung Bemerkung

(c) Satz 18.11 liefert die (partiellen) Ableitungen von ¢ in @, ohne die Funktion
@ explizit zu bestimmen! Hoéhere Ableitungen bestimmt man mit der
Kettenregel: Aus F(z, p(z)) = 0 folgt sofort

d

0= — (Fz,0(x))) = Fo(z, o(2)) + Fy (2, ¢(2))¢' (),
also ¢'(z) = % wie in Satz 18.11, und weiter
2
0= dd2 (F(z,0(2) = Fuu(z,0(2)) + 2F5y (2, 0(2))¢ (2)+
Fyy(z,0(2))(¢'(2))? + Fy (2, o(x))¢" (),
also
() = _ Fao(@,0(2)) + 2Fay (2, 0(2))¢' () + Fyy (2, 0(2)) (¢ (2))?
Ey(z,¢(x)) '
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Der Satz von Taylor und Extremwertberechnung

Bemerkung

(d) Ein analoger Satz gilt fiir stetig differenzierbare Funktionen F:M —R™
Der Rang von F/(@) sei gleich m (d.h. das Differential ist injektiv).

0O.B.d.A seien die letzten m Spalten der Ableitungsmatrix

0F;
OTn—m+1

OF,
O0Tn—mt1

linear unabhangig in a.

oFy
Oxyp

O0F,
0Ty,

Dann gibt es stetig differenzierbare Funktionen o1 (21, ..

ge'm(atl, ey Tpem) Mit

F(Jil, s 733n—ma§01(1‘1, cee 7-Tn—m)7 .- ~7‘Pm(331a .-

Umgebung von A.

oy Tp—m) bis

- Tp—m) = 0 in einer

Ist & die Vektorfunktion mit den Komponenten ¢ bis ¢, so ist

oF R
=
= OTp—m+1 0T
!/ =
&(a@) = — R
OFm . oFm
0Tn—m+1 0Ty
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Der Satz von Taylor und Extremwertberechnung Extrema unter Nebenbedingungen

Satz 18.11 erlaubt uns auch, die Bestimmung relativer Extremwerte “unter
Nebenbedingungen” zu behandeln.

Definition 18.12 (Extrema unter Nebenbedingungen)

Gegeben sei eine reelle Funktion f : M — R (mit M < R"™ offen) sowie weitere
Funktionen g1, ...,gm : M — R.

Die Funktion f hat im Punkt @ € M ein RELATIVES MAXIMUM UNTER DEN
NEBENBEDINGUNGEN

gl(f) :07 oco g gm(f) :05

wenn ¢1(@) = -+ - = gm (@) = 0 gilt (d.h. @ erfiillt alle Nebenbedingungen) und
wenn eine Umgebung U < M von @ existiert, so dass

f(@) < f(@) firalle ZeU mit g1(Z) == gm(@) =0

gilt.

e Ein RELATIVES MINIMUM/EXTREMUM UNTER NEBENBEDINGUNGEN wird
entsprechend definiert.
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Der Satz von Taylor und Extremwertberechnung Relative Extrema mit einer Nebenbedingung

Sei @ = (a1, ag, az) relatives Extremum von f(x,y, z) unter der Nebenbedingung
g(z,y,2) =0, die sich nicht “einfach” nach z auflésen l3sst.

Annahme: g¢,(a@) # 0.

Dann erhalten wir alle Lésungen von g(z,y,z) = 0 in der Ndhe des Punktes a@
durch z = (z,y) mit der implizit definierten Funktion ¢ aus Satz 18.11.
Insbesondere gilt p(a1,as2) = as.

Der Vektor (a1, az) ist also relatives Extremum der Funktion

h(x,y) = f(%%@(%?ﬂ)-

Aufgrund der notwendigen Bedingung (Satz 18.4) muss dann

he(ar,a2) = falar,az,¢(a1,a2)) + f.(a1,a2, (a1, a2))ps(ar,a2) =0
hy(a17a2) = fy(a17a2790(a17a2)) + fz(a17fl27@(al,az))wy(ahaz) =0
gelten.
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Der Satz von Taylor und Extremwertberechnung Relative Extrema mit einer Nebenbedingung

Setzen wir ¢, = —g—”” und ¢, = —Z—y aus Satz 18.11 ein, erhalten wir

ga(a1,a2,0(a1,a2)) =0

fe(ar, a2, p(a1,a2)) —

fy(aham@(ahaz)) - gy(@h&zﬂﬂ(ah@)) =0.

f2(a1,a2,0(a1,02))

Nennen wir den gemeinsamen Faktor in beiden Gleichungen A\ = ,
gz(a1,a2,9(a1,a2))

so erhalten wir als notwendige Bedingungen

f2(@) — Agz(@) = 0
fy(c_i) /\gy((_i) = 0 (%)
gl@ = 0 (Nebenbedingung)

Dasselbe Ergebnis (*) entsteht bei Auflésen der Nebenbedingung g(x,y,2) =0
nach z oder y. Also erhalten wir die notwendigen Bedingungen (*) schon dann,
wenn Vg(a) # 0 ist.
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Der Satz von Taylor und Extremwertberechnung Notwendiges Kriterium

Satz 18.13 (Notwendiges Kriterium)

M < R™ sei offen, f : M — R und g1,...,9m : M — R (mit m < n) seien stetig
differenzierbar.

Weiter sei d € M mit g1(@) = -+ = gm(d) = 0 und
291 (= 091 (=
(@ - (@)
Rang : : - m
Ogm (7 Ogm (=
Fe@ - F32(@)

gegeben. Falls f im Punkt d ein relatives Extremum unter den Nebenbedingungen

91(Z) = -+ = gm(Z) = 0 besitzt, so gibt es Zahlen
Al,...,AWER,
so dass
V(@) = MVgi(a@) — -+ — AmVgm(d@) = 0
gilt. Die Zahlen A1, ..., A\, heiBen LAGRANGE-MULTIPLIKATOREN.
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Der Satz von Taylor und Extremwertberechnung Praktische Vorgehensweise

1. Finde alle Lésungen (@, A1, ..., Am) € R®™™ der n + m Gleichungen in Satz 18.13 (inkl.
Nebenbedingungen g1 (@) = - -+ = gm(d) = 0). Dabei dienen die Lagrange-Multiplikatoren
A; nur als Hilfsvariablen. Ihre Bestimmung ist nebensachlich.

2. Weitere relative Extrema kdnnen nur noch an Stellen vorliegen, wo die Nebenbedingungen
erfiillt sind, aber die Rangbedingung an die Matrix (fgi ) verletzt ist.
O.’L‘]

3. Weitere Uberlegungen sind erforderlich, um festzustellen, ob tatsichlich ein relatives
Maximum oder Minimum unter den Nebenbedingungen vorliegt.

e Haufig ist die Menge der Punkte, die alle Nebenbedingungen erfiillen,
abgeschlossen und beschrankt. Dann liefert Satz 17.6, dass f unter den
Nebenbedingungen sowohl ein absolutes Maximum als auch ein absolutes
Minimum haben muss.

e Im Fall n = 2, einer Nebenbedingung g(z,y) = 0 sowie bei Vorliegen des
notwendigen Kriteriums V f(@) + AVg(ad) = 0, g(&@) = 0, ist in Anlehnung an
Satz 18.7 die folgende Bedingung hinreichend: (" gerénderte Matrix")

For@ +2920(@)  for@ +2000@ 9@\ (20 - Maximum
a a a

det | foy(@) + Agay(@)  fyy(@) + Agyy(@)  gy(a@) {

92(@) 94(@) 0 <0 = Minimum.

A. Lamacz-Keymling Héhere Mathematik Il SS 24 441



Der Satz von Taylor und Extremwertberechnung Notwendiges Kriterium fiir m = n — 1

Bemerkung 18.14 (Notwendiges Kriterium fiir m = n — 1)

Im Spezialfall von m = n — 1 Nebenbedingungen g1(Z) = -+ = g,—1(Z) =0
lassen sich beide Méglichkeiten des Vorliegens eines relativen Extremums unter
Nebenbedingungen zusammenfassen zu der Determinantenbedingung:

Vgn-1 (6)

Mit einfachen Uberlegungen der linearen Algebra zeigt man, dass diese Bedingung
aquivalent zu den beiden Fillen 1. und 2. der Folie " Praktische Voorgehensweise”
ist.

A. Lamacz-Keymling Hdhere Mathematik Il SS 24 442



Der Satz von Taylor und Extremwertberechnung Geometrische Interpretation

Geometrische Interpretation der Lagrange-Multiplikatoren

Niveauliniendiagramm von f(xy)=xy

5 Relative Extrema von f unter der
Nebenbedingung

g(z,y) =a* +y* —1=0
: @ Maximum in (i L +1 ) mit
’ Funktionswert 1.

@ Minimum in (i%,$ 1 ) mit

Funktionswert —

1
3

Beobachtung: Die Hohenlinien von f zum Wert i% und g zum Wert O beriihren sich.
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Integralrechnung im R™

Kapitel 19 — Integralrechnung im R"
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Integralrechnung im R™

Kap. 19: Integralrechnung im R"™

Ubersicht:

@ Die Definition des Integrals

Jf(f)df, I =[@,b] c R,
I

erfolgt wie in Definition 16.1 zunachst fiir Treppenfunktionen f : I — R iiber
dem abgeschlossenen und beschrinkten n-dimensionalen Intervall

(@, 5] = [a1,b1] x [az,b2] X -+ X [an, bn]-

@ Durch Intervallunterteilung und gleichm&Bige Konvergenz einer Folge von
Treppenfunktionen (vgl. Definition 16.5) kommt man zum elementaren
Integral fiir allgemeinere Funktionen f : [a, I;] — R,

@ Die Berechnung erfolgt durch “iteriertes Integrieren” nach den einzelnen
Variablen (siehe auch Satz von Fubini):

i) f(Z)dZ = Jbl (sz (J f xl,xg,...,mn)dmn> ---dm2> dzq
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Integralrechnung im R™

o Die Erweiterung auf das Integral iiber offene (auch unbeschrénkte) Mengen
M erfolgt durch die Ausschépfung von M von “innen” durch abgeschlossene
beschrankte Intervalle. Dies beinhaltet die n-dimensionale Version des
bestimmten Integrals iiber die abgeschlossene Hiille M und die
Verallgemeinerung der uneigentlichen Integrale 16.23 und 16.24.

o Fiir geeignete Mengen der Form

01(T1,- -, Tn—1) < Tp < @2(x1, .., Tpo1)
mit (xl,...,xn_l) € Mg R

M = {(ml,...,xn)eR”

wird das “iterierte Integrieren” verallgemeinert zu

M f@)d = JM (

p2(21,00yTn_1)
J flz, .. xn)dey, | d(z1, ...y 2p_1).

p1(T1,--Tn—1)
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Integralrechnung im R™ Volumen und Intervallunterteilung

Definition 19.1 (Volumen und Intervallunterteilung)

-

@ Das VOLUMEN des abgeschlossenen beschrankten Intervalls [, b] < R™ ist

vol,, ﬁ b — a;).

i=1
o Eine INTERVALLUNTERTEILUNG von [@, b] ist definiert durch Zahlen

0 1 i :
ai:a§)<a§)<-~-<az(-r):bi, 1 <7< n,

und die hierdurch festgelegten Teilintervalle

10tind = [(@f), a5l (@6l af )]

a; ,a

mit0<k; <r; —1.

Dann gilt: vol,, (IF1:kn) ~ [Crsstn)y = O fijr (ky, ... ky) # (b1, £,) und
ri—1 P =1l
[C_l', b] _ U . U I(kl,...,kn)_
k1=0  kn,=0
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Integralrechnung im R™ Integral einer Treppenfunktion

Definition 19.2 (Integral einer Treppenfunktion (vgl. 16.1))
Eine Funktion ¢ : R™ — R heiBt Treppenfunktion, wenn Folgendes gilt:
@ ¢ = 0 auBerhalb eines abgeschlossenen Intervalls [d, 5] c R™.

-

o Es gibt eine Intervallunterteilung von [d,b), so dass ¢ auf jedem Teilintervall
I(k1kn) konstant ist, also

(p(g}’) = ckskn)  fir alle 7 e [Krsekn)

Das INTEGRAL von  ist definiert durch

r1—1rg—1
f f Hdi= 5 S e T bk ol (1))
kn=0

k1=0 k2=0
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Integralrechnung im R™ Einfache Regeln

Satz 19.3 (Einfache Regeln (vgl. 16.4))
o Die Menge der Treppenfunktionen in R™ ist ein reeller Vektorraum.

o Fiir Treppenfunktionen @, : R™ — R und reelle Zahlen o, 5 gilt

J(O‘Sﬁ + ByY) = afsﬁ + B J”L/) (Linearitat)
o p=>0=fp=>0 (Monotonie)
° ‘ § 90‘ < §lol (Betragsungleichung)
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Integralrechnung im R™ GleichmaBige Konvergenz

Definition 19.4 (GleichmaBige Konvergenz (vgl. 16.21))

M < R™ sei gegeben. Eine Folge von Funktionen f, : M — R (mit k € N)
KONVERGIERT GLEICHMASSIG GEGEN f: M — R, wenn es zu jedem € > 0 ein
ko € N gibt, so dass

| (@) — f(Z)| <€ fiiralle e M und alle k > kg

gilt.
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Integralrechnung im R™ Elementares Integral

Definition 19.5 (Elementares Integral (vgl. 16.5))

—

Gegeben sei das abgeschlossene beschrinkte Intervall I = [d,b] — R™. Eine
Funktion f : I — R heit (ELEMENTAR) INTEGRIERBAR, wenn sie der
gleichmaBige Grenzwert einer Folge (¢r)ken von Treppenfunktionen ist, die in
R™\I konstant Null sind. Wir nennen dann

f i=[ r@dz=1m | o@dz
I [@,b] k—o0 Jpn

—

das (BESTIMMTE) INTEGRAL VON f UBER [d,b].

Bemerkung (vgl. 16.8)
@ Die Menge der integrierbaren Funktionen ist ein reeller Vektorraum.

o Es gelten die Rechenregeln aus Satz 19.3.

@ Das elementare Integral bestimmt das Volumen (im R"*!) des Kérpers
zwischen dem Koordinatenbereich I < R™ und dem Graphen von f (falls
£ =0 gilt).
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Integralrechnung im R™ Stetige Funktionen sind integrierbar

-

Stetige Funktionen f : [@,b] — R sind integrierbar, denn:

Satz 19.6 (Stetige Funktionen sind integrierbar (vgl. 16.6))

-

Sei f : [d,b] — R stetig. Dann existieren Treppenfunktionen ¢y, : R" — R, die auf

= —

R™\[@, b] konstant Null sind und deren Folge gleichmiaBig auf [d,b] gegen f
konvergiert.

Satz 19.7 (Integral-Mittelwertsatz (vgl. 16.9))

— -

Die Funktion f : [d@,b] — R sei stetig. Dann existiert ein Punkt & € [a@,b] mit

— —

_ f(@) di = f(£) voln([a,b]).
[@,0]

Beweis: mit Satz vom Maximum 17.6 und Zwischenwertsatz 12.12.
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Integralrechnung im R™ Satz von Fubini

-

Berechnung von Integralen iiber [@, b]: “iteriertes” Integrieren und “Satz von
Fubini”

Satz 19.8 (Satz von Fubini)

-

Fiir eine stetige Funktion f : [d,b] — R gilt:

J f(@)dz = Jbl (Jbz (J f( xl,xg,...,xn)dxn> ---dx2> dxy.

Weiterhin darf die Reihenfolge der Integration beliebig vertauscht werden.
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Integralrechnung im R™ Definition und Satz: Ausschépfung

Integrale iiber allgemeine (offene) Mengen und uneigentliche Integrale werden mit
Hilfe von Ausschépfungen definiert:

Definition 19.9 ( Ausschopfung)

Die Menge M < R™ sei offen. Eine AUSSCHOPFUNG von M st eine Folge von
abgeschlossenen beschrinkten Intervallen (Ij)ren, so dass gilt

[ee]
M = U I und vol, (I nI;) =0 fiir k # j.
k=1

Jede (beschrinkte oder unbeschrinkte) offene Menge M < R™ besitzt eine

Ausschopfung.
M
(g Il
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Integralrechnung im R™ absolute Integrierbarkeit

Die folgende Definition erklart das bestimmte Integral und das uneigentliche
Integral iiber offene (beschrinkte und unbeschrankte) Mengen:

Definition 19.10 (absolute Integrierbarkeit)

M < R™ sei offen und f : M — R sei stetig. Die Folge (Ij)ken sei eine
Ausschopfung von M und die Reihe

o0
> [ 1r@ldz = a (+)
k=1"1k

sei konvergent (gegen A € R). Dann konvergiert fiir jede Ausschopfung (Ji)ken

von M die Reihe
Z f (Z)di =: B

gegen denselben Grenzwert B € R, und wir nennen SM = SM f(&)dZ = B das
INTEGRAL VON f UBER DIE MENGE M.

Die Funktion f heiBt wegen der Beziehung (*) ABSOLUT-INTEGRIERBAR tiber M.
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Integralrechnung im R™ Integrale iiber beschrinkte Mengen

Satz 19.11 (Integrale iiber beschrankte Mengen)
e Ist M < R™ offen und beschrankt und ist f : M — R stetig auf der
abgeschlossenen Hiille von M, so existiert das Integral §,, f(Z) dz.

o Fiir SM f gelten die Rechenregeln der Linearitdt und Monotonie sowie die
Betragsabschatzung (vgl. Satz 19.3).

o Weiter gilt fiir jede Zerlegung in offene Mengen My, < M mit

N
vol, (M\ | ] Mk) =0, voln(M; n My) =0 fiir j +k
k=1
N
f(@)dz = Z (%) dz. (ADDITIVITAT)
M k=1"Mk
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Integralrechnung im R™ Volumen und Nullmenge

Definition 19.12 (Volumen und Nullmenge)

Fiir eine beschrankte offene Menge M bezeichnet
vol,, (M) = J 1d¥
M
das VOLUMEN von M.

Ist N eine beliebige Menge, so dass fiir jedes € > 0 eine offene Menge M existiert
mit N < M und vol,,(M) < €, so heift N NULLMENGE.

v
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Integralrechnung im R™ Satz von Fubini (allgemeine Version)

Der Satz von Fubini gilt fiir absolut-integrierbare stetige Funktionen auch auf
unbeschrinkten Intervallen:

Satz 19.13 (Satz von Fubini (allgemeine Version))

Die Intervalle I, ...,I, < R seien offen und die Funktion f : I — R mit
I =1 x1Iyx---xI, <R" sei stetig. Dann gilt:
@ f ist genau dann absolut-integrierbar iiber I, wenn das iterierte Integral von
|f| existiert, also

[ (] (] ) o) <

gilt. Hierbei darf die Reihenfolge der Integration beliebig vertauscht werden.

o Falls f absolut-integrierbar ist, so gilt

Lf(a?) i = L (L (L f(a:l,arg,...,xn)dxn> ~--dx2> day.,

und die Reihenfolge der Integration darf beliebig vertauscht werden.
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Integralrechnung im R™ schlichte Gebiete, Fundamentalgebiete

Die Berechnung von Integralen iiber speziellen Gebieten M < R"™ gelingt durch
die Anwendung des “iterierten Integrals”.

Definition 19.14 (schlichte Gebiete, Fundamentalgebiete)

Ein Gebiet M < R™ heilst
SCHLICHT UBER DEM (1, ...,Zn—1)-KOORDINATENBEREICH,

wenn ein Gebiet G < R"~! sowie stetige Funktionen 1, ¢s : G — R existieren, so
dass

o ¢v1(2) < pa(2) fiir alle Z € G und
o M ={(Z,z,) eR" | Z€ G, ¢1(2) <z, < p2(2)}

gilt. Analog wird diese Eigenschaft iiber anderen Koordinatenbereichen
(T1,. -« Tk—1,Tht1,--.,Ty) definiert.

Ein Gebiet M < R"™ heist FUNDAMENTALGEBIET, wenn es in endlich viele
paarweise disjunkte schlichte Gebiete My < M, k =1,..., N, zerlegt werden
kann. Genauer:

N
M~ My =@ fiir j+k, vol,, (M\ U M) =0,
k=1
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Integralrechnung im R™ Integration iiber schlichte Gebiete

Satz 19.15 (Integration iiber schlichte Gebiete)

Das Gebiet M <= R™ sei schlicht iiber dem (x1, ..., x,_1)-Koordinatenbereich,
M ={(Z,z,) eR" | Ze G, p1(Z) <z, < pa2(2)}

mit stetigen Funktionen 1,2 : G — R, 1 < pa. Fiir eine stetige Funktion
f:+M — R gilt dann

Jp@az= [ ([ o)

Tn A Tn = ()02(2)

Tn = @1(2)
G

Ny
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Integralrechnung im R™ Integration iiber schlichte Gebiete

Spezialfille fiir n = 2:
@ M schlicht tiber der z-Achse mit

M={(z.y) e R | ze(a,b), p1(z) <y < paa))

JM fla,y) d(z,y) = Lb (fm) F@y) dy) da.

e1(w)
@ M schlicht iiber der y-Achse mit

M ={(z,y) eR? | ye(c,d), v1(y) <z <a(y)}

L/@maaw=f<ﬁmﬁmwm>@

P1(y)

ergibt

ergibt
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Integralrechnung im R™ Integration iiber schlichte Gebiete

Die geometrische Grundidee der Substitutionsregel im R:

Das Quadrat Q2 = [0, 1]?> = R? wird durch die affine Koordinatentransformation
T:Qy — R, T(z,y) :wé’l—l-yc_ig—i-l_;,

mit linear unabhingigen Richtungsvektoren @, > € R? und be R? bijektiv auf das
Parallelogramm M = T'(Q2) abgebildet.

Fiir die Matrix A = (@1, d2) gilt | det A| = vola(M), siehe Bemerkung 8.22.

Integration:
| det A| volz(Q2) = vola(M)

Fiir Treppenfunktionen f : M — R gilt:

| et Al . (foT)(u,v) d(u,v) = . f(z,y) d(z,y)
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Integralrechnung im R™ Integration iiber schlichte Gebiete

Bemerkung: Eine (total) differenzierbare Funktion T : N — M mit invertierbarer
Jacobi-Matrix DT (y) verhilt sich lokal fast wie eine affine
Koordinatentransformation (1. Taylor-Polynom).
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Integralrechnung im R™ Substitutionsregel

Satz 19.16 (Substitutionsregel)

Die Mengen M, N — R™ seien beschrinkt und offen. Die Funktion f : M — R sei
stetig und die Abbildung T : N — M sei bijektiv, stetig differenzierbar und ihre
Jacobi-Matrix DT (y) sei fiir jedes ij € N invertierbar.

Dann gilt die TRANSFORMATIONSFORMEL

f #(®) d = f (foT)(@) |det DT ()| dyf.
M N

Bemerkung:

o Bei der Bijektion T diirfen Teilmengen K < M bzw. L < N mit
vol, (K) = vol, (L) = 0 weggelassen werden.

@ Die Transformationsformel gilt fiir absolut-integrierbare stetige Funktionen
auch auf unbeschrinkten offenen Mengen.
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Integralrechnung im R™ Prinzip von Cavalieri

Fiir eine allgemeine Integrationstheorie bendtigt man den Begriff des
Lebesgue-Integrals (Henri Lebesgue, 1875-1941). Ein zentraler Begriff ist hierbei
die "Messbarkeit” von Mengen. Ohne hierauf weiter eingehen zu wollen, geben wir
ein spezielles Resultat zur Volumenberechnung an.

Satz 19.17 (Prinzip von Cavalieri)

Das Volumen V' = vol3(M) einer beschrinkten messbaren Menge M < R? ist
gleich dem Integral iiber den Flicheninhalt der Querschnitte

M Z{(IL',y,Z)EM | Z:s}v

d.h. es gilt
b

d(z,y,z) = J voly(My) ds.

a

volg(M) = J

M
Hierbei sind a,b € R so gewihlt, dass M < {(x,y,z) € R3|a < z < b} gilt.
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Integralrechnung im R™ Prinzip von Cavalieri

Folgerung: Korper, die in jeder Hohe z = s gleichen Flacheninhalt des
Querschnitts haben, haben das gleiche Volumen.

Beispiel: Die Kugel vom Radius R und das Komplement des Doppelkegels im
Zylinder vom Radius R und Hohe 2R haben das gleiche Volumen.

S R2782 S

1(VR? — s2) + ns* = nR?
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Integralrechnung im R™ Volumen von Rotationskérpern

Anwendung des Prinzips von Cavalieri:

Satz 19.18 (Volumen von Rotationskérpern)
Durch die stetige Funktion f : [a,b] — R mit f > 0 wird der ROTATIONSKORPER

My ={(z,y,2) eR® | a <z <b, y* +2° < (f(2))*}

(bei Rotation um die x-Achse) definiert. Sein Volumen ist

b

volz(My) = WJ (f(z))* dx.

a
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Integralrechnung im R™ Schwerpunkt

Anwendung: Schwerpunkt bei inhomogener Massenverteilung

Satz 19.19 (Schwerpunkt)

U < R? sei beschrankt und offen, o : U — R mit o > 0 sei stetig. Bezeichnet o
die Massenverteilung auf U, so ist

o die Gesamtmasse von U gegeben durch m(U) := J o(z,y,2)d(x,y, 2),
U

@ der Schwerpunkt von U gegeben durch

_ [Se 1 l’
S=15,]|= 7J o(z,y,2) |y | dz,y,2).

Hierbei ist das Integral der rechten Seite beziiglich jeder Komponente zu
bilden.
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Integralrechnung im R™ Tragheitsmoment
Anwendung: Tragheitsmoment

Wenn ein Kérper U < R3 mit der Massenverteilung o0 : U — R, o > 0, um eine
feste Achse (=Gerade G) rotiert, ist fiir eine Anderung seiner
Rotationsgeschwindigkeit nicht nur die Gesamtmasse, sondern auch die
Massenverteilung bezogen auf den Abstand zur Drehachse relevant (z.B.
Pirouetteneffekt beim Eiskunstlauf).

Definition 19.20 (Tragheitsmoment)

Das TRAGHEITSMOMENT von U bezogen auf die Drehachse G ist die Zahl

i (UG = me,y,z))z o(@,9,%) d(z,y,2),

wobei r(x,y, z) den Abstand des Punktes (x,y,z) von der Geraden G bezeichnet.
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Integralrechnung im R™ Stetigkeit von Parameterintegralen

Zum Abschluss wird eine Ergdnzung zum Parameterintegral 17.17 gegeben.

Satz 19.21 (Stetigkeit von Parameterintegralen)

Es seien U < R™, V < R™ offen. Die Funktion f : U x V — R sei stetig, und es
existiere eine stetige Funktion g : V. — R, g = 0 und (liber V integrierbar, mit
| (@, 9)| < g(y) fiir alle (Z,9) € U x V. Dann ist die Funktion

F:U—>R, F@) - fv £(@,5) di

wohldefiniert und stetig.

Die Existenz der partiellen Ableitungen oiF erh3lt man unter den weiteren
Voraussetzungen'

(i)

(ii) Es existiert eine stetige Funktlon h:V — R, h > 0 und iiber V integrierbar,
mit | 2L (Z,9)| < h(y) fiir alle (Z,5) e U x V.

:U x V — R existiert und ist stetig.

Dann gilt
2 N dii

aik B axk as,y)
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Kurven- und Flachenintegrale

Kapitel 20 — Kurven- und Flachenintegrale
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Kurven- und Flachenintegrale

Kurven- und Flachenintegrale

Ubersicht:
1. Kurvenintegrale (20.1-20.11)

o Parametrisierte Kurven im R", reguldre Kurven
o Kurvenintegral skalarer Funktionen
o Kurvenintegral von Vektorfeldern, Wegunabh&ngigkeit und Potential

2. Oberflichenintegrale (20.12-20.19)

Parametrisierte Flichenstiicke im R, Normalenfeld
Oberflachenintegral skalarer Funktionen
Oberflachenintegral von Vektorfeldern, “Fluss”
Flacheninhalt von Rotationsflichen
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Kurven- und Flachenintegrale parametrisierte Kurve

Definition 20.1 (parametrisierte Kurve)

Eine stetige Abbildung
c:la,b] > R"”

heiBt WEG oder PARAMETRISIERTE KURVE. Die Bildmenge

Spur(2) == {&(t) | t € [a,b]}.

heiBt SPUR bzw. KURVE. Die Punkte Py = ¢(a) und Py = ¢&(b) heilen ANFANGS-
BZW. ENDPUNKT des Weges. Gilt P, = P5, so heilt ¢ GESCHLOSSENER WEG.

Der Weg C heiBt REGULAR, wenn C stetig differenzierbar ist und fiir alle t € [a, ]
gilt )
ct) := (cy(t) + - + ¢ (t)) # 0.

Er heiBt STUCKWEISE REGULAR, wenn es eine Unterteilung
a=ay<a; <---<any==>b

gibt, so dass die Kurvenstiicke cl(,,, 0< k<N —1, regulér sind.

ak+1] 1/

Geogebra Schraubenlinie
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Kurven- und Flachenintegrale Zul3ssige Parametertransformation

Definition 20.2 (Zuldssige Parametertransformation)

Gegeben sei ein Weg ¢ : [a,b] — R™. Eine bijektive und stetig differenzierbare
Funktion 7 : [a,b] — [a, 8] mit 7/(t) > 0 fiir alle t € [a,b] (also streng monoton
wachsend) heilt ZULASSIGE PARAMETERTRANSFORMATION.

Diese Transformation ergibt den neuen Weg
d:=cor ' :[a,f] > R"

mit gleicher Spur,

-

Spur(d) = Spur(C).

Die Wege ¢ und d heiBen AQUIVALENT.

)
Il

N
1

Rn
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Kurven- und Flachenintegrale Tangentenfeld und Bogenlange

Definition 20.3 (Tangentenfeld und Bogenlinge)

Ein stetig differenzierbarer Weg ¢ : [a,b] — R™ besitzt das TANGENTENFELD
¢: [a,b] — R™. Die BOGENLANGE von ¢ ist gegeben durch

b
e = f IE(t)] dt.

Bemerkungen:

o Motivation der Definition: Wird ein Streckenzug in Spur (¢) “einbeschrieben”,
so konvergiert dessen Ldnge bei immer feinerer Unterteilung gegen das

Integral {" |&(t)] dt.

@ Bei zulissiger Parametertransformation o = 77! : [, 8] — [a, b] dndert sich
nur die Lange des Tangentenfelds, nicht aber seine Richtung:

dd (@0 0)(u) = c(o(u) o'(u) €R™,
U N——
>0
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Kurven- und Flachenintegrale Tangentenfeld und Bogenlange

@ Die Bogenlange hingt nicht von der Parametrisierung ab!

Beweis: Fiir eine zulissige Parametertransformation ¢ = 771 : [a, 8] — [a, ]
gilt wegen ¢’ >0

d

——(Co 0)(u)

du.
du Y

L ") at - jB Fo(w))] ¢'(w) du = fﬁ

«

@ Die Bogenldnge eines stiickweise reguldren Wegs ist die Summe der
Bogenlangen der einzelnen Wegstiicke.

o Die Bogenlinge des Wegstiicks vom Anfangspunkt P; = ¢(a) bis zum Punkt
P = ¢(s) ist

l(s) = f )| dt, s fabl.
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Kurven- und Flachenintegrale Parameterdarstellung nach der Bogenlange

Eine besondere Parametrisierung ist die folgende:

Satz 20.4 (Parametrisierung nach Bogenldnge)
Zu jedem reguldren Weg C gibt es einen aquivalenten Weg d: [0,4z] —> R™ mit

-

|d(t)| =1 fiir alle te[0,£z].

Der Weg d ist dann NACH BOGENLANGE PARAMETRISIERT. Insbesondere gilt
Ly(s) = s.
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Kurven- und Flachenintegrale Skalares Kurvenintegral

Die 2 Typen von Kurvenintegralen

Definition 20.5 (skalares Kurvenintegral)

Es sei M < R"™ offen, f : M — R stetig und ¢: [a,b] — M ein stiickweise
reguldrer Weg. Dann ist das (SKALARE) KURVENINTEGRAL von f ldngs ¢

definiert als
des = J f(e (t)| dt.

Definition 20.6 (vektorielles Kurvenintegral)

Es sei M < R"™ offen, §: M — R" stetig und ¢: [a,b] — M ein stiickweise
reguldrer Weg. Dann ist das (VEKTORIELLE) KURVENINTEGRAL von ¢ lings €
definiert als

J7-am [ ey ey a

a

Hierbei bedeutet ”-"das Skalarprodukt in R™.
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Kurven- und Flachenintegrale Unabhingigkeit von der Parameterdarstellung

Bemerkung:

@ Andere Schreibweisen des vektoriellen Kurvenintegrals

Jgﬂdf = J grdxy + - + gndx,
¢ c

b
[la@@ e+ + gu@®) o) at

a

@ Die Integrale werden in die Stiicke zu reguldren Teilen der parametrisierten
Kurve zerlegt.

Satz 20.7 (Unabhangigkeit von der Parametrisierung)

Beide Kurvenintegrale sind unabhdngig von der Parametrisierung. Genauer: ist d
ein zu ¢ aquivalenter Weg, so stimmen die Kurvenintegrale langs ¢ und d iiberein.
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Kurven- und Flachenintegrale Unabhingigkeit von der Parameterdarstellung

Definition: Zu €: [a,b] — R™ definieren wir den “umgekehrten Weg"
—C durch —¢:[-b,—a] > R", —&(t) = &(—t).

Der Weg wird so in Gegenrichtung durchlaufen.
o Fiir das skalare Kurvenintegral gilt

_gdeZLfds.

o Fiir das vektorielle Kurvenintegral gilt

f g-df:-fg.df.
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Kurven- und Flachenintegrale Anwendungen

@ Die Bogenlange von ¢ ist das skalare Kurvenintegral 851 ds.
Physikalische Interpretation: Die Bahnkurve eines Partikels in Abhangigkeit

der Zeit ¢ werde durch &: [0,T] — R3 beschrieben. Dann stellt &(t) € R? den
Geschwindigkeitsvektor zum Zeitpunkt ¢ dar. Der zuriickgelegte Weg bis zur
Zeit T ist

(:(T) = j é(t)] dt.

0

o Gegeben sei ein Kraftfeld F' : R® — R3. Wird ein Massepunkt lings der Spur
von ¢ verschoben, so ist die geleistete Arbeit
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Kurven- und Flachenintegrale Gradientenfeld, Potential

Fiir eine Klasse von vektoriellen Kurvenintegralen hangt der Wert S g - dZ nur
vom Anfangspunkt P; und vom Endpunkt P, von ¢ ab, aber nicht vom Verlauf
der Kurve von P; nach P,. Man bezeichnet diesen Fall als
WEGUNABHANGIGKEIT DES KURVENINTEGRALS.

Definition 20.8 (Gradientenfeld, Potential)

Sei M < R™ ein Gebiet und g : M — R™ ein Vektorfeld.
Wenn es eine skalare Funktion F' : M — R gibt mit

grad F(Z) = ¢(¥) fiir alle Ze M,

so heiBt g ein GRADIENTENFELD und F' heiBt ein POTENTIAL von g.

Bemerkung: Ist §: M — R"™ ein Gradientenfeld und F': M — R ein zugehoriges
Potential, so sind alle Potentiale von g gegeben durch F' + ¢, ¢ € R (Folgerung
aus Satz 17.20). Das Potential verallgemeinert also den Begriff der
Stammfunktion in 16.10 auf Vektorfelder g.
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Kurven- und Flachenintegrale We bhéngigkeit bei Gradi

Die Wegunabhangigkeit des Kurvenintegrals SE§'~ d und die Existenz eines
Potentials hangen direkt zusammen:

Satz 20.9 (Wegunabhiangigkeit bei Gradientenfeldern)

Ein stetiges Vektorfeld g : M — R™ auf dem Gebiet M < R™ ist genau dann ein
Gradientenfeld, wenn das vektorielle Kurvenintegral

fg’-df

langs jedes stiickweise regularen Wegs mit Spur(¢) € M nur vom Anfangs- und
Endpunkt von ¢ abhangt.
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Kurven- und Flachenintegrale Notwendige und hinreichende Kriterien fiir die Existenz eine Potentials

Satz 20.10 (Notwendige und hinreichende Kriterien fiir die Existenz eine Potentials)

M < R"™ sei ein Gebiet und g : M — R" sei stetig differenzierbar.
(a) Notwendig dafiir, dass g ein Gradientenfeld auf M ist, sind die
Integrabilitdtsbedingungen

99k _ 09¢ firalle 1<k</{<n.

amg N 6xk

(b) Hinreichend dafiir, dass g ein Gradientenfeld auf M ist, sind die
Integrabilitdtsbedingungen in (a) und die Eigenschaft, dass M sternférmig ist

(siehe 17.1).

Bemerkung: Die “richtige” hinreichende Bedingung in (b) an das Gebiet M ist:
M ist einfach zusammenhangend.

Dies bedeutet, dass sich jede geschlossene Kurve stetig auf einen Punkt
zusammenziehen l3sst, ohne die Menge zu verlassen.
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Kurven- und Flachenintegrale Potentialberechnung

Fiir spezielle Gebiete M I3sst sich das Potential explizit berechnen:

Satz 20.11 (Potentialberechnung)

Im Gebiet M < R? gebe es einen Punkt Py = (z0,y0) so, dass fiir jeden Punkt
Q = (z,y) € M die beiden Verbindungsstrecken von Py nach Py = (z,yo) und
weiter von Py nach Q in M liegen.

Wenn § = (g1, 92) : M — R? stetig differenzierbar ist und die

Integrabilitdtsbedingung % = %2 erfiillt, so ist durch

X

F(x,y)=f

Zo

Y
glos,yo)duf ol

Yo

ein Potential von g definiert.
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Kurven- und Flachenintegrale

Flachenintegrale

Definition 20.12 (orientiertes Flachenstiick)
Eine stetige Abbildung
$:G—>R3
eines Gebietes G < R? in den R3 heift PARAMETRISIERUNG von
F = ¢(G) c R

F' heiBt ORIENTIERTES FLACHENSTUCK, wenn es eine Parametrisierung ¢
besitzt, so dass:

-

1) ¢ ist injektiv und stetig differenzierbar und fiir alle (u,v) € G gilt
R ) _
Rang D¢(u,v) = Rang ((_}u(u, v) av(u,v)) =2

2) Die Umkehrabbildung ¢~ : F — G ist stetig.

orientiertes Flachenstiick
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Kurven- und Flachenintegrale orientiertes Flachenstiick

Bemerkung:

Halt man den Parameter v fest, dann definiert u — ¢(u,v) einen Weg &,, der
vollstandig in dem Flachenstiick F' verlauft. Man nennt diesen Weg die
Parameterlinie zum Parameter v. Zusammen mit den Parameterlinien ¢, zum
Parameter u ergibt sich ein “Vierecksmuster” auf dem Flachenstiick.

Beispiele:

Der Graph einer stetig differenzierbaren Funktion g :
G — R ist ein orientiertes Flichenstiick im R3: als Para-
meterdarstellung wahlen wir

é:G —>R3, qg(u7 v) = (u,v, g(u,v)).

Die partiellen Ableitungen F

(a) . 5 1

Fulw) = Loy = | o )

o | ===
G

. o8 0

duv(u,v) = %(u, v) = 1

g (u,v)

sind linear unabhangig.
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>

Kurven- und Flachenintegrale orientiertes Flachenstiick

(b) Die Oberflache der Kugel B vom Radius R mit Mittelpunkt 0 hat die Parameterdarstellung

R cosucosv
$:(0,2m) x (—m/2,7/2) — R3, H(u,v) = [ Rsinucoswv
Rsinv

(Genauer: die Parameterdarstellung liefert B ohne den Halbkreis vom Nord- zum Siidpol,
der die z-Achse schneidet.)

Die Parameterlinien sind die Langenkreise © = u; und die Breitenkreise v = v;, die aus der
Erd-Geographie bekannt sind. Die partiellen Ableitungen

—Rsinucosv —Rcosusinv
¢u(u,v) = | Rcosucosv |, ¢v(u,v) = [ —Rsinusinv
0 Rcoswv

sind fiir alle —w/2 < t < m/2 linear unabhingig.

Beachte: Die gesamte Kugel B kann durch 2 orientierte Flichenstiicke iiberdeckt werden.)

(c) Der Zylinder-Mantel (mit Deckel und Boden) l3sst sich durch 4 orientierte Flichenstiicke
liberdecken.

Bemerkung: In der Praxis wahlt man die Koordinaten oft so, dass F' bis auf Nullmengen im
Parameterbereich parametrisiert wird (fiir die Kugel B wiirde ® aus a) demnach ausreichen).
Diese Nullmengen dndern den Wert von Integralen nicht.
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Kurven- und Flachenintegrale zuldssige Parametertransformation

Definition 20.13 (zul3ssige Parametertransformation)

Gegeben sei ein orientiertes Flachenstiick F' mit der Parametrisierung 5 :G - R3
(G = R? ein Gebiet).

Eine bijektive und stetig differenzierbare Funktion 7 : G — H von G in ein Gebiet
H < R? heiBt ZULASSIGE PARAMETERTRANSFORMATION, wenn fiir die
Jacobi-Matrix Dt gilt

det D7 (u,v) >0 fiir alle (u,v) € G.

Beachte: Mit o = 771 = <§1> hat die neue Parametrisierung
2

gool&m),  (&m)eH,
des gleichen Flachenstiicks F' die partiellen Ableitungen

@(dgg ) (&) = dulo(&,n)) o1.(€,m) + Gul0(€,0)) 02,6(€,1),
a(q;; D (€,m) = Bulo(€,n)) 010(E ) + Bl0(€,1)) 2 (6.
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Kurven- und Flachenintegrale Tangentialebene, Einheits-Normalenfeld

Definition 20.14 (Tangentialebene, Einheits-Normalenfeld)

Durch die Parameterdarstellung gg G — R3 sei ein orientiertes Flichenstiick
F = ¢(G) gegeben. Im Punkt P = ¢(u,v) € F wird durch die beiden linear
unabhingigen Richtungsvektoren

qu (u, ’U), (51) (U7 U)

die TANGENTIALEBENE
Tp(M) = {ZeR® | = ¢(u,v) + 5¢u(u,v) + tdy(u,v) mit s,t R}

definiert.

Ein Normalenvektor dieser Tangentialebene Tp (M) ist ¢y, (u,v) X ¢y (u,v) € R3.
Durch Normierung erhalten wir den EINHEITS-NORMALENVEKTOR

Uy v) = (Fu(u,9) X Fult,2)).
Fut,0) X B, 0)

Das so definierte Vektorfeld i : G — R® heiBft das EINHEITS-NORMALENFELD
von M.
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Kurven- und Flachenintegrale Tangentialebene, Einheits-Normalenfeld

Bemerkung:

@ Zur Darstellung des Vektorfeldes 7 zeichnet man jeweils den Vektor vom
Anfangspunkt P = (z,, 2) = ¢(u,v) € F zur Spitze P + i(u, v). Dieser
steht im Punkt P senkrecht auf dem Flachenstiick F'. In der
Computergraphik bendtigt man das Einheits-Normalenfeld zur Darstellung

beleuchteter Objekte (Reflexion).

o Die drei Vektorfelder ¢, ¢, 7 bilden auf ganz G ein RECHTSSYSTEM (siehe
Dreifingerregel)
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Kurven- und Flachenintegrale Beispiele

Beispiele:

(a) Ist F der Graph der Funktion g: G — R und ¢(u,v) = (u, v, g(u,v)) die
Parameterdarstellung wie in den Beispielen nach 20.12, so ist

. . 1 0 —gu(u,v)
Du(u,v) X Pp(u,v) = 0 X 1 —gv(u,v)
Gu(u,v) go(u,v) 1

Der Einheits-Normalenvektor im Punkt P = (u,v, g(u,v)) des Graphen lautet also

. 1 _gu(uv U)
A(u,v) = NiES TR ORD RS FROR) 2 fgu(lu, v)

(b) Fiir die Oberfliche der Kugel vom Radius R mit der Parameterdarstellung
Rcosucosv

(z,y,2) = ¢(s,t) = | Rsinucosv | erhalten wir
Rsinv
= . cosucos? v z/R
Huu,v) X ¢y (u,v) = R? | sinucos?v | = R?cosv [ y/R
sinu cosv z/R

Der Einheits-Normalenvektor im Punkt (z,y,z) = ¢(u,v) ist also

. 1
n(u,v) = E(mv Y, Z)T'
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Kurven- und Flachenintegrale Beispiele

(c) Ein IMPLIZIT DEFINIERTES FLACHENSTUCK ist eine Teilmenge
F ¢ {(z,y,2) e R® | H(z,y,2) = 0}

der Niveaufliche H(x,vy,2) = 0, wobei H : R? — R stetig differenzierbar ist. Fiir ein @€ F
mit H. (@) > 0 ist das Flachenstiick F' (lokal) der Graph der implizit definierten Funktion

s:G—-R,

wobei G < R? ein Gebiet ist, das eine Umgebung von (a1, a2) enthilt (siehe Satz iiber
implizite Funktionen 18.11). Die Normalenrichtung berechnet man mit Satz 18.11 als

H, H, 1
—sz,—sy,1) = [ =2, =%,1) = —VH.
( Sz, —Sy, ) (szHz > Hz

Dieses Ergebnis deckt sich mit der Anschauung, dass der Gradient VH senkrecht auf der
Niveaufliche H(z,y, z) = O steht.

A. Lamacz-Keymling Héhere Mathematik Il SS 24 493



Kurven- und Flachenintegrale Bemerkungen

Bemerkung 20.15

(i) Fiir festes v ist ¢, (u,v) das Tangentenfeld der Parameterlinie zum Parameter
v. Analog ist fiir festes u das Vektorfeld ¢, (u,v) das Tangentenfeld der
Parameterlinie zum Parameter u = ;.

(i) Bei zulissiger Parametertransformation o = 7—1 : H — G &dndert

sich der Einheits-Normalenvektor im Punkt P = ¢(u,v) = (f o 0)(&,7)
nicht.

(iii) Die Berechnung der Lange |¢, x &| kann mit Hilfe der Formel
2 NG
- ( (A ¢v)

2, F = <$y . ({)1,) und G :=

2

2

—

bu

— —

Pu X Py

—

Pu

erfolgen.
2

—

bv

Su

Klassische Bezeichnung: E :=
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Kurven- und Flachenintegrale skalares Oberflachenintegral

Die 2 Typen von Oberflachenintegralen

Definition 20.16 (skalares Oberflachenintegral)

Es sei M = R3 offen, h : M — R stetig und F = ¢(G) = M ein orientiertes
Flachenstiick mit der Parameterdarstellung ¢ : G — R3.
Dann ist das (SKALARE) OBERFLACHENINTEGRAL VON h UBER F definiert als

—

gu(u7v) X &y (u,v)| d(u,v).

L hds — L h(F) dS(F) = L h(@(u, v))

Der FLACHENINHALT von F' ist der Wert des skalaren Oberflachenintegrals

Jots=1,

Gulu,v) x ¢_>’,U(u,v)‘ d(u,v) wird das sog. “Oberflaichenelement”

ggu(u,v) X ggv(u,v)‘ d(u,v).

Mit dS(Z) =
bezeichnet (engl. “surface element”).

Interpretation: Der Flicheninhalt eines kleinen Rechtecks um (u,v) € G wird um

Guu,v) x By (u,v)
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Kurven- und Flachenintegrale Vektorielles Oberflichenintegral, Fluss

Definition 20.17 (Vektorielles Oberflichenintegral, Fluss)

Es sei M < R® offen, @ : M — R3 stetig und F = ¢(G) = M ein orientiertes
Flachenstiick mit der Parameterdarstellung (5 : G — R3.

Dann ist das (VEKTORIELLE) OBERFLACHENINTEGRAL VON @ UBER F' (auch
der FLUSS VON W DURCH F') definiert als

L W do = L W(F) - do(F) = JF (@ - 77) dS.

o Auf der rechten Seite steht das skalare Oberflachenintegral des
Skalarprodukts von 1 mit dem Einheits-Normalenfeld der Fliche F'.

Bedeutung: nur die Normal-Komponente & - 77 des Vektorfelds w bestimmt
den Fluss durch die Flache F.

Konsequenz: Ist i in jedem Punkt von F' parallel zur Tangentialebene, so ist

f@’-d6’=0.
F

o Das vektorielle Oberflachenintegral (“Fluss durch F'") besitzt die Darstellung

j 5 d5= j B 0)) - (ulas0) X B, 0)) du,v).
F G
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Kurven- und Flachenintegrale Unabhingigkeit von der D llung

Satz 20.18

Beide Oberflachenintegrale sind unabhingig von der Parameterdarstellung. Eine
zuldssige Parametertransformation dndert den Wert der Oberflachenintegrale
nicht.
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Kurven- und Flachenintegrale Bemerkung zur Orientierung

Bemerkung zur Orientierung:

Wird zu F' mit der Parameterdarstellung (5: G — R3 eine
Parametertransformation 7 : G — H mit det D1 < 0 verwendet, so passiert
Folgendes:

@ Der Einheitsnormalenvektor wird in jedem Punkt P € F' umgedreht.

@ Hierdurch wird eine Parameterdarstellung der gleichen Oberflache mit
entgegengesetzter Orientierung erzeugt. Wir bezeichnen dann das zugehdrige
Flachenstiick mit —F'.

o Fiir das skalare Oberflachenintegral gilt

f hdS =J hdS,
—F F

und fiir das vektorielle Oberflachenintegral gilt

f u7~d5:—f W - do.
-F F
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Kurven- und Flachenintegrale Rotationsflachen

Anwendung: Berechnung der Oberfliche von Rotationsflachen

Satz 20.19 (Rotationsflachen)

Sei g : [a,b] — R stetig differenzierbar mit g > 0. Ldsst man den Graphen von g
um die x-Achse rotieren, so entsteht die Rotationsflache

F={(z,y,2)eR®|la<z<b, y*+ 22 = (g9(x))?}.

Ihr Flacheninhalt ist

b
QWJ g(2)\/1+ (¢'(x))? de.
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Gewshnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung

Kapitel 21 — Gewohnliche Differentialgleichungen
1. Ordnung
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Gewshnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung Motivation

Gewdhnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung

Viele Prozesse der Natur werden durch Differentialgleichungen oder Systeme von
Differentialgleichungen beschrieben. Hierbei werden Beziehungen zwischen der
Funktion y : [a,b] — R (z.B. zeitabhidngige GroBe y(t) mit ¢ € [a,b]) und ihren
Ableitungen y'(t), y”(t),... dargestellt, die man nach y auflésen muss.
°
y = ay mit a € R,

exponentieller Wachstums- bzw. Zerfallprozess, allgemeine Losung ist
y: R — R mit y(t) = Ce® mit beliebiger Konstante C' € R. Meist wird die
Konstante durch die Angabe eines ANFANGSWERTS y(tog) = yo bestimmt.

Y = ay(R —y) mita >0,
logistischer Wachstumsprozess, Losungen sind y : R — R mit
y(t) = 15 Ce okt mit beliebiger Konstante C' > 0. Zu dem Anfangswert
0 < y(0) = yo < R ermittelt man C = y% —1>0.
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Gewshnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung Motivation

@ Ein System von Differentialgleichungen kann die Dynamik und die
Wechselwirkung mehrerer Prozesse modellieren, wie z.B. das
Rauber-Beute-Modell von Lotka und Volterra: die Population der Beutetiere
y1 hat die exponentielle Wachstumsrate a, die jedoch durch die Anwesenheit
der Raubtierpopulation y2 (gewichtet mit der Beuterate b) vermindert wird.
Die Differenz aus Reproduktions- und Sterberate der Raubtierpopulation ys
schwankt in Abhangigkeit der GroBe der Population der Beutetiere:

vi = wyila—bya)
vy = y2(cyr —d)

Die interessante Feststellung, dass die Lésungen y; und yo periodisch sind,
bezeichnet man als 1. Volterra-Regel. Man beachte noch, dass die konstanten
Losungen yi1(t) = d/c und ya2(t) = a/b fiir alle t € R einen
Gleichgewichtszustand (sog. Fixpunkt, stationire Losung) beschreiben.
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Gewshnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung Richtungsfeld

Richtungsfeld

Die DIFFERENTIALGLEICHUNG

y' = f(zy) (%)

|asst sich veranschaulichen im RICH-
TUNGSFELD:

Gehort der Punkt (z,y) € R? zum Gra-
phen einer Lésung y = y(z), so wird
durch (*) die Steigung v'(z) = f(z,y) in
diesem Punkt angegeben. Zeichnet man
ein kurzes Geradenstiick mit dieser Stei-
gung, so bekommt man einen Eindruck
tiber den weiteren Verlauf des Graphen
der Losung:

f/ /s =~ =

TN W

@ Zur Differentialgleichung ¢ = —y
erhalten wir z.B. die folgenden
Losungen: y(z) = y(0)e*.

VY R T VA
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Richtungsfeld

Gewshnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung

4/|y| erhalten wir Lésungen, die sich

o Zur Differentialgleichung 3/

verzweigen kdnnen:

Losungen sind z.B.

NANNNNANN NSNS
AANNNSANNN NN AN
AANNNANNANN NN NN
AANNNANNNNN RN QN
AANNNANNNN N RN R

L
3 <
— %
am%
V s —
8 o5
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Gewshnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung Lésung einer Differentialgleichung

Definition 21.1 (L3sung einer Differentialgleichung)
Gleichungen der Gestalt

y' = flz,y)  oder  F(z,y,y') =0 (%)
heiBen (EXPLIZITE bzw. IMPLIZITE) Differentialgleichungen 1. Ordnung.

Eine LOSUNG der Differentialgleichung ist eine auf einem Intervall I < R definierte
differenzierbare Funktion y : I — R, die die Gleichung (*) fiir jedes x € I erfiillt.

Beispiele:

@ 3y = 2xy — 2y ist eine explizite Dgl. 1. Ordnung.

2
@ y(y +1)% - 1;—2 = 0 ist eine implizite Dgl. 1. Ordnung.
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Gewshnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung Anfangswertproblem (AWP)
Eine Dgl. hat im allgemeinen unendlich viele Lésungen (vgl. Integration).

Definition 21.2 (Anfangswertproblem (AWP))

Ein ANFANGSWERTPROBLEM besteht aus einer Differentialgleichung 1. Ordnung
(explizit oder implizit) sowie einer Anfangsbedingung y(zo) = yo an einer festen
Stelle xg.

Eine Lésung y : I — R der Dgl. ist auch Lésung des AWP, wenn

zo € I und y(xo) = yo.

Ziel:
@ Berechnung der allgemeinen Form der Lésungen einer Dgl.

o Ergebnisse zu Existenz, maximalem Definitionsbereich und Eindeutigkeit der
Losungen eines AWP.
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Gewshnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung Lineare Dgl. 1. Ordnung
Der wichtigste Typ von Differentialgleichungen 1. Ordnung sind lineare Dgl.
Satz 21.3 (Lineare Dgl. 1. Ordnung)

Die explizite Dgl. 1. Ordnung

y' = p(x)y +q(x)
mit stetigen Funktionen p,q : I — R auf dem offenen Intervall I = (a,b) heiBt
LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNG 1. ORDNUNG.

(i) Die Abbildung y +— y' — p(x)y ist eine lineare Abbildung von C*(I) nach
C(I). Der Kern besteht aus den Lésungen der HOMOGENEN GLEICHUNG

(i) Der Raum der homogenen Lésungen hat die Dimension 1 und besteht aus

den Vielfachen von
yp(x) = ep(w),

wobei P eine Stammfunktion von p ist, d.h. P'(z) = p(z).
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Gewshnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung Lineare Dgl. 1. Ordnung

Fortsetzung von Satz 21.3

(iii) Eine partikuldre Losung y, der INHOMOGENEN GLEICHUNG
y' — p(x)y = q(z) erhdlt man durch VARIATION DER KONSTANTEN:

() = (o) [ L2 s

(iv) Die allgemeine Lésung der inhomogenen Gleichung ist
y(z) = Cyn(z) + yp(x), CeR

(v) Fiir zg € I ist die eindeutige Losung zum Anfangswert y(zo) = yo gegeben
durch

y: I >R, yx)= P @) (yo +J q(t)eip(t) dt) ,
zo

wobei P(z) = J p(t) dt die Stammfunktion von p mit P(zg) = 0 ist.

Zo
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Gewshnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung Bemerkungen

Bemerkungen:
o Natiirlich kann man das Anfangswertproblem statt wie in (v) auch so 13sen,
dass man in (iv) die passende Konstante C' bestimmt.

@ Bemerkenswert ist, dass die Losung der linearen Dgl. 1. Ordnung im
gesamten Intervall I, auf dem die Funktionen p, ¢ stetig sind, existiert. Dies
ist fiir nicht-lineare Dgl. nicht der Fall!

Zwei wichtige linearen Differentialgleichungen:
(a) ¥ = ay (mit @ € R) hat die allgemeine Ldsung y(z) = Ce** auf I = R.
Zum Anfangswert y(xg) = yo lautet die eindeutige Lésung

y(x) = yoe*®=20),

(b) ¥ = il (mit a € R\{0}) hat die allgemeine Lésung y(z) = Cz® auf
I= (Ox,oo) bzw. y(z) = C|z|* auf I = (—0,0).
Zum Anfangswert y(xo) = yo mit 2o # 0 lautet die eindeutige Losung
y(x) = yo (ﬁ)a auf demjenigen der beiden Intervalle (0, o0) oder (—0,0),

das x enthalt.
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Gewshnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung Bernoulli-Dgl.

Durch Substitution lassen sich manche Differentialgleichungen in bekannte Typen
uberfiihren.

Satz 21.4 (Bernoulli-Dgl.)
Die explizite Differentialgleichung 1. Ordnung
y' =pl@)y+a@)y”  mita+#0,1

heiBt BERNOULLI’SCHE-DIFFERENTIALGLEICHUNG. Durch Substitution
u =y~ (unter der Bedingung y # 0, u # 0) erhalt man die lineare Dgl.

v =(1-a)p(x)u+ (1—a)q(z).

Weiterhin ist fiir o > 0 immer y = 0 eine Lésung.
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Gewshnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung Existenzsatz von Peano

Allgemeine explizite Differentialgleichungen 1. Ordnung haben die Form

y/ = f(x’y)

Satz 21.5 (Existenzsatz von Peano)

Die Funktion f : M — R sei stetig im Gebiet M < R?.

Dann existiert zu jedem Punkt (zq,y0) € M ein Intervall I = (xg — 0,xo + )
sowie eine differenzierbare Funktion y : I — R, die das AWP

y/ = f(z,y), y(T’O) = Yo

auf I Iost.
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Gewshnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard und Lindeldf

Satz 21.6 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard und Lindel&f)

Die Funktion f : M — R sei stetig im Gebiet M < R? und ihre partielle Ableitung

% existiere und sei ebenfalls stetig.

Dann existiert zu jedem Punkt (zq,y0) € M ein Intervall I = (xg — 0,0 + )
sowie eine differenzierbare Funktion y : I — R, die das AWP

yl = f(x7y)7 y(xO) = Yo

auf T I6st. Weiterhin gilt: Jede weitere Lésung z = z(x) desselben AWP stimmt
auf I mit y (iberein.

Bemerkung: Die lokale Eindeutigkeit besagt, dass sich Losungen zu verschiedenen
Anfangswerten in M nicht schneiden oder verzweigen kdnnen!
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Gewshnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung Bemerkung

Die rechte Seite f : M — R mit M < R? sei stetig und stetig partiell nach y
differenzierbar. Aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz 21.6 ergibt sich eine
eindeutig bestimmte Losung des AWP

y/ = f(:my), y(xo) = Yo,

mit einem “maximalen Definitionsbereich” I = (a,b) um den Punkt z(: Das
Intervall I ist so gross, dass der Graph der Lésung 3 : I — R an den Rand des
Definitionsbereichs M stdBt. (Dies kann auch ein uneigentlicher Grenzwert +00
sein.) Man sagt daher:

Die Losungen des AWP gehen “von Rand zu Rand”.
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Gewshnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung Bemerkung

Diskussion weiterer “Typen” von gewohnlichen Differentialgleichungen:
@ Dgl. mit getrennten Variablen (oder separierte Dgl.)
o Dgl. vom homogenen Typ

@ exakte Dgl.
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Gewshnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung Dgl. mit getrennten Variablen

Definition 21.7 (Dgl. mit getrennten Variablen)

Seien f: I — R und g : J — R stetig. Die gewéhliche Dgl. 1. Ordnung

heift DGL. MIT GETRENNTEN VARIABLEN.

Sind f und g stetig differenzierbar und sind xo € I, yo € J gegeben, so erhalt man

die eindeutige Loésung des AWP
@ als konstante Funktion y(x) = yo fiir alle x € I, falls g(yo) = 0 ist;

@ durch Auflésen der Gleichung

Y dn Jr
— =1 [f(§)d¢
‘LO g(n) Zxo
nach y, falls g(yo) # 0 ist. Hierbei ist ein maximaler Definitionsbereich

I, = (2o — 61, + 02) von y zu bestimmen.

In der Praxis I6st man oft J gczz) = Jf(x) dx + C nach y auf.
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Gewshnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung Dgl. vom homogenen Typ

Definition 21.8 (Dgl. vom homogenen Typ)
Die gewéhnliche Dgl. 1. Ordnung
Y
/-1
x
mit stetigem f : J — R heift DGL. VOM HOMOGENEN TYP.

Die Substitution u = g fiihrt auf die Dgl. mit getrennten Variablen
a2

Beweis:
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Gewshnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung Dgl. vom Typ y’ = f(az 4+ by + ¢)

Dgl. vom Typ ¢’ = f(ax + by + ¢)

Zu stetigem f : J — R und Zahlen a,b,c € R, b # 0 betrachten wir die

gewohnliche Dgl.
"= f(az + by + ¢).

Substitution u = ax + by + ¢ ergibt
u =a+by =a+bf(u),

weiter mit getrennten Variablen.
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Gewshnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung Exakte Dgl.

Definition 21.9 (Exakte Dgl.)
Die gewéhnliche Dgl. 1. Ordnung

fi(z,y) + fo(z,y)y =0

h
f2
[ lokal ein Gradientenfeld ist (siehe Definition 20.8).

mit einem stetigen Vektorfeld f = < ) : M — R? heiBt EXAKTE DGL., wenn

Ist F ein Potential von f und ist (zo,yo) mit f2(xo,y0) # 0 gegeben, so ist in
einem Intervall (zg — 0, ¢ + 0) die Lésung des AWP

fil@,y) + fo(z,m)y" =0,  y(zo) = wo,

eindeutig durch Auflésen von F(z,y(z)) = F(xo,y0) bestimmt (siehe Satz 18.11).

Beweis: Satz iiber implizite Funktionen 18.11 anwenden und

2P (@y(@) = T (@) + o @) @) = il y(@) + (@) @)
T i Y
beachten.
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Gewshnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung Bemerkungen
Bemerkungen:
(a) In den meisten Féllen ist f = ( I ) stetig differenzierbar. f ist lokal ein

1
f2
a] a]
Gradientenfeld genau dann, wenn die Integrabilitdtsbedingung (/afl = (/&’fQ
Y x

gilt.

(b) Haufig wird ein Gradientenfeld f: (f1, f2) erst durch Multiplikation der
gegebenen Dgl. erzeugt: Wir nennen die Funktion m(z,y) einen
integrierenden Faktor oder Eulerschen Multiplikator der Dgl., wenn

m(m,y)fl(:v, y) + ’TTL(ZL',y)fQ((IJ,y)y/ =0
eine exakte Dgl. ist. Dann muss also
myfi +mfiy =mefo+mfo,

gelten.
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Systeme von Differentialgeichungen

Kapitel 22 — Systeme von Differentialgeichungen
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Systeme von Differentialgeichungen

Systeme von Differentialgleichungen

Im letzten Abschnitt wurde als Beispiel ein System von Differentialgleichungen
vorgestellt:

Y yi(a — bys)

ys = y2(eyr —d).
Es beschreibt das Lotka-Volterra-Modell der WECHSELWIRKUNG ZWEIER
WACHSTUMSPROZESSE von Populationen y; (Beutetiere) und yo (Raubtiere).
Dieses System ist NICHTLINEAR, weil Produkte der gesuchten Funktionen ;4o
auftreten.

Wir behandeln in diesem Kapitel:
o Allgemeine Aussagen zur Existenz und Eindeutigkeit der Losung

@ Losung von linearen Dgl.-Systemen

e Fundamentalsystem des homogenen Systems
e Variation der Konstanten zur Lésung des inhomogenen Systems
o Konstante Koeffizienten
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Systeme von Differentialgeichungen Differentialgleichungssystem

Definition 22.1 (Differentialgleichungssystem 1. Ordnung)

Ein SYSTEM GEWOHNLICHER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1. ORDNUNG /st
gegeben durch

yi = filzyye,-,90)
yé = f2($7y17y27"'5yn)
y;, = fn(xvylvy%"'ayn)

In Vektorschreibweise lautet dies
Y' = F(x,Y).

Hierbei ist F = (f1,..., fa)T : I x M — R" (mit [ € R und M < R") das
gegebene Vektorfeld der rechten Seite und Y = (y1,...,y,)" die gesuchte
differenzierbare vektorwertige Funktion.

Eine LOSUNG des Dgl.-Systems ist eine differenzierbare vektorwertige Funktion
Y = (y1,---,yn)T : J — R" auf einem Intervall J < I, die

Y'(x) = F(x,Y (z)) fiiralle x e J erfiillt.
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Systeme von Differentialgeichungen Differentialgleichungssystem

@ ANFANGSWERTPROBLEM (AWP): Zum Dgl.-System Y’ = F(z,Y) mit
F:Ix M — R™ wird als Anfangsbedingung

Y(xo) = YO
mit einem zo € I und einem Vektor Y € M vorgegeben.

@ Beachte: Wir haben nur eine “Variable” x € I; der Vektor
Y'(z) = (vi(2),y5(x),...,y.(x))T besteht aus den iiblichen Ableitungen der
Komponenten-Funktionen y1, ..., y, nach x.

Fiir Dgl.-Systeme 1. Ordnung bleiben die Sitze zur Existenz (Satz 21.5) und
Eindeutigkeit (Satz 21.6) erhalten:
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Systeme von Differentialgeichungen Existenzsatz von Peano

Satz 22.2 (Existenzsatz von Peano)

Die Funktion F : I x M — R™ sei stetig im Gebiet I x M < R"*1,

Dann existiert zu jedem Punkt (xg,Yy) € I x M ein Intervall J = (xg — §,20 + 9)
sowie ein differenzierbares Vektorfeld Y : J — R"™, das das AWP

Y/ = F({LY), Y(.’L‘o) = YO

auf J [ost.

Satz 22.3 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard und Lindelof)

Zusdtzlich seien die partiellen Ableitungen 3 aF ,1<k<mn,inlx M definiert und
stetig.

Dann existiert zu jedem Punkt (z¢,Yp) € I x M ein Intervall J = (xg — d, z¢ + 0)
sowie ein differenzierbares Vektorfeld Y : J — R™, das das AWP

Y'=F(z,Y), Y(zo)=Y0

auf J lést. Weiterhin gilt: Jede weitere Lésung Z = Z(x) desselben AWP stimmt

auf J mitY iiberein.
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Systeme von Differentialgeichungen Lésungen gehen von Rand zu Rand
Wie im skalaren Fall gilt auch hier:
Satz 22.4
Die Lésungen des AWP
Y' = F(z,Y), Y (x) = Yo,

gehen von Rand zu Rand des Definitionsbereichs von F'.

Definition 22.5 (Autonome Systeme)
Ein Dgl-Systen heit AUTONOM, wenn es die Form
Y' = F(Y)

hat, d.h. wenn die rechte Seite nicht von x abhangt.

Fiir autonome Systeme gilt: Ist Y (z) eine Losung mit dem Definitionsbereich
(a,b), dann ist fiir ¢ € R die Funktion Y (2 — ¢) eine Lésung auf (a + ¢, b + ¢).
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Systeme von Differentialgeichungen Orbit

Definition 22.6 (Orbit)

Ist Y/ = F(Y) ein autonomes System und U eine Lésung mit Definitionsintervall
I, so heiBt die Menge {U(x) | x € I} ORBIT oder BAHNKURVE oder
TRAJEKTORIE der Lésung. Der Definitionsbereich von F heiit PHASENRAUM.

/
Beispiel: Das System < & ) = ( Y1 ) hat die allgemeine Losung
Y2 2yo

yi(x) = Cre”, ya(x) = Coe®”.
Die Orbits sind

@ der Ursprung

° {(y1,0) |y >0}

° {(y1,0) [ 51 <0}

° {(0,y2) | y2 >0}

° {(0,y2) | y2 <0}
e alle Parabeln y = Cy? mit C € R.
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Systeme von Differentialgeichungen Erstes Integral

Definition 22.7 (Erstes Integral)

SeiY' = F(Y) ein (autonomes) Dgl.-System mit Definitonsbereich R x M, wobei
M ein Gebiet in R™ ist. Eine Funktion G : M — R heift ERSTES INTEGRAL
des Systems, wenn gilt: Ist U(x) eine Lésung von Y’ = F(Y'), so ist G(U(x))
konstant.

Bedeutung: Die Orbits verlaufen innerhalb der Hohenlinien von G.

Satz 22.8 (Berechnung eines ersten Integrals eines zweidimensionalen Systems)

Ist durch G(y1,y2) = C eine Lésung der exakten Dgl.

dys

dy
fa (111,3/2)di — fi(y1,92) =0,

T
gegeben, so ist G ein erstes Integral des Systems ( ) ( Fi(ns2) )

f2(2/17y2)
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Systeme von Differentialgeichungen Erstes Integral

Beispiel: Das Dgl.-System von Lotka und Volterra lautet in Vektorschreibweise
Y' =F(Y)

mit Y = (y1,y2)T und der rechten Seite

yi(a — bys)
F(Y)= .
¥) (y2(0y1 - d))
Fistin R x R? definiert (also I = R und M = R? in 22.2 und 22.3) und stetig.
Die partiellen Ableitungen nach y;, yo existieren offensichtlich und sind stetig.
Also existiert die Losung Y = <zl> zu jedem Anfangswert (9, Yp) € R x R? und
2

ist eindeutig.

Bemerkung: Falls die Lésungs-Komponenten y1, 42 : J — R beide beschrankt
sind, so folgt sogar J = R.
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Systeme von Differentialgeichungen Erstes Integral

Die Orbits der Volterra-Lotka-Dgl. fira =b=c=d = 1.
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Systeme von Differentialgeichungen Lineares System 1. Ordnung

Der restliche Abschnitt behandelt LINEARE Systeme von Dgl'n.

Definition 22.9 (Lineares System 1. Ordnung)

Das Dgl.-System 1. Ordnung

yi = an(@)y +a(@)y2 + -+ an(@)yn + g1(2)
Yy a21(2)y1 + aza(x)ys + - - - + a2n(T)yn + g2(x)

/

Yo = an1(@)y1 + an2(2)y2 + - + Gnn(@)Yn + gn(@)
mit stetigen Funktionen ajj : I — R und g; : I — R heiBt LINEAR.
In Vektorschreibweise lautet dies
Y' =A(z) Y + G(z),
wobei A die n x n-Matrix der Funktionen a;, ist und G := (g1,...,gn)".

Im Fall G = 0 heiBit das System HOMOGEN, ansonsten INHOMOGEN.

A. Lamacz-Keymling Hdhere Mathematik Il SS 24 530



Systeme von Differentialgeichungen Lésungsstruktur

Die Lésungsmenge hat wieder eine LINEARE STRUKTUR.

Satz 22.10 (Lésungsstruktur)

Die Funktionen a; ) und die rechten Seiten g; seien auf I = (a,b) definiert und
stetig. Dann gilt:

(i) Die LésungenY = (y1,...,yn)’ des homogenen Dgl.-Systems Y' = A(x) Y
sind auf I definiert. Sie bilden einen n-dimensionalen Teilraum des
Vektorraums der differenzierbaren vektorwertigen Funktionen auf I.

Eine Basis (I’l = (¢1,1; coog (ﬁn,l)T, o 0 op q>n = (¢1,n7 000 ,¢n7n)T dieses
Teilraums heift FUNDAMENTALSYSTEM.

(ii) Ist W = (1,...,9,)T eine spezielle (=partikulire) Lésung des inhomogenen
Dgl.-Systems Y' = A(x) Y + G(x), so sind alle Lésungen dieses Systems
durch

Y(z)=9(x)+c1P1(z) + - + cn®@p(x)

mit beliebigen Koeffizienten c1, ..., c, € R gegeben.
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Systeme von Differentialgeichungen Lésungsstruktur

Satz 22.11 (Eindeutigkeit)

Die Situation sei wie in Satz 22.10 .
Zu xq € I seien die Anfangswerte Y (x¢) = Yy gegeben. Dann hat das AWP

Y' = A(z) Y + G(z), Y (z0) = Yo

eine eindeutig bestimmte Lésung Y : I — R".
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Systeme von Differentialgeichungen Fundamentalmatrix, Wronski-Determinante

Ein Fundamentalsystem dient
@ zur Lésung des AWP analog zu Satz 21.3
@ zur Losung des inhomogenen Dgl-Systems durch VARIATION DER
KONSTANTEN.

Definition 22.12 (Fundamentalmatrix, Wronski-Determinante)

Gegeben sei das homogene lineare Dgl-System Y' = A(x)Y mit stetigen
Funktionen a;, : I — R in der Koeffizientenmatrix A.

Zum Fundamentalsystem ®4,...,®, : I — R" bilden wir die
FUNDAMENTALMATRIX

(I)(x) = (@1(1),@2(:@, o0 7q)n(x))

Ihre Determinante W(x) = det ®(x) heift WRONSKI-DETERMINANTE.
o Y ist Losung von Y' = AY <= Y (x) = ®(x)C fiir einen Vektor C' € R™.
o O erfiillt die MATRIX-DGL. &' = A(z)9.

o Sei C eine invertierbare (konstante) n x n-Matrix. Dann ist mit ® auch ®C
eine Fundamentalmatrix.

o Auf diese Weise erhilt man alle Fundamentalsysteme.
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Systeme von Differentialgeichungen Satz von Liouville

Satz 22.13

Die Wronski-Determinante erfiillt die lineare homogene Dgl. 1. Ordnung
W (z) = trA(z)W(z),
wobei
trA(x) = Spur(A(z)) = a11(x) + age(x) + < - + apn ()
die SPUR (engl. “trace”) von A(x) bezeichnet.

Insbesondere gilt:
o Ist ®(x) Fundamentalmatrix des homogenen linearen Dgl.-systems auf
I = (a,b) (also @1, ...,P, linear unabhingige Lésungen), so gilt W(x) # 0
fiir alle x € I. Deshalb ist ®(z) fiir alle x € I invertierbar.

e Sind ®q,...,®, Lésungen, so dass ®(x) regulr ist, so ist ® regular fiir
jedes z e I.
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Systeme von Differentialgeichungen Variation der Konstanten

Ziel: Berechnen einer Losung des inhomogenen Dgl.-systems

Y' = A(z) Y + G(z).

Satz 22.14 (Variation der Konstanten)

Das Fundamentalsystem ®1,...,®, : [ — R" des zugehdrigen homogenen
linearen Dgl.-systems sei gegeben. Das Vektorfeld

Yi(z) = c1(2)P1(x) + - - + cp(2)Pp(z) = @(2)C(2)

mit differenzierbaren Funktionen cy,...,c, : I — R ist eine spezielle Lésung des
inhomogenen linearen Dgl.-systems, wenn die Ableitungen ¢, ..., ¢, fiir jedes
x € I das lineare Gleichungssystem

®(x)C'(z) = G(z) == C'(z) = 2 H(2)G ()

erfiillen.
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Systeme von Differentialgeichungen

Dgl.-Systeme mit konstanten Koeffizienten

Definition 22.15 (Matrixexponentialfunktion)

Sei A eine (konstante) n x n-Matrix. Mit A := E definieren wir

0 k

exp(zA) Z EAk

Dann gilt:
(i) Die Reihe konvergiert auf R gegen eine differenzierbare matrixwertige
Funktion (— HM 3).
d
(ii) Es ist T exp(zA) = Aexp(zA).
(iii) Fiir x = 0 ist exp(0A) = E, also invertierbar.
(iv) exp(xzA) ist Fundamentalmatrix zu Y' = AY.

Die Matrixexponentialfunktion
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Systeme von Differentialgeichungen Berechnung von exp(xz A), A diagonalisierbar

Erinnerung: Ist A diagonalisierbar, so ist A = SJS~!. Dabei ist .J eine
Diagonalmatrix, die die Eigenwerte von A enthilt, und in den Spalten von S
stehen die entsprechenden Eigenvektoren.

Satz 22.16 (Berechnung von exp(zA), A diagonalisierbar)
(i) A=FE=58J°S"1, A" = F = §JS~18JS~! = §J25~1, Ak = Sjks—1.

exp(zA) i % ( i % ) = Sexp(zJ)S™!

(ii) Ist J = diag (A1, ..., ), so ist J* = diag(\E, ... \F)
(i) Es ist exp(zJ) = diag(exp(A12),...,exp(A,z))
(iv) Mit Sexp(zJ)S~! ist auch Sexp(zJ) Fundamentalmatrix.

Dies bedeutet in der Praxis:
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Systeme von Differentialgeichungen Losungen homogener Systeme 1. Ordnung

Satz 22.17 (Lésungen homogener Systeme 1. Ordnung)

Gegeben sei das homogene Dgl.-System 1. Ordnung Y’ = AY .
Wir erhalten zunachst ein (komplexes) Fundamentalsystem von Vektorfeldern
Dq,...,9, : R — C™ wie folgt:

(i) Ist A€ R (oder C) ein einfacher Eigenwert von A und @ + 0 ein zugehériger
Eigenvektor (also Lésung von (A — AE,)7 = 0), so ist

®,(z) = 0

eine Lésung des homogenen Dgl.-systems.
(ii) Ist A e R (oder C) ein mehrfacher Eigenwert von A, so gibt es zwei Fille:

Fall 1: Die algebraische Vielfachheit m von X ist gleich der geometrischen
Vielfachheit m.

Dann bestimmen wir eine Basis v1, ..., Usn von Eigenvektoren zum Eigenwert
A und erhalten durch

(I)l(lli) = e)le—)»h ceey (I)m(fli) = €>\Z’L_fm

m linear unabhingige Lésungen des Dgl.-Systems.
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Systeme von Differentialgeichungen Losungen homogener Systeme 1. Ordnung

Fall 2: Die algebraische Vielfachheit m von X ist groBer als die geometrische

Vielfachheit m.

o Im ersten Schritt bestimmen wir eine Basis ¥4, ..., U3 von Eigenvektoren zum
Eigenwert A, also m linear unabhingige Lsungen von (A — AE,)U = 0.

o Im zweiten Schritt bestimmen wir weitere Vektoren U4 1, .. ., Uit Mit
(A—XoE,)?7 =0, so dass alle Vektoren @1, . . ., T4, linear unabhingig sind.

o Dann fahren wir mit (A — A\oE,,)>% = 0 etc. fort, bis wir insgesamt m linear
unabhiangige Vektoren v1, ..., Un gefunden haben.

e Die allgemeine Form

I’m'71

A— AE@”*@) (%)

mit 1 < £ < m ergibt m linear unabh. Lésungen des Dgl.-Systems.

Beachte: Wenn ¥, ein Eigenvektor von A zum Eigenwert X ist, so ist in der Summe nur der
erste Summand von Null verschieden. Wenn vy im 2. Schritt gefunden wurde, sind nur die
ersten beiden Summanden von Null verschieden, etc.
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Systeme von Differentialgeichungen Losungen homogener Systeme 1. Ordnung

Alternative in Fall 2:
o Bilde Potenzen von A — \E,,, bis der Rang von (A — \E,,)P gleich n — m ist;
d.h. der Kern von (A — AE,,)? ist m-dimensional.
o Wabhle eine Basis 41, .. ., ¥y, des Kerns von (A — AE,,)P.

o Wende die Formel () auf jeden dieser Vektoren an.

Bemerkung: Es gibt immer ein r € N mit
ker(A — AE},) < ker(A — \E,)? < ker(A — \E,)"
= ker(A — \E,)" !

Dabei ist stets r < m.
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Systeme von Differentialgeichungen Konstruktion reeller Lésungen bei komplexen Eigenwerten

Satz 22.18 (Konstruktion reeller Lésungen bei komplexen Eigenwerten)

Im Dgl.-System Y' = A'Y sei A eine konstante und reelle Matrix.

Dann ist das charakteristische Polynom reell, und die nichtreellen Nullstellen sind
paarweise komplex konjugiert.
Zu dem Paar X\ = a +ib, A = a — ib (mit b # 0) gehéren komplexe Eigenvektoren

° o=

U =7+15, wW=7r—i
(ebenfalls nicht reell, also 5 # 0).
Die beiden komplexen Lésungen des Dgl.-systems
®i(z) = €T = e (cosbr + isinbx)(F + i5),
Py(z) = e i = e (cosbx — isinba)(F — i3),
ersetzen wir durch die linear unabhingigen reellen Losungen

Ui(z) =Re®i(z)= 3Pi(z)+3P2(x) = e((cosbx)i— (sinbz)3),
Uy(z) =Im®Pi(z) = 5Pi(x)— £Pa(x) = €*((cosbx)s + (sinbx)F).
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Systeme von Differentialgeichungen Inhomogenititen mit Exponentialfunktion

Satz 22.19 (Inhomogenititen mit Exponentialfunktion)

Ist im inhomogenen System Y' = AY + e#*G, (A und G konstant) die Zahl
kein Eigenwert der Matrix A, so gibt es eine partikuldre Lésung der Form

Y,(x) =et*Z

mit einem konstanten Vektor Z.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung

Kapitel 23 — Gewohnliche Differentialgleichungen
hoherer Ordnung
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung Einleitung: elektrischer Schwingkreis

Gewdhnliche Differentialgleichungen hoherer Ordnung

Einleitung: elektrischer Schwingkreis

Im elektrischen Reihen-Schwingkreis mit Kondensator (Kapazitiat C'), Spule
(Induktivitat L) und ohmschem Widerstand (R) erfiillt die Ladungsmenge @ des
Kondensators die Differentialgleichung 2. Ordnung

1 ’ "o__ "
6Q+RQ + LQ" =0. (%)

Anfangswerte sind Q(0) = Qo und Q’'(0) = —%_

Herleitung: Ladung Q und Stromstirke I erfiillen I = Q’. Die Kirchhoff'sche Maschenregel
besagt, dass die Gesamt-Spannung in der Reihenschaltung Null ist. Waren nur der Kondensator
und der ohmsche Widerstand vorhanden, so miisste gelten Uc + Ug = %Q + RQ' = 0. Zum

Anfangswert Q(0) = Qo lautet die Lésung Q(t) = Qoe_ﬁ.
Bei Hinzunahme der Spule in die Reihenschaltung erhalten wir die Spannungsbilanz

1
Uges:UC+UR+UL:EQ"FRQ/-FLQ”:Q

Hinweis: Bei zeitabhangigen Problemen nimmt man oft ¢ statt x als Variable.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung Lineare Dgl. n-ter Ordnung

Wir betrachten im ganzen Kapitel lineare Dgl'n n-ter Ordnung.

Definition 23.1 (Lineare Dgl. n-ter Ordnung)
Eine LINEARE INHOMOGENE DGL. n-TER ORDNUNG lautet

y™ + b1 (@)y " + -+ b (@)Y + bo(@)y = g(x), (+:)

mit stetigen Funktionen by, ...,b,_1,g: I — R. Die zugehérige homogene lineare
Dgl. ist

y™ 4 b, 1 (2)y™ Y 4 £ by ()Y + bo(2)y = 0. (#p)

Als Lésung bezeichnen wir alle Funktionen y = y(x), die n-mal stetig
differenzierbar sind und die entsprechende Gleichung erfiillen.

Sehr viele Eigenschaften der Lésungen lassen sich aus dem Abschnitt iiber
Systeme iibernehmen. Dazu wird die Dgl. n-ter Ordnung in ein System von n
Differentialgleichungen erster Ordnung umgeschrieben.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung Lineare Unabhingigkeit von Funktionen

Definition 23.2 (Lineare Unabhingigkeit von Funktionen)

Funktionen @1, ..., ¢, : I — R sind LINEAR UNABHANGIG, wenn aus der
Identitat
crp1(x) + -+ epon(xz) =0 firalle xzel

folgt, dass ¢y = --- = ¢, = 0 gilt; d.h. wenn nur die triviale Linearkombination die
konstante Nullfunktion liefert.

Anders ausgedriickt: Fiir jeden Vektor von Koeffizienten (c1,...,cp) # 0 folgt,
dass es mindestens ein x € I gibt, fiir das

cp1(@) + -+ + Capn(x) # 0

gilt.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung Umschreiben einer Dgl. in ein System

Satz 23.3 (Umschreiben einer Dgl. in ein System)
Gegeben sei die inhomogene lineare Dgl. n-ter Ordnung

y™ 4 b, 1 (2)y™ Y 4 £ b ()Y + bo(2)y = g(x). (%:)
Wir setzen

(n—2)

y1 =19, y2:y,7 iy Yn—1 =Y yn:y(n_l)

Dann ist die gegebene Dgl. n-ter Ordnung dquivalent zu dem System 1. Ordnung

o= v
Y = 3
(%)
Yn1 = YUn
yh = —bo(x)yr — bi(2)y2 — - — buo1 ()Y + g().

Beachte: Die Ldsungen von () sind stets die ersten Komponenten der
Lésungsvektoren von ().
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung Umschreiben einer Dgl. in ein System

Die Matrix-Form des Dgl.-Systems (s#:) lautet

0 1 0 0 0
Y = . Y +
0 0 . 0 0
0 0 1 0
—bo(z) —bi(z) -+ —bp_2(x) —bn_1(x) g(z)
Ist
1 ®2 Pn
# # "
®; = : ’ b = : s Tt &, = :
¢gn!1> énln 5:121)

ein Fundamentalsystem des Dgl.-Systems, so sind
¢17"'7¢7L3I—>R

linear unabhingige Lésungen der homogenen Dgl. n-ter Ordnung.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung Beispiel Fortsetzung

Elektrischer Schwingkreis (Fortsetzung)

R 1
no oy _
Q'+ 7Q+ Q=0
wird mit 1, := Q und yo := Q' zu

R 1

R 1
/o o n_ Tty _ -
yp =% und gy, =@ LQ LCQ TV Tavr

Die Matrixform ist mit Y = (y1,y2)"

0 1
Y = 1 R1|Y
LC L

R 1
Das charakteristische Polynom ist A% + Z)\ + Ic mit den Nullstellen

nem—ar e (2) - ()
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung Fundamentalsystem

23.4 (Fundamentalsystem)

(i) Die Lésungen der homogenen Dgl. (xp,) sind auf I definiert. Sie bilden einen
Vektorraum der Dimension n.
Linear unabhéangige Lésungen ¢1, ..., ¢, : I — R bilden eine Basis dieses
Vektorraums und heiBen FUNDAMENTALSYSTEM der Dgl. (xp,).

(ii) Die entsprechende FUNDAMENTALMATRIX der Lsungen von (xx)
O(z) = (P1(x),...,Pn(x)) heiBt WRONSKIMATRIX.

(iii) Die Determinate der Wronskimatrix heift WRONSKIDETERMINANTE W(z).

(iv) Es gilt das SUPERPOSITIONSPRINZIP:
Ist ys eine (spezielle) Lésung der inhomogenen Dgl. (x;), so erhdlt man alle
Lésungen der inhomogenen Dgl. als

y(,’E) = ys(x) + Cl(bl(x) +ooet cn(bn(‘r)

mit beliebigen reellen Konstanten ¢y, ..., c,, wobei die Funktionen
®1,...,0n ein Fundamentalsystem der homogenen Dgl. (x}) sind.

"Fundamentalmatrix”, "-system” und " Wronskimatrix" beziehen sich immer auf
die homogene Dgl!
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung Fundamentalsystem

Bemerkung: Die LINEARITAT der Differentialgleichung bedeutet Folgendes: Durch
L(y) = y"™ + by_1(2)y" Y + ..+ bi(2)y + bo(a)y

ist eine Abbildung auf dem Vektorraum der n-mal stetig differenzierbaren
Funktionen C™(I) gegeben. Diese Abbildung erfiillt die Linearitat

L(ays + By2) = aL(y1) + BL(y2)-
Man nennt L deshalb einen LINEAREN DIFFERENTIALOPERATOR.

Die Funktionen ¢1, ..., ¢, eines Fundamentalsystems bilden eine Basis des Kerns
von L, also des Vektorraums der Lésungen von L(y) = 0.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung Beispiel Fortsetzung

Elektrischer Schwingkreis (Fortsetzung)

(i) Fir 0 < R <24/L/Cist mit § = £ und w = %—%

$1(t) = e~ cos(wt), Bo(t) = e~ sin(wt)

ein Fundamentalsystem von Losungen. Speziell ergibt sich im Fall R = 0 mit

1
Wo =1/ Tc

¢1(t) = cos(wot),  P2(t) = sin(wot)
(i) Im Fall R = 24/L/C hat die Dgl. das Fundamentalsystem

pr(t) = e % po(t) = te O
(iii) Fir R > 24/L/C ist mit y10 = £+ + /4% — L

Pr(t) = e M, Ga(t) = e 72

ein Fundamentalsystem.

A. Lamacz-Keymling Héhere Mathematik Il SS 24 552



Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung Bemerkung

Bemerkung:

Wie man sieht, ist es sinnvoll, auch komplexwertige Lésungen y : I — C der Dgl.
zuzulassen.

Am Beispiel oben der Ladungsmenge Q(t) = C
Reelle mit Hilfe der Eulerschen Formeln

1 . .
5 (675t+zwt + 675t72wt) _ 67& COS((.Ut),

e~ 9+t erfolgt der Ubergang ins

l (675t+iwt _ ef5tfiwt)

—0t .2
= S t).
5 e %t sin(wt)

Die Rechnung wird durch die Verwendung komplexer Lésungen deutlich einfacher.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung Lésung inhomogener Dgl.

Inhomogene Dgl. kann man wie in 22.14 durch VARIATION DER KONSTANTEN
[Gsen.

Satz 23.5 (Lssung inhomogener Dgl.)
Sei ¢1,...,¢, ein Fundamentalsystem von
Y™ + by 1 (2)y Y+ 4 bi(@)y + bo(2)y = g(2).
Eine spezielle Lésung hiervon erhilt man durch
ys(x) = ®(2)C(x) = c1(z)p1(z) + - - - + cn(z)Pn (),
wobei der Vektor C'(x) = (¢} (z),...,c,(z))" Lésung des Gleichungssystems
®(z)C'(z) = & (2)®1(z) + -+ + &, (2)Pp(x) = (0,...,0,9(z))"

ist.

Spezialfall n = 2: Ist ¢1, ¢ Fundamentalsystem der Dgl. so ergibt
ys(x) = c1(x)p1(x) + ca(x)Pa(x) eine partikulare Losung.
Dabei ist ¢ (z) = _g(:;c/\)}q(bigx) und cy(z) = g(f/\)j(?;gx)
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung Anfangswertproblem (AWP)

Eindeutigkeit der Losung wird durch Vorgabe von Anfangswerten erzielt.

Satz 23.6 (Anfangswertproblem)

Die Funktionen by, ...,b,_1,9: I — R seien stetig.
Ist xg € I und sind ay, . ..,a,—1 € R gegeben, so hat das AWP
Y™ + b1 (@)y™ D + b)Y + bo(x)y = glx), (%)
y(zo) = ao
Y (20) = ;1

y "D (20) = an_1

eine eindeutige Losung y : I — R.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung Losung des Anfangswertproblems

Losung des Anfangswertproblems
Es sei ¢1,..., ¢, ein Fundamentalsystem der linearen Dgl.

Y+ b1 (2)y " 4 4 by (2)y + bo(2)y = g(2),

ys eine Losung der inhomogenen Dgl.
Die Koeffizienten ¢y, ..., c, der Losung

y(l.) = Cl¢1(x) +oeee Cn¢n(x) + ys(fﬂ)
zu den Anfangswerten
y(:l:o) = ao, y/(xo) =ar, ..., y(nil) ('TO) = an—1,

bestimmt man aus dem linearen Gleichungssystem

¢1($0) ¢2(9CO) e ¢n($0) Cc1 ag — ys(ifo)
¢’ (o) ¢o(wo) o (o) | a1 — ys(zo)
(D) 68 Do) o 680 \eo)  \ans — 8 (o)
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung Beispiel Fortsetzung

Elektrischer Schwingkreis (Fortsetzung)

o Die allgemeine Lésung ist Q(t) = e~ (C} coswt + Cy sinwt).
Q'(t) = e 0 (01(—5 coswt — wsinwt) + Ca(—d sinwt + w cos wt))

Dabei nennt man & Dampfungsfaktor und w = /w3 — 62 < wy
Resonanzfrequenz.

Q0) = C1 = Qo und Q'(0) = =001 + wCy = —% = —Qg;g gibt:
Die Ladungsmenge des Kondensators ist also

1 w?
_ —ot . - %o .
Qt)y=Qp e (coswt + » <(5 26) bmwt) .

@ Der ungedampfte Fall R = 0 fiihrt zur Resonanzfrequenz wy.

o Im Fall R = 24/L/C ist § = wy. Zur Lésung e~ der Dgl. tritt noch eine
weitere Losung te =% hinzu. Die Ladungsmenge des Kondensators (bei
Q(0) = Qo und Q'(0) = f% = 7%) ist dann

Q) = Qo <1 + gt> e ot
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung Beispiel Fortsetzung

e Fiir groBen Widerstand R > 24/L/C ist § > wg. Mit 712 = § £ 4/6% — wi ist
die Ladungsmenge (bei Q(0) = Qo und Q’(0) = —% — —Qonz)

Y1i+72

Qv . .
Qt) = R (yie 7 —qze™ ).
1 2

Ein groBer Widerstand unterdriickt also die Oszillation, es findet ein
einmaliges Entladen des Kondensators statt.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung Definition und Satz: Wronski-Determinante

Die Matrix des Gleichungssystems im AWP ist die WRONSKIMATRIX.

Satz 23.7 (Wronski-Determinante)

Es sei ¢1,. .., ¢, ein Fundamentalsystem der homogenen linearen Dgl. ().
Die Determinante der Fundamentalmatrix ®
¢1(x) p2(z) - Pn(2)
¢ (x) Polz) o du(a)
W(z) = det . : :

6" V@) ¢ V(@) - #r V)

heiBt die WRONSKI-DETERMINANTE des Fundamentalsystems ¢1, ..., ¢n,.

Aus dem Umschreiben auf ein System, vgl. Satz 23.3, folgt: Die
Wronski-Determinante ist auf I differenzierbar und erfiillt die homogene lineare
Dgl. 1. Ordnung

W' (z) = —bp_1(2)W(x), zel.

Daher ist W(z) = Ce Brn-1(*) mit einer Stammfunktion B,,_; von b,_1 und
einer Konstanten C' # 0.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung Folgerung

23.8 (Folgerung)

Die Funktionen ¢1,...,¢, : I — R seien Lésungen der homogenen linearen Dgl.
(#1). Dann sind dquivalent:

(i) &1,...,¢n ist ein Fundamentalsystem der Dgl., d.h. die Funktionen sind
linear unabhangig.

(ii) Die Wronski-Determinante W(x) ist ungleich Null fiir alle x € I.

(iii) Die Wronski-Determinante W(x) ist ungleich Null fiir mindestens ein x € I.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung Reduktion der Ordnung (d'Alembert)

Schon fiir lineare Dgl. 2. Ordnung gibt es kein allgemeines Lésungsverfahren. Hat
man aber eine Lésung, so kann man die Ordnung einer linearen Dgl. n- ter
Ordnung um eins reduzieren:

Satz 23.9 (Reduktion der Ordnung (d'Alembert))

Ist yo eine nichttriviale Lésung der Dgl.
Y™ + b1 @)y + - 4 ba(2)y + bo(z)y = 0,

so erfiillt d(x) := ¢/ () im Ansatz y(z) = yo(z)c(z) eine lineare Dgl. (n — 1)ster
Ordnung.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung Lineare Dgl. mit konstanten Koeffizienten

Wichtige Spezialfall von linearen Dgl.sind:
Satz 23.10 (Lineare Dgl. mit konstanten Koeffizienten)
Zur homogenen linearen Dgl. n-ter Ordnung
Y™ 4 by 1y Y 4 by + oy =0

mit konstanten Koeffizienten by, . ..,b,_1 € R definieren wir das
CHARAKTERISTISCHE POLYNOM

P(A) = A" + by A"+ by + Do, AeC.

Die reellen und komplexen Nullstellen von p liefern dann das folgende
Fundamentalsystem von Lésungen der Dgl.:

r1) Ist Ao eine einfache reelle Nullstelle von p, so ist ¢(x) = e*°* Losung der Dgl.
Ist Ao eine einfach Ile Nullstell ist ¢ doz | der Dgl
(ri) Ist Ao eine k-fache reelle Nullstelle von p (mit k > 2), so sind

b1(x) = %, go(x) = 2%, ..., ¢p(z) = tFleto”

linear unabhéngige Losungen der Dgl.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung Lineare Dgl. mit konstanten Koeffizienten

(e1) Sind A = § + iw (mit w # 0) und die komplex konjugierte Zahl A\ = § — iw
einfache komplexe Nullstellen von p, so sind

$1(z) = € sin(wz), P2(z) = €% cos(wz)
linear unabhangige Losungen der Dgl.

(cx) Sind A =6 +iw und X\ = 6 — iw (mit w # 0) jeweils k-fache komplexe
Nullstellen von p, so sind

baes1(z) = e’ sin(wz), bavr2(x) = 2°e® cos(wz)

mit 0 < ¢ < k — 1 linear unabhangige Losungen der Dgl.

Die Gesamtheit der n hierdurch bestimmten Lésungen der Dgl. ist linear
unabhangig.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung Lineare Dgl. mit konstanten Koeffizienten

Bemerkung: Die Lésungen

y(@) = c1¢91(@) + - + cndn(x)
der homogenen linearen Dgl. n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten sind auf ganz R
definiert. Haufig interessiert man sich fiir das Langzeitverhalten lim, .o y(z) bei gegebenen
Anfangswerten y(zo) = ao, ...,y D (zg) = an_1.

@ |Ist der Realteil aller Nullstellen des charakteristischen Polynoms negativ, so gilt
limz—oo ¢ (x) = 0 fiir alle 1 < k < n, also auch limz .o y(z) = 0 fiir beliebige
Anfangswerte.

@ |[st der Realteil aller Nullstellen negativ oder Null, so kdnnen mehrere Fille auftreten, z.B.

e y(z) = c1 + c2cos 2z + c3sin 2z (zu einfachen Nullstellen 0, 2¢, —2¢) hat einen
Grenzwert c¢; nur dann, wenn c2 = c3 = 0 gilt. Ansonsten oszilliert die Lésung

zwischen c1 =+ 4 /c% + c%.

e y(z) =cicosz + caxcosx + c3sinz + caxsinx (zu doppelten Nullstellen ¢, —3) ist
nur dann beschrankt, wenn ca = ¢4 = 0 gilt, ansonsten tritt eine Oszillation mit
linear wachsender Amplitude ein.

@ Fiir reelles A\ > 0 treten Losungen mit exponentiell wachsendem Betrag auf und fiir
komplexes A = § + iw mit Realteil § > 0 treten oszillierende Losungen mit exponentiell
wachsender Amplitude auf.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung Spezielle Lésungen fiir inhomogene Dgl.

Spezielle Losungen fiir inhomogene Dgl.
Wir betrachten einige Beispiele von rechten Seiten g(z) in

Y™ 4 by by + boy = g(a).
Das charakteristische Polynom der homogenen linearen Dgl. ist
PA) = A"+ by g AT by A+ Do

Die spezielle Losung y, : R — R wird durch das Einsetzen des “Ansatzes” in die
Dgl. und Koeffizienten-Vergleich berechnet.

(a) g ist ein Polynom vom Grad M > 0.

— Ansatz ys(x) = Ao + Az + - + Apze™, falls p(0) # 0,

— Ansatz ys(z) = :vk(Ao + Az + -+ AMxM) mit £ > 1,
wenn p(0) = 0 und k die exakte Ordnung der Nullstelle Ag = 0 ist.

(b) g(z) = Q(x)e*® mit einem Polynom @ vom Grad M > 0.

— Ansatz ys(z) = (Ao + A1z + -+ + AMJCM)e‘”, falls p(a) # 0,

— Ansatz ys(z) = mk(Ao + Az + -+ AMa:M)eo‘z mit k > 1,
wenn p(a) = 0 und k die exakte Ordnung dieser Nullstelle ist.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung Spezielle Lésungen fiir inhomogene Dgl.

(c) g(z) = Q(z)e*® sin(wzx) oder g(x) = Q(x)e** cos(wx) mit einem Polynom
Q@ vom Grad M = 0.
— Ansatz ys(z) = (Ao + A1z + - - - + Aprz™)e®® sin(wz) +
(Bo + Biz + - - + Baa™)e™® cos(wzx) (BEIDE!),
wenn p(a + iw) # 0 gilt,
— Ansatz ys(z) = 2" (Ao + A1z + - - - + Apaz™M)e™® sin(wz) +
z®(Bo + Biz + - - - + Buz™)e®® cos(wz)

mit k > 1, wenn p(a + iw) = 0 und k die exakte Ordnung dieser komplexen
Nullstelle ist.

(d) Linearkombinationen dieser speziellen rechten Seiten werden durch
Superposition behandelt (siehe 23.4(iv)).

(e) Die allgemeine Losung der Dgl. erhilt man wie in 23.4.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung Potenzreihenansatz

Wir behandeln im Folgenden lineare Dgl. 2. Ordnung, deren Losungen y; — R
eine Darstellung als Potenzreihe besitzen:

Satz 23.11 (Potenzreihenansatz)

In der homogenen linearen Dgl. 2. Ordnung

Y +p(x)y +q(x)y =0

sollen die Funktionen p,q im Intervall I = (xo — r,x0 + ) die Darstellung durch
Potenzreihen besitzen, also

o0 0
x) = Z pr(x — x0)*, Z (x — xo)*
k=0 k=0

Dann ist jede Lésung y : I — R unendlich oft differenzierbar und besitzt die in I
konvergente Potenzreihe

Z x—xo . (%)
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung Potenzreihenansatz

Bemerkung: Fundamentallosungen ¢1, @5 erhdlt man, indem man die
Koeffizienten (ag,a1) = (1,0) fiir ¢1 bzw. (ag,a1) = (0, 1) fiir ¢ in (*) vorgibt
und dann die Koeffizienten as, as, ... durch Einsetzen in die Dgl. und
Koeffizientenvergleich bestimmt.

Hilfreich: mit a_; = a_9 := 0 ist

0 0 0
y= Z anz" Yy = Z (n+ 1apyr12™  y'= Z (n+1)(n+ 2)antoz”
n=0

i
o
3
I
o

Q0
na, " zy’ = Z n(n+ 1ap412”

[
18

0
Ty = Z ap_12" zy’
n=0

i
o
3
I
=)

0
(n—1Da,_12" 2%y" = Z n(n — 1)a,z"

no
078

0
22y = Z n_ox™ x%y =
n=0

3
|
o
3
|
=)
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung Schwach singulire Dgl. 2. Ordnung

Definition 23.12 (Schwach singuldre Dgl. 2. Ordnung)
In der homogenen linearen Dgl. 2. Ordnung

a T
i p(x) J q(z)
T — To (z — xo

sollen die Funktionen p,q im Intervall I = (xo — r,xo + ) die Darstellung durch
Potenzreihen besitzen, also

I = Zpk(x—xo)k, Z x—xo
k=0 k=0

xo heiBt dann SCHWACH SINGULARE STELLE der Dgl.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung Schwach singulire Dgl. 2. Ordnung

Satz 23.13
Der Ansatz
©
y(.’E) x—ﬂﬁo Z x_xO a (ZC>{IJO, pvake(cv (107'50)

mit in (zo — 1,20 + 1) konvergenter Potenzreihe f(x) = >, ar(x — x0)¥ liefert
mindestens eine nicht-triviale Lésung der Dgl. Der Exponent p erfiillt dabei die
Indexgleichung

\ p(p —1) + p(zo)p + q(x0) = 0. \
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung Schwach singulire Dgl. 2. Ordnung

Bemerkung: Falls zwei Ldsungen p; # po der Indexgleichung existieren, so liefert
der Ansatz zwei Losungen ¢1, ¢a.

(a) Falls py — p2 ¢ Z gilt, so sind ¢1, @2 linear unabhingig, also ein
Fundamentalsystem der Dgl.

(b) Falls p; — p2 € Z gilt, muss die lineare Unabhingigkeit gepriift werden (es
kann sich bei den Darstellungen von ¢1, ¢ um reine Verschiebungen des
Summations-Index der Potenzreihe handeln!)

Falls die Indexgleichung eine doppelte Nullstelle hat, macht man den zusé&tzlichen
Ansatz

0
ya2(z) = (x — x0)? In(x — x9) Z (z — 20)F

Dies entspricht dem Auffinden einer zweiten Lésung durch das d'Alembertsche
Reduktionsverfahren.

Praktische Vorgehensweise: Man findet p1, p2 aus der Indexgleichung, macht den
obigen Ansatz und findet die Koeffizienten der Potenzreihe durch Einsetzen in die
Dgl.
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Gewdhnliche Differentialgleichungen hdherer Ordnung

Euler-Dgl.: Fiir die schwach singuldre Dgl. mit konstanten Koeffizienten
b
y" + y + ¥ = 0

seien p1, p2 die Losungen der Indexgleichung

‘p(p71)+ap+b=0.‘

Dann ist ein Fundamentalsystem gegeben durch

o ¢i(x) =afr, ¢Po(x) = xr2, falls p; # po, (diese sind auch im Fall
p2 — p1 € Z lin. unabh.)

@ ¢1(x) =P, ¢o(x) =xPlnx, falls p; = po.
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