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Organisatorisches

e Vorlesung Montags 8:15-10:00 Uhr und Dienstags 10:15-12:00
Uhr im Horsaalgebaude I, Horsaal 1.

° Qbungen in Kleingruppen Montags und Dienstag. Der
Ubungsbetrieb startet am 16. Oktober.

o Globaliibung Freitags 12:15-14:00 Uhr im Audimax.
o Ubungsgruppenauswahl via Moodle.

e Vorlesungsmaterialien werden nach und nach auf der
Moodle-Seite zur Verfligung gestellt.

o Ubungsabgaben online im pdf-Format bei Moodle.

o Gruppenabgaben sind héchstens zu zweit erlaubt. Beide
Studierende miissen dazu in einer Ubungsgruppe sein.

Viel Erfolg bei der Vorlesung!
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Grundlagen und Zahlenmengen

Kapitel 1 — Grundlagen und Zahlenmengen
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Grundlagen und Zahlenmengen Mengen

Mengenbegriff nach Cantor

Definition 1.1 (Menge)

Unter einer MEENGE verstehen wir eine Zusammenfassung von bestimmten
wohlunterscheidbaren Objekten zu einer Gesamtheit.
Diese Objekte heiBen dann ELEMENTE der Menge.

Beschreibung von Mengen durch...
o ...Aufzihlen aller Elemente mit Mengenklammern {...}.
@ ...Angabe einer Eigenschaft F, die die Elemente beschreibt:

{z |z hat die Eigenschaft F}

Beispiele:
e {1,2,3} die Menge, die aus den Zahlen 1,2, 3 als Elemente besteht.
e {r,m,d,t,0,u,n} = {x|x ist ein Kleinbuchstabe im Wort " Dortmund” }.
e {1,3,5,7,...} die Menge der ungeraden Zahlen.
o (¥ ist die leere Menge, die kein Element enthilt. Alternative Notation: {}.
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Grundlagen und Zahlenmengen Mengen

Schreibweise: Sei M eine Menge.
@ Ist = ein Element der Menge M, so schreiben wir kurz x € M.
o Ist x kein Element der Menge M, so schreiben wir kurz x ¢ M.

Definition 1.2 (Erste Mengenrelationen)
Es seien M und N Mengen.

@ M heift TEILMENGE von N, wenn alle Elemente von M auch in N
enthalten sind. Symbolisch:

McN oder NoM

@ M und N sind GLEICH, wenn M < N und N < M, wenn also M und N die
gleichen Elemente enthalten.

Beispiele:
o 1e{1,2,3}, aber 4 ¢ {1,2,3}.
o {1,2} c {1,2,3} und {1,2} = {2,1}.
o Fiir jede beliebige Menge M gilt & ¢ M < M. Die leere Menge ist in jeder
Menge enthalten. Jede Menge ist in sich selbst enthalten.
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Grundlagen und Zahlenmengen Zahlenmengen

Grundlegende Zahlenmengen

Definition 1.3

N die Menge der NATURLICHEN ZAHLEN: N := {1, 2, 3, 4, ...}
Ny die Menge der NATURLICHEN ZAHLEN MIT 0: Np := {0,1, 2, 3, ...}
Z die Menge der GANZEN ZAHLEN: Z :={..., =3, =2, —1, 0, 1, 2, 3, ...}
Q die Menge der RATIONALEN ZAHLEN: Q := {T |meZ, ne N}
n

R die Menge der REELLEN ZAHLEN
C die Menge der KOMPLEXEN ZAHLEN (spater)

Zur Veranschaulichung reeller Zahlen dient die Zahlengerade.

T 1 0iaivas O3
Jedem Punkt auf der Zahlengeraden entspricht genau eine reelle Zahl, und

umgekehrt.
NcNocZcQcRcC
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Grundlagen und Zahlenmengen Summen- und Produktzeichen

Definition 1.4 (Summen- und Produktzeichen)
Fiir ganze Zahlen m < n definiert man:

n

Z aj =am +amy1 + -+ ap

j=m

n
H Gj = Am * Am41 " Op.
Jj=m

Fiir jede reelle (oder komplexe) Zahl = definieren wir x° := 1.

Als Sonderfall fiir m > n wird vereinbart:

G,j:(), Haj:1.

j=m j=m
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Grundlagen und Zahlenmengen Fakultdt und Binomialkoeffizient

Definition 1.5 (Fakultdt und Binomialkoeffizient)

o FiirneN jst
n!=1~2~3--~-~n=1_[j
j=1

die FAKULTAT von n (kurz “n-Fakultdt”); wir setzen auBerdem 0! = 1.
o Fiir ganzzahligen > 0 und 0 < k < n ist

<n>=k n! nn—1)-(n—Fk+1)

k (n—k)! !

der BINOMIALKOEFFIZIENT n iiber k.
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Grundlagen und Zahlenmengen Fakultdt und Binomialkoeffizient

Die Binomialkoeffizienten erfiillen die Regeln:

0 (e () )

n n n+1
ii = flirn>1 <ksn-1
(i) (k) + <k+ 1> <k+ 1) iirn und 0 <k <n
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Grundlagen und Zahlenmengen Das Prinzip der vollstindigen Induktion
Eine wichtige Beweismethode ist das folgende Prinzip.

Satz 1.6 (Das Prinzip der vollstandigen Induktion)

Fiir jede natiirliche Zahl n sei eine Aussage A(n) formuliert. Wenn wir beweisen
kénnen, dass die folgenden beiden Aussagen gelten:

(i) A(1) ist wahr. (Induktionsanfang)

(i) Wenn fiir eine natiirliche Zahl n die Aussage A(n) wahr ist, dann ist auch
A(n + 1) wahr. (Induktionsschluss von n aufn +1)

Dann ist bewiesen, dass die Aussage A(n) fiir jede natiirliche Zahl n wahr ist.

A

1-2-3-54-5-56-7— 8—-9—...

Von Joachim Mohr - Eigenes Werk, CC BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=37681531
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Grundlagen und Zahlenmengen Das Prinzip der vollstindigen Induktion

Satz 1.7 (GauBsche Summenformel)

n(n—l—l).

n
Fiir jede natiirliche Zahl n gilt Z k= 2

k=1
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Grundlagen und Zahlenmengen Das Prinzip der vollstindigen Induktion

Satz 1.8 (Anzahl der Permutationen)

Fiir jede natiirliche Zahl n gibt es genau n! verschiedene Méglichkeiten, die
Zahlen 1, 2, 3,...,n anzuordnen.

Anders ausgedriickt: es gibt genau n! Permutationen von n verschiedenen
Objekten.)

Satz 1.9 (Anzahl der Kombinationen)

Fiir jede natiirliche Zahl n und jede ganze Zahl 0 < k < n gibt es genau (Z)

verschiedene Moglichkeiten, k verschiedene natiirliche Zahlen zwischen 1 und n
auszuwdhlen (ohne Zuriicklegen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge; siehe
Lotto 6 aus 49).

Anders ausgedriickt: Eine Menge mit n Elementen hat genau (Z) Teilmengen

mit k Elementen.
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Grundlagen und Zahlenmengen Binomischer Satz

Satz 1.10 (Binomischer Satz)
Fiir alle a,b € R und n € N gilt

(a+b)" = i (”) ipni,
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Grundlagen und Zahlenmengen Varianten des Induktionsbeweises

Satz 1.11 (Varianten des Induktionsbeweises)

o Als Induktionsanfang beweist man A(ng) fiir ein ng € Z. Gilt dann der

Induktionsschluss von n nach n + 1 fiir jedes n > ng, so ist die Aussage A(n)
fiir alle n = ngy bewiesen.

@ Als Voraussetzung fiir den Induktionsschluss von n nach n + 1 darf man
verwenden, dass A(k) wahr ist fiir alle ng < k < n.
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Grundlagen und Zahlenmengen Varianten des Induktionsbeweises

Satz 1.12 (Geometrische Summenformel)

Fiir beliebiges a € R, a # 1, und n € Ny gilt
an+1

n 1_
D

k=0
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Grundlagen und Zahlenmengen (R, +, -) ist ein Kdrper

Die Eigenschaften der reellen Zahlen

1.13 ((R, +, ) ist ein Koérper)

Fiir die Addition reeller Zahlen gilt:
(A1) Zu beliebigen a,b € R gibt es genau eine reelle Zahl a + b, die SUMME von a

und b.
(A2) a+b="b+ a fiir beliebige a,b e R (Kommutativitat)
(A3) (a+0b)+c=a+ (b+c) fiir beliebige a,b,c € R (Assoziativitat)

(A4) Es gibt genau eine reelle Zahl O mit der Eigenschaft a +0 =0+ a = a fiir
Jjede reelle Zahl a.

(AB) Fiir jede reelle Zahl a gibt es genau eine reelle Zahl —a mit der Eigenschaft
a+(—a)=(—a)+a=0.
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Grundlagen und Zahlenmengen (R, +, -) ist ein Kdrper

Fiir die Multiplikation reeller Zahlen gilt:

(M1) Zu beliebigen a,b € R gibt es genau eine reelle Zahl a - b (geschrieben ab),
das PRODUKT von a und b.

(M2)  ab = ba fiir beliebige a,b € R (Kommutativitat)
(M3)  (ab)c = a(bc) fiir beliebige a,b,c € R (Assoziativitat)

(D)  (a+b)c = ac+ be fiir beliebige a,b,c € R (Distributivitat)
(M4) Es gibt genau eine reelle Zahl 1 mit der Eigenschaft a -1 =1-a = a fiir jede

reelle Zahl a.
(M5) Fiir jede reelle Zahl a # 0 gibt es genau eine reelle Zahl ™! (geschrieben 1)

mit der Eigenschaft: a-a=! =a=!-a=1.
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Grundlagen und Zahlenmengen (R, +, -) ist ein Kdrper

Bemerkungen:
o Schreibweise der Subtraktion: a —b:=a + (—b)
@ Schreibweise der Division und Briiche: a/b := % :=ab™ 1, falls b # 0.
e Das 2. Distributivgesetz a(b + ¢) = ab + ac folgt aus (D) und (M2).
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Grundlagen und Zahlenmengen Die Axiome der Anordnung in R

1.14 (Die Axiome der Anordnung in R)

(O1) Es gibt eine Relation “ < "(kleiner) in R, so dass fiir je zwei reelle Zahlen a,b
genau eine der drei folgenden Aussagen gilt:

“

Die Relation “ < "hat die folgenden Eigenschaften:

(02) Aus a<b und b<c folgt a<c (Transitivitat)
(03) Aus a < b folgt fiir alle reellen c : a+c<b+c
(O4) Aus a < b folgt fiir alle reellen ¢ mit 0 < ¢ : ac < be

Schreibweisen:
@ b > a (b groBer a) bedeutet a < b.
@ a < b (a kleiner oder gleich b) bedeutet a < b oder a = b.
@ b= a (b groBer oder gleich a) bedeutet b > a oder b = a.
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Grundlagen und Zahlenmengen

Definition 1.15 (Intervalle)
Fiir a,b € R mit a < b definiert man
@ das ABGESCHLOSSENE INTERVALL [a,b] :={z € R |a < z < b}

@ das OFFENE INTERVALL (a,b) :={z e R |a <z < b}

@ die HALBOFFENEN INTERVALLE
(a,b] :={xeR|a<z<b}und|ab):={xeR|a<z<b}

Weiterhin definiert man

@ die UNBESCHRANKTEN ABGESCHLOSSENEN INTERVALLE
[a,0) :={zeR |z >a} und (—o0,b] := {x e R |z < b},

@ die UNBESCHRANKTEN OFFENEN INTERVALLE
(a,00):={xeR |z >a} und (—0,b) := {x e R | x < b}

Fiir a € R und € > 0 heiBt das offene Intervall

Uc(a) :=(a—€,a+¢)
e-UMGEBUNG VON a.

Intervalle
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Grundlagen und Zahlenmengen

Satz 1.16 (Rechenregeln fiir Ungleichungen)

Fiir a,b,c,d € R folgt aus den Axiomen (O1) bis (O4):

(a) a<b A c<d = a+c<b+d
(b) a<b A ¢<0O = ac > be
(¢) 1>0
(d) O<a<bd = 0<1<1
b a
() ab>0 — (a>0 A b>0) v (a<0 A b<0)
ab <0 — (a>0 A b<0) v (a<0 A b>0)

(f)  Fiir jede reelle Zahl a # 0 ist a* > 0.

Fiira > 0 und b > 0 gilt: a<b << a%<??
(g) g

Rechenregeln fiir Ungleichungen

Die Symbole A (“und”), v (“oder") sind Verkniipfungen aus der Aussagenlogik.
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Grundlagen und Zahlenmengen Archimedisches Axiom, Vollstindigkeitsaxiom

Die Charakterisierung der reellen Zahlen

1.17 (Archimedisches Axiom)

Zu jeder reellen Zahl a gibt es eine natiirliche Zahl n € N mit a < n.

Aquivalent: Zu jeder reellen Zahl € > 0 gibt es ein n e N mit 0 < % < €.
1.18 (Vollstandigkeitsaxiom, “Dedekindscher Schnitt”)

Die Mengen A und B seien nichtleere Mengen reeller Zahlen. Fiir jedes a € A und
Jedes b € B gelte a < b (anschaulich: A liegt links auf der Zahlengeraden von B.)
Dann gibt es (mindestens) eine reelle Zahl ¢, so dass fiir alle a € A und alle b € B
gilt

a<c<b

Die Korperaxiome 1.13, Anordnungsaxiome 1.14, sowie die beiden letzten Axiome
charakterisieren die Menge R; d.h. R ist der einzige vollstandige, archimedische
angeordnete Korper.

Frage: Q ist ein archimedischer angeordneter Kérper. Man finde ein Beispiel von
Mengen A, B < Q, die zeigen, dass das Vollstédndigkeitsaxiom fiir Q nicht gilt.
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Grundlagen und Zahlenmengen Obere Schranke, Supremum

Definition 1.19 (obere Schranke, Supremum)

M sei eine nichtleere Teilmenge von R.

o Existiert eine Zahl b € R, so dass x < b fiir alle x € M gilt, so heiBt b eine
OBERE SCHRANKE von M, und M heiBt NACH OBEN BESCHRANKT.

o Das Vollstandigkeitsaxiom 1.18 ist dquivalent zu der folgenden Aussage:
Falls die Menge M < R nach oben beschrinkt ist, so gibt es eine kleinste
obere Schranke s von M. Die Zahl s heiBt SUPREMUM von M, geschrieben
s =sup M. Es gilt

xr <supM fiir alle x € M,

Jedoch existiert fiir jedes € > 0 (mindestens) ein x € M mit x > sup M — e.
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Grundlagen und Zahlenmengen Untere Schranke, Infimum

Analog definiert man:

Definition 1.20 (Untere Schranken, Infimum)

M sei eine nichtleere Teilmenge von R.

o Existiert eine Zahl a € R so, dass x = a fiir alle x € M gilt, so heiBt a eine
UNTERE SCHRANKE von M, und M heiSt NACH UNTEN BESCHRANKT.

o Die gréBte untere Schranke von M heiBt das INFIMUM von M, geschrieben

inf M. Es gilt
x = inf M fiir alle x € M,

Jedoch existiert fiir jedes € > 0 (mindestens) ein x € M mit x < inf M + e.

Ist M nach oben und unten beschrdnkt, so heit M BESCHRANKT; dann gilt

inf M <x<supM fiir alle z € M.
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Grundlagen und Zahlenmengen Wichtige Ungleichungen der Analysis

Wichtige Ungleichungen der Analysis

Satz 1.21 (Ungleichung zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel)

Sind a und b positive reelle
Zahlen, so gilt s = 8= b
r h 2
Vab< & ;r b h = Vab
a b
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Grundlagen und Zahlenmengen Wichtige Ungleichungen der Analysis
Satz 1.22 (Bernoullische Ungleichung)
Fiir alle € R mit x > —1 und alle n € N gilt

1+2)">1+nz.

A. Lamacz-Keymling Héhere Mathematik | WS 23/24 26



Grundlagen und Zahlenmengen Wichtige Ungleichungen der Analysis

Satz 1.23 (Cauchy-Schwarz Ungleichung)

Fiir beliebige reelle Zahlen ay,as, . ..,a, und by, by, ... b, gilt

n

Zaibi<\/a§+-~~+a%\/b§+~--+bg

i=1
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Grundlagen und Zahlenmengen Absolutbetrag und Signumsfunktion

Definition 1.24 (Absolutbetrag und Signumsfunktion)

Fiir jede reelle Zahl a definieren wir

. a wenn a = 0,
(i) den ABSOLUTBETRAG oder BETRAG la] ;=< -
—a, wenna <0.
1, wenn a > 0,
(ii) das StaNuM (Vorzeichen) — sign(a) := < 0, wenn a = 0,

—1, wenna<O.

Bemerkungen:

@ Der Absolutbetrag |a| ist der Abstand auf der Zahlengeraden von a zum
Nullpunkt.

@ Der Abstand von zwei Zahlen a und b auf der Zahlengeraden ist |a — b|.
o Fiir alle a € R gilt |a| = Va?.
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Grundlagen und Zahlenmengen Rechnen mit Betragen

Satz 1.25 (Rechnen mit Betragen)

Fiir alle reellen Zahlen a, b gilt
(a) |a|=0, wund(Ja]=0 < a=0),
(b)  [ab] = |a] - [b];

a| _ |al
—| = fall ;
(c) ’b‘ K alls b # 0,

(d) Ja-+b| <lal+ |5 (DREIECKSUNGLEICHUNG)
(e) la+b|=|lal — [b]| (UMGEKEHRTE DREIECKSUNGLEICHUNG )

() (la] = 16| = a®? =b%) und (Ja] < |b] = a? < b?)

Fiir reelle Zahlen a;, 1 < j < n, folgt aus (d) per Induktion die verallgemeinerte
Dreiecksungleichung

A. Lamacz-Keymling Héhere Mathematik | WS 23/24 29




Mengen und Funktionen

Kapitel 2 — Mengen und Funktionen
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Mengen und Funktionen Grundbegriffe der Mengenlehre

Wiederholung

Beschreibung von Mengen durch...
o ...Aufzéhlen aller Elemente mit Mengenklammern {...}.

@ ...Angabe einer Eigenschaft F, die die Elemente beschreibt:

{z |z hat die Eigenschaft F'}

Schreibweisen: Es seien M und N Mengen.
@ Ist x ein Element der Menge M, so schreiben wir kurz x € M.
@ Ist x kein Element der Menge M, so schreiben wir kurz x ¢ M.

@ M heiBt TEILMENGE von N, wenn alle Elemente von M auch in N
enthalten sind. Symbolisch:

McN oder NoM

M und N sind GLEICH, wenn M < N und N < M, wenn also M und N die
gleichen Elemente enthalten.
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Mengen und Funktionen Grundbegriffe der Mengenlehre

Definition 2.1 (Mengentheoretische Begriffe)

Seien M und N Mengen.
@ Die Menge M heit ECHTE TEILMENGE von N, geschrieben M < N, falls

M < N und M # N
@ Die VEREINIGUNG der Mengen M und N st
MUN:={z|zeM oder ze N}
@ Der DURCHSCHNITT der Mengen M und N ist
MnN:={x|xzeM und ze N}
o Die MENGENDIFFERENZ M "ohne” N (auch KOMPLEMENT von N in M)

ist
M\N :={z|zeM und xz¢ N}
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Mengen und Funktionen Grundbegriffe der Mengenlehre

Satz 2.2 (Rechenregeln fiir Mengen)
Fiir Mengen A, B, C' gelten die DISTRIBUTIVGESETZE

(AuB)nC=(AnC)u (BnC), (AnB)uC=(AuC)n(BuC)
sowie die DE MORGANSCHEN REGELN

C\(Au B) = (C\A) n (C\B), C\(An B) = (C\A) U (C\B).
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Mengen und Funktionen Kartesisches Produkt

Definition 2.3 (Kartesisches Produkt)

Zu nichtleeren Mengen A und B definieren wir das KARTESISCHE PRODUKT
Ax B={(a,b)|ac A, be B} (sprich “A kreuz B")

als die Menge der geordneten Paare (a,b) mit a € A und b € B.

@ Es gilt (a,b) = (¢,d) genau dann, wenn a = ¢ und b = d gilt.

Beispiele:
@ Das Rechteck [0, 3] x [1,2] enth&lt geordnete Zahlenpaare. Es ist eine
Teilmenge von R? := R x R.

e Die Menge M := {Sonntag, Montag, ..., Samstag} x {Sonne, Regen, Nebel}
enthilt 21 geordnete Paare der Form (Wochentag, Wetter).

@ Positionen auf einem Schachbrett werden mit einem kartesischen Produkt
beschrieben:
{a7b7c7d7e’f7g7h} X {1727374’5767778}
Vorsicht: (a,b) # {a, b}
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Mengen und Funktionen Abbildung, Funktion

Definition 2.4 (Abbildung, Funktion)

Gegeben seien nichtleere Mengen D und W. Eine FUNKTION (oder ABBILDUNG)
f von D nach W st eine Vorschrift, die jedem x € D genau ein Element
y = f(x) € W zuordnet. Wir schreiben

f:D—>W, x— f(x).

D heiBt der DEFINITIONSBEREICH, W heiBt der WERTEBEREICH von f.
y = f(z) heiBt das BILD von f an der Stelle 2 (auch Bild von z unter f).
Fiir eine Teilmenge M < D heiBt

FOM) = {f(x) |z e M} < W

das BILD von M unter f. Die Menge f(D) ist die BILDMENGE von f.

o Fiir eine Teilmenge N < W heiBt
fHN)={zeD|f(x)e Ny D
das URBILD von N unter f.
@ Der GRAPH von f ist die Menge
Graph(f) :={(z, f(z)) |re D} € D x W.
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Mengen und Funktionen Einschrénkung, Verkettung

Definition 2.5 (Einschréankung, Verkettung)
Essei f: D —U.
o Fiir eine Teilmenge M < D definieren wir die EINSCHRANKUNG von f auf M

flar: M — U, x — f(x).

[ heiBt dann FORTSETZUNG von f|a.
Sei zusétzlich g : V- — W eine Funktion und es gelte U c V.
o Wir definieren die HINTEREINANDERAUSFUHRUNG (oder VERKETTUNG
oder KOMPOSITION )

gof:D—W, @ g(f(z)) (sprich"g nach f").

Achtung: Im Allgemeinen gilt fog# go f.
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Mengen und Funktionen Injektiv, surjektiv, bijektiv

Definition 2.6 (injektiv, surjektiv, bijektiv)
Eine Funktion f : D — W heiBt
@ INJEKTIV, wenn es zu jedem y € W héchstens ein x € D gibt mit f(x) =y,

@ SURJEKTIV, wenn es zu jedem y € W mindestens ein x € D gibt mit

flz) =y,

@ BLJEKTIV, wenn es zu jedem y € W genau ein x € D gibt mit f(z) = y.
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Mengen und Funktionen Umkehrfunktion

Definition 2.7 (Umkehrfunktion)

Wenn f : D — W bijektiv ist, so ist die UMKEHRFUNKTION f~': W — D
definiert durch
fly) ==z — flz)=y.

@ Der Graph der Umkehrfunktion ist

Graph(f~") = {(y, f~'(v)) | be B} = {(f(«),x) | z € D}.

e Fiir reelle Funktionen (also D, W < R) ist Graph(f~!) die Spiegelung von
Graph(f) an der 1. Winkelhalbierenden im (z,y)-Koordinatensystem.

Beispiel:
Fiir £ : [0,00) — [0,00) mit f(z) = 22 ist die Umkehrfunktion gegeben durch

f7H[0,00) = [0,0), ¥ =y
Fiir f: (—00,0] — [0,00) mit f(x) = 22 ist die Umkehrfunktion gegeben durch
fil :[ano)q(_oox)]v y|—>—\/§
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Monotonie

Mengen und Funktionen

Reelle Funktionen

Definition 2.8 (Monotonie)
D, W < R seien nichtleere Mengen. Eine Funktion f : D — W heiBt

@ STRENG MONOTON WACHSEND, wenn fiir alle x1, x5 € D gilt:
T1 < Ty = f(31) < f(22),

@ STRENG MONOTON FALLEND, wenn fiir alle z1,x5 € D gilt:
T <x2 = f(71) > f(22).

e Die Funktion heilt MONOTON WACHSEND (bzw. FALLEND), wenn aus
x1 < x9 die Beziehung f(x1) < f(xa) (bzw. f(x1) = f(x2)) folgt.
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Mengen und Funktionen Satz: Streng monotone Funktionen

Satz 2.9 (Streng monotone Funktionen)

Ist die reelle Funktion f : D — W streng monoton wachsend (oder streng
monoton fallend), so ist sie injektiv.
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Mengen und Funktionen Symmetrische und periodische Funktionen

Definition 2.10 (gerade, ungerde)
Es sei I = R ein um O symmetrisches Intervall. Eine Funktion f : I — R heiBt
@ GERADE oder ACHSENSYMMETRISCH, wenn f(—x) = f(x) fiir alle x € I.
© UNGERADE oder PUNKTSYMMETRISCH, wenn f(—x) = — f(z) fiir alle z € I.

Beispiel: Sei k € N. Die Funktion f : R — R mit f(x) = 2 ist
o fiir k gerade eine gerade Funktion.
o fiir k ungerade eine ungerade Funktion.

Definition 2.11 (Periodische Funktion)

Es sei T > 0. Eine Funktion f : R — R heiBft T-PERIODISCH, wenn
flx+T)= f(x) fir alle z € R.
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Mengen und Funktionen

Schenkel

Winkelbereich

Scheitel S

1 cot a

tan o

A. Lamacz-Keymling

Héhere Mathematik |

Winkelfunktionen

Winkel werden in GRAD
oder im BOGENMASS
(auch RAD) angegeben:
360°=27.

Durch diese Betrach-
tungen am Einheitskreis
werden vier Funktionen
definiert.
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Mengen und Funktionen Winkelfunktionen

2.12 (Winkelfunktionen)

Name D w
Sinus sin R [—1,1]
Cosinus cos R [—1,1]
Tangens | tan | R\{ZEtr |k e 7} R
Cotangens | cot R\{k7 |k € Z} R
Y
/><\ y =sinx
n = cosx
% Wﬂ \x Y

A. Lamacz-Keymling Hdhere Mathematik | WS 23/24 43



Mengen und Funktionen Winkelfunktionen

y
y = tanx
= s ™ s y = cotx
3 2

zin Grad || 0 | 30° | 45° | 60° | 90°
zinRad || 0 5 T 3 5
sinx 0 % %\/i %\/5 1
cosT 1 %\/g %\/5 % 0
tanx 0 %\/5 1 \/g —
cotx — \/§ 1 %\@ 0
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Mengen und Funktionen Eigenschaften

2.13 Eigenschaften

o

sin sowie cos sind 27- und tan sowie cot sind m-periodisch.
sin(z + 7) = —sinx und cos(xz + m) = —cos z.
. N N ¢
sin(z + §) = cos und cos(z + §) = —sinz.
1 cos T

und cotx = = — .
0S T tan x sin x

cos ist eine gerade Funktion und sin, tan und cot sind ungerade Funktionen.

tanx =

Fiir alle z € R gilt |sinz| < 1 und |cosz| < 1.

sin(z) = 0 genau dann, wenn = = k7 mit k € Z.
cos(z) = 0 genau dann, wenn z = 2t mit k e Z.

sin® z + cos2z = 1 der TRIGONOMETRISCHE PYTHAGORAS.
2

. 9 1
Cos“ T = ————5— und sin T=— .
1+ tan“x 1+ cot“x

sin(x £+ y) = sinxz cosy + sinycosz (ADDITIONSTHEOREM )
cos(z £ y) = coszcosy Fsinaxsiny (ADDITIONSTHEOREM)
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Mengen und Funktionen Arcusfunktionen

Um Umbkehrfunktionen bilden zu kénnen, wird der Sinus auf [—g g] und der

Cosinus auf [0, 7] eingeschrankt.

Definition 2.13 (Arcusfunktionen)

Die Umkehrfunktionen der Winkelfunktionen sind die Arcusfunktionen
e arcsin: [-1,1] —» [ - Z, Z]

7]

[

@ arccos: [—1,1] — [0

@ arctan: R —

o[

@x
29

|
e arccot : R — |0, 7[

Y
/2

/4 - y = arctanx

T

Zr /4

—m/2

A. Lamacz-Keymling Héhere Mathematik | WS 23/24 46



Mengen und Funktionen Exponentialfunktion und Logarithmus

2.15 Exponentialfunktion und Logarithmus

yi . . "
Diese Funktionen werden spater
noch exakt definiert. Hier ist nur
eine Zusammenstellung der Eigen-
y = In(z) schaften. Fiir In : (0,0) — R gilt:

1 T eln—=—Inx.
T

y = exp(x)

In(z-y)=Inz+1Iny.
In(z™) = nln(z) fir n € Z.
In ist streng monoton
steigend.

@ In ist unbeschrankt.
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Mengen und Funktionen Exponentialfunktion und Logarithmus

Fiir exp : R — (0, o0) gilt:
@ exp ist streng monoton wachsend.
exp(lnzx) = In(expz) = .
exp(0) = 1 und exp(z) > 0.
exp ist nach oben unbeschrinkt, bei —oo nahert sich exp z der Null an.
exp(x) - exp(y) = exp(x + )
@ exp(n-x) = (exp(m))n fiir n € Z.

Statt exp(z) schreibt man kiirzer e”.

Definition 2.14 (Eulersche Zahl)
e:=exp(l) ~ 2,718281828 ... heifit EULERSCHE ZAHL.
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Komplexe Zahlen

Kapitel 3 — Komplexe Zahlen
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Komplexe Zahlen Definition von C

3 Komplexe Zahlen

Die quadratische Gleichung 22 +1 =0 hat keine reelle Lésung, denn fiir jede
reelle Zahl z gilt % + 1 > 0 (nach Satz 1.16).

Definition 3.1 (Komplexe Zahlen)

Zu den reellen Zahlen fiigen wir die “Zahl” i (= “imaginire Einheit”) hinzu, fiir
die i? = —1 gilt. Dann ist

C:={a+1bi|abeR}

die Menge der KOMPLEXEN ZAHLEN. Fiir komplexe Zahlen z = a + bi und
w = ¢+ di definieren wie Addition und Multiplikation wie folgt:

z+w = (a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i,

zw = (a+bi)(c+di) = (ac—bd)+ (ad + be)i.
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Komplexe Zahlen Die GauBsche Zahlenebene

3.2 (Die GauBsche Zahlenebene)

Jede komplexe Zahl z = a + bi entspricht genau einem geordneten Paar (a,b)
reeller Zahlen, mit a =: Re(z) und b =: Im (2).

Dieses Paar (a,b) wird als Punkt in der Ebene dargestellt. Dabei sind (a,b) die
KARTESISCHEN KOORDINATEN von z = a + bi.

3.3 (Addition in C)
Die Addition z + w komplexer Zahlen entspricht der “Vektoraddition" :
(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+di ~ (ab)+(c,d)=(a+cb+d)

Im z
(a+cb+d)

Imz=1+4--------- . (a,b)

1 Rez=2 Re z
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Komplexe Zahlen Betrag, komplexe Konjugation

Es sei z = a + bi eine komplexe Zahl, a,b e R.

@ a = Re(z) heift REALTEIL von z,
b = Im (z) heiBt IMAGINARTEIL von z.

Zwei komplexe Zahlen sind gleich, wenn Realteil und Imaginarteil
tibereinstimmen.

@ Z = a — bi heiBt die KONJUGIERT KOMPLEXE Zahl (sprich “z-quer"). Es gilt:

Re(z) = %(erE), Im (2) = 2%(2 —Z)

o |z| = Va2 + b2 heiBt der ABSOLUTBETRAG von z. Es gilt  |2] = v/2Z.
e Esist Z =z und |z| = |z|.
@ Fiir z # 0 ist |z| > 0. Durch die Gleichung

z
2o =1 (=140
EE ( )
ist der Kehrwert von z # 0 definiert als 27! := 1 := |jz.

Bemerkung: R < C wird durch die ldentitdt a = a + 0i geklart. Also ist z € C
genau dann reell, wenn z = Z gilt.
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Komplexe Zahlen C ist ein Kérper

Satz 3.4 (C ist ein Kérper)

Die Menge C der komplexen Zahlen mit der Addition und Multiplikation aus
Definition 3.1 ist ein Kérper.

Das heiBt im Einzelnen:
@ es gelten die Kommutativ-, Assoziativ- und Distributivgesetze,
@ das neutrale Element der Addition ist 0 = 0 + 07, das der Multiplikation ist

1=1+0¢
@ zu z = a + bi definiert man —z := (—1)z = —a — bi. Damit gilt
z+ (—z)=0.
Falls z # 0, so gilt fiir
4 1 zZ a b

IR T @+ aib2”

die Relation
227t =1.
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Komplexe Zahlen Beispiele

Beispiele

(a) Berechnen von Real- und Imaginérteil:

3+1 3+1 3+
s = —

(1-3i)2 1-6i—9 —8—6i

(b) Esgilt[2]=1 « 1=x=
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Komplexe Zahlen Weitere Rechenregeln in C

Satz 3.5 (Rechenregeln in C)
Fiir alle z,w € C gilt

(a) 0-z2=2-0=0und(zw=0 < z=

&)

v w =0).

(b) zFw=z+w, zw=zw (&)=2Z, fallsw=+#0.

() |2|=0 <= =z=0.

(d)  Jaw| = |2] Jwl, |Z]= . falls w £ 0.

(e) |z+w|<|z|+ |w (DREIECKSUNGLEICHUNG )

) |zxw| =]z — |w|| (UMGEKEHRTE DREIECKSUNGLEICHUNG )
v
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Komplexe Zahlen Polarkoordinaten in C

Fiir die Multiplikation, Division, Potenzen und Wurzeln eignet sich eine andere
geometrische Beschreibung der komplexen Zahlen besser.

3.6 (Polarkoordinaten)
Die komplexe Zahl z = a + b hat die POLARKOORDINATEN

e 7 = |z| = v/a? + b> BETRAG 2 e @
Das ist der Abstand zu 0. |z] = Va? + b2

T b= |z|sinp

o ¢ = Arg(z) HAUPTWERT DES
ARGUMENTS
Das ist der Winkel zwischen der
positiven reellen Achse und der
Strecke von 0 zu z. Dabei ist
T < p<T.

P
a = |z|cosp

Die Darstellung von z in Polarkoordinaten lautet
z = |z|(cos ¢ + isin ).

Fiir z = 0 ist ¢ unbestimmt.
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Komplexe Zahlen Polarkoordinaten in C

o Alle Winkel werden im BOGENMASS gemessen, wobei m dem Winkel 180°

entspricht. Umrechnung:

G0 O

180

o Fiir jedes z € C und jedes k € Z gilt
|z|(cos(p) + isin(p)) = |z|(cos(p + 2km) + isin(p + 2kn)).

Der Winkel ist nur bis auf Vielfache von 27 eindeutig. Der Hauptwert des
Arguments, Arg(z) € (—m, ], ist eindeutig bestimmt.
@ Die Zuordnung
(a,b) «— (r,9)
ist fiir (a,b) # (0,0) und ¢ € (—m, 7| eineindeutig. Die Umrechnungen lauten

a = TCos @, b=rsing
sowie
ro= Va?+b?
arccos(a/r), falls b > 0,
p =
—arccos(a/r), falls b < 0.
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Komplexe Zahlen Rechenoperationen in C

Satz 3.7 (Rechenoperationen in C)
Fiir z,w € C mit z = |z|(cos(p) + isin(p)) und w = |w|(cos()) + isin(e))) gilt:
o Multiplikation:

z-w = |z| |lw| (cos(e + ) + isin(p + ¢)) .
(Multiplikation der Betrige und Addition der Winkel)

@ Division fiir w # 0:

2~ B s + st - 0.
(Division der Betrage und Subtraktion der Winkel)

@ Konjugation:

Z = |z| (cos p — isin @) = |z| (cos(—¢p) + isin(—y)) .
(Spiegelung an der reellen Achse)

Achtung: Im Allgemeinen gilt Arg(zw) # Arg(z) + Arg(w).
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Komplexe Zahlen

21

1+2¢

A. Lamacz-Keymling
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Rechenoperationen in C

Fir z=1+4+2iund w=1—1gilt
z-w=1+2)(1—-i)=3+1

Polarkoordinaten:
2| = /5, . ~ 63°
‘w| =2, P = —45°
lzw| = V10, @20 ~ 18°
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Komplexe Zahlen Eulersche Formel

3.8 (Eulersche Formel)
Wir setzen zunichst nur formal (als Kurzschreibweise)
€' := cos @ + isinp,

wobei e die Eulersche Zahl ist.

Dann ist durch
2=z, w=lwle” =z w=|z|wle!#T

bereits eine Eigenschaft der “Exponentialfunktion” ausgedriickt, die wir spater
noch allgemein herleiten werden. Die Exponential-Schreibweise erleichtert den
Umgang mit den Polarkoordinaten (es gelten die tiblichen Potenzgesetze).
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Komplexe Zahlen Moivresche Formel

Als direkte Folgerung der Multiplikationsregel ergibt sich:

Satz 3.9 (Moivresche Formel)
Fiir z = |z|(cos ¢ + isin ) = |z|e!? und n e N gilt

2" = |2|"(cos(ny) + isin(ng)) = |2|" e™?.
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Komplexe Zahlen Die n-ten Einheitswurzeln

Die komplexen Zahlen vom Betrag 1 haben die Form e = cos ¢ + i sin . Fiir
spezielle Winkel ergeben sich die sogenannten Einheitswurzeln.

Satz 3.10 (Die n-ten Einheitswurzeln)

Sei n eine natiirliche Zahl. Die komplexen Zahlen

; 2mk 2k
T]k126227rk/n=COSL+’I:SiHL, k=0,1,....,n—1,
n n

heiBen die n-TEN EINHEITSWURZELN; durch sie sind samtliche komplexe
Lésungen der Gleichung

gegeben.
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Komplexe Zahlen

20

z3

A. Lamacz-Keymling
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Die n-ten Einheitswurzeln

Die sechsten Ein-
heitswurzeln 79 bis
75 und die Losungen
von 28 = 8i.
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Komplexe Zahlen Die n-ten Wurzeln in C

Satz 3.11 (Die n-ten Wurzeln in C)

Seien w = |w|(cos ¢ + isin ) # 0 und n € N. Dann sind samtliche Lésungen der

Gleichung gegeben durch die n komplexen Zahlen

2k 2k
zp = |w|'™ <cos<¢+ﬂ>+isin<¢+ﬁ>> mit k=0,1,...,n— 1.
n n

n n

Ist z eine beliebige Zahl mit 2™ = w, so sind alle Lésungen durch zj, = z - ng
gegeben.

Schreibweise: Die komplexe Wurzel {/w oder w'/" bezeichnet die Gesamtheit aller
n verschiedenen n-ten Wurzeln von w. (Im Gegensatz zum Reellen: /9 = 3, und
nicht —3.)

Beispiel: Die 3-ten Wurzeln von w = i = ¢!™/? sind
— /6 — V3 | L,
Zo=¢€ =5 + 31,
_ i5m/6 _ /3 | 1.
zZ1=¢€ = 5 T 351,
29 = ei37r/2 _ e—i7r/2 = —
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Komplexe Zahlen Polynome

Polynome auf C

Definition 3.12 (Polynom)
Sein n € Ny. Eine Funktion P : C — C mit der Zuordnungsvorschrift

n
1+~-~+a1x+a022akxk, a, € C

k=0

x— P(z) := apz™ + ap_12™~

heift POLYNOM.
@ Die ap mit 0 < k < n nennt man die KOEFFIZIENTEN von P.
o Sind alle Koeffizienten reell, so nennt man P ein REELLES POLYNOM.

Als Definitions- und Wertebereich sind auch R sowie Teilmengen von C oder R
zugelassen.

@ a,, heit LEITKOEFFIZIENT oder HOCHSTKOEFFIZIENT von P.
e Falls a,, # 0, so hat P den (exakten) GRAD n.
@ Ist a,, = 1, so heiBt P NORMIERT.

Bemerkung: Fiir das Nullpolynom P(z) = 0 ist der Grad als —oo definiert.
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Komplexe Zahlen Fundamentalsatz der Algebra

Satz 3.13 (Fundamentalsatz der Algebra)

Jedes Polynom P vom Grad n > 1 hat mindestens eine NULLSTELLE in C, d.h. es
gibt ein z € C mit P(z) = 0.

Als Folgerung ergibt sich:

Satz 3.14 (Zerlegung in Linearfaktoren)

Jedes Polynom P vom Grad n = 1 14Bt sich schreiben als Produkt von n
LINEARFAKTOREN

P(z)=an(z—21)(z — 22) -+ (2 — 2zp)-

Dabei sind die z1, z2, . . ., zn € C die Nullstellen von P.

@ Fasst man gleiche Nullstellen zusammen, so ergibt sich die Produktform
Pz)=apn(z—21)™ (2 — 2)™"

mit den paarweise verschiedenen Nullstellen z1, ..., 2. von P. Die Zahl
my, € N heiBt ORDNUNG der Nullstelle zi, und es ist 22:1 mE = n.
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Komplexe Zahlen Horner-Schema

3.15 (Horner-Schema)
Die Auswertung des Polynoms

P(z) = apz" + an_12" 1

+ -4+ a1z +ag
an einer Stelle z erfolgt nach dem Horner-Schema:

P(z) = (- ((anz + an—1)z + an—2)z + -+ )z + ao.
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Komplexe Zahlen Horner-Schema

Das Horner-Schema liefert eine Kurzform zur Polynomdivision durch den
Linearfaktor (z — zp):

@ Zum gegebenen Polynom P(z) = ap2" + ap_12"" 1 + -+ 4+ a1z + ag und zur
Stelle zq ist die Division mit Rest, also die Darstellung

P(Z) = (Z — Z()) . (bnz"_l + bn,lzn_Q 4+ 4 boz + bl) + bg

gesucht. Die Koeffizienten by, ..., b, liest man aus der letzten Zeile des
Hornerschemas ab:

7% Ap—1 Ap—2 T aj ap
20 - 20 bp | 20 bp—1 |- | 20 b2 20 - b1
bp =an | b1 bp—o |- b1 | bo = P(20)

Hierbei ist by, = 20 - bi+1 + a.

o Falls zy eine Nullstelle von P ist, so gilt by = 0 und wir erhalten die
“Abspaltung” des Linearfaktors (z — z)

P(z) = (z—20) - (bn2" L 4 bp12" 2 4 - 4 byz + by)
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Vektoren

Kapitel 4 — Vektoren
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Vektoren Kartesische Koordinaten in Ebene und Raum

4 Vektoren

4.1 (Kartesische Koordinaten in Ebene und Raum)

In der Ebene (mathematisch ist dies die Menge R?) ist ein KARTESISCHES
KOORDINATENSYSTEM festgelegt durch den Nullpunkt O sowie zwei
Zahlengeraden (die z- und die y-Achse), die sich senkrecht im Nullpunkt
schneiden. Ein Punkt P im R? hat als x- und y-Koordinate jeweils den Wert, der
sich durch orthogonale Projektion auf die entsprechende Achse ergibt.

Im dreidimensionalen Raum (mathematisch ist dies die Menge R?) ist ein
KARTESISCHES KOORDINATENSYSTEM festgelegt durch den Nullpunkt O sowie
drei Zahlengeraden (die x-, y- und z-Achse), die sich im Nullpunkt schneiden,
paarweise senkrecht stehen und ein RECHTSSYSTEM bilden. Ein Punkt P im R3
hat als x-, y- und z-Koordinate jeweils den Wert, der sich durch orthogonale
Projektion auf die entsprechende Achse ergibt.
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Vektoren Vektor

Definition 4.2 (Vektor im R?)

Einem Punkt P im R? mit der x-Koordinate a; und y-Koordinate as entspricht

der VEKTOR
= ay T
a= < > =: (a1, a2) .
ag

Geometrische Interpretation: Der Vektor @ lasst sich (bis auf Parallelverschiebung)
als die gerichtete Verbindungsstrecke vom Nullpunkt O zum Punkt P
interpretieren. Der Vektor @ ist festgelegt durch

@ den BETRAG [d| = 0 (= Lange des Vektors)
@ die RICHTUNG und den RICHTUNGSSINN

Sonderfall: Der NULLVEKTOR 0 := (0,0) " hat den Betrag 0, seine Richtung ist
nicht definiert.

Analoges gilt fiir Vektoren im R? mit

a1 0
a=1 ay |=: (al,aQ,ag)—r und O0:=1| O
as 0
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Vektoren Addition, Multiplikation mit einem Skalar

4.3 (Addition, Multiplikation mit einem Skalar)

o Wird der Vektor a dargestellt durch die gerichtete Strecke von P nach @,
und der Vektor b durch die gerichtete Strecke von () nach R, so ist die
Summe @ + b der Vektor, der durch die gerichtete Strecke von P nach R
dargestellt wird. (DIAGONALREGEL )

o Sei d ein Vektor und o € R.
o Ist a > 0, so ist ad derjenige Vektor, der dieselbe Richtung und denselben
Richtungssinn wie @ hat und dessen Betrag a|d| ist.
o Ist a < 0, so ist ad derjenige Vektor, der dieselbe Richtung und den
entgegengesetzten Richtungssinn wie @ hat und dessen Betrag |c||d]| ist.
o Ist =0, so ist ad = 0 der Nullvektor.

A. Lamacz-Keymling Hdhere Mathematik | WS 23/24 72



Vektoren Rechnen mit Vektoren im kartesischen Koordinatensystem

4.4 (Rechnen mit Vektoren im kartesischen Koordinatensystem)

o Die gewdhlten Koordinatenachsen definieren die EINHEITSVEKTOREN
gl = (1707 O)Ta _}2 = (03 170)T, _'3 = (0707 ]-)T

mit Anfangspunkt O und Endpunkt bei der Langeneinheit auf der jeweiligen
Koordinatenachse.

@ Summe und Multiplikation mit Skalaren:
Seien @ = (ay,az,as)’, b= (b1, bo,b3) T und a € R. Dann gilt

G+b=>b+ad=(a1+by,as+ba,az + b3)"

oad = (aal,aag,aag)T

Der Vektor @ = (ay, as,az) ' ldsst sich als folgende Vektorsumme ausdriicken:

a= a1€1 + a2€2 + a3€3.

Bemerkung: Analoges gilt fiir Vektoren im R2.
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Vektoren

Rechnen mit Vektoren im kartesischen Koordinatensystem

o Fiir den Betrag ergibt sich:
g T 21— 2 2 2
a=(a1,a3,a3) = |@|=4/a]+ a3+ a3

a=(a1,a9)" = |@|=1/a3 + a3

i}

o J|ad|=la||l@| sowie ad=0 <— a=0 v d=0.
o |a+b<|d|+ bl

(1. DREIECKSUNGLEICHUNG)
@] - [Bl| < 12 - 5]

(2. DREIECKSUNGLEICHUNG)

o Vektoren der Linge |@| = 1 heiBen EINHEITSVEKTOREN. Zu beliebigem

@ # 0 erhilt man durch “Normierung” den Einheitsvektor b= ﬁ a.

2l - 15]
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Vektoren Winkel und Skalarprodukt

Definition 4.5 (Winkel und Skalarprodukt)

Seien @,b # 0 zwei Vektoren, die wir Jeweils als gerichtete Strecke mit
gemeinsamem Anfangspunkt P darstellen. Dann ist

-,

0< /(@b <m

der von den Vektoren d und b EINGESCHLOSSENE WINKEL. Mit

-,

@-b:= |al|b| cos £(a,b)

wird das SKALARPRODUKT der Vektoren @ und b definiert. Fiir das Skalarprodukt
mit dem Nullvektor setzt man

(=1}
ST
[
ST
(=1
I
o
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Vektoren Berechnungsformel fiir das Skalarprodukt

Satz 4.6 (Berechnungsformel fiir das Skalarprodukt)

(3:2 (al,ag,ag)T, 52 (bl,bg,bg,)T = Eigz a1b1 +a2b2 +a3b3
a= (al,ag)T, g= (bl,bQ)T = 652 a1b1 +CL2[)2
o Kommutativ- und Distributivgesetz(e)
i-b=b-a a (b+d=d-b+a-é (@+b)-C=ad-C+b-C

Vorsicht: (@ - b)Z ist ein skalares Vielfaches des Vektors & wihrend (b - &)@ ein
skalares Vielfaches des Vektors @ ist. Im Allgemeinen gilt also

—

)¢ # (b-&)a

Sl

(@-
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Vektoren Berechnungsformel fiir das Skalarprodukt
e Esgilt |d] =vad-adund
@ bl <|a||b| (CavcHY-SCHWARZ-UNGLEICHUNG)

Die Gleichheit | - b| = |@]| |b] gilt genau dann, wenn die Vektoren @,b
KOLLINEAR sind, d.h. wenn eine Zahl a € R existiert mit

b=ad v d=ab

o Fiir die Einheitsvektoren €7, €, €3 gilt

S 1 firi=j
€ €5 = R
0 fur i # j

o Die Dreiecksungleichung |@ + b| < |@| + |b| folgt direkt aus der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

G+0b2 = (@+b)-(@+b)=a-a+a-b+b-a+b-b
= |a* +2(@-b) + |b* < |a@l?® + 2|a| |b] + |b]?
(la] + [6])?
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Vektoren Orthogonalitit von Vektoren

Definition 4.7 (Orthogonalitdt von Vektoren)

Zwei Viektoren @,b + 0 sind zueinander ORTHOGONAL, wenn
@-b=0
gilt. Wir schreiben dann @ L b.

Fiir Vektoren a, b+ 0 ist damit aquivalent:

-,

1b L(Fi,b)=g

1

Beispiel 4.8

Die Diagonalen eines Parallelogramms sind genau dann zueinander orthogonal,
wenn alle vier Seiten die gleiche Linge haben.
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Vektoren Satz des Pythagoras, Parallelog; Polarisati mel

Die Distributivgesetze ergeben zwei wichtige Rechenregeln:
Satz 4.9
a) Fiir Vektoren @,b mit @ L b gilt
@+ b2 = |@® + |b? (SATZ DES PYTHAGORAS)
b) Fiir alle Vektoren @,b gilt
@+ 0% +]a@—b)* =2 (|c‘i|2 + |5\2) (PARALLELOGRAMMGLEICHUNG )
sowie

@ b= <|Ei +b?—|a— 5|2) (POLARISATIONSFORMEL)

1
4
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Vektoren Vektorprodukt

Wir definieren zwei weitere Produkte fiir Vektoren im R3.
Definition 4.10 (Vektorprodukt)
Seien @,b € R3\{0}. Das VEKTORPRODUKT @ X b von @ und b ist derjenige
Vektor im R?,
© fiir dessen Betrag gilt:

—

@ x b| = |@| |b] sinZ(a,b),
@ der orthogonal zu @ und b ist,

@ dessen Richtungssinn so gewshlt ist, dass im Fall |@ x b| +# 0 die Vektoren
a,b,d x b ein Rechtssystem bilden.

Zusitzlich setzt man @ x 0 =0 x @ := 0.

Satz 4.11

o Fiiralle@beR3 gilt G xb=—bxad

0€1X€2:€3,€2X€3:€1 Und€3X€1:62
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Vektoren Vektorprodukt

Bemerkungen:

Esist@axa=0
e Fiir @ = (a1, as,a3) " und b= (b1, ba, b3) Terhilt man

a x g: (a2b3 - (lgbg7 (l3b1 - albg, a1b2 - agbl)T

o Einfaches Nachrechnen ergibt
@ x b + (@- b)* = |al*[b]?

e Der Betrag |@xb| ist der Flicheninhalt
des Parallelogramms mit den Seiten @
und b.
Der Vektor @ := @ x b ist senk-
recht (orthogonal) zu diesem Paralle-
logramm, erfiillt also die Orthogona- A
litdtsbedingungen

S

ST

@ L a, @ L b.
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Vektoren Vektorprodukt

o Merkregel: ¢ = d x b mit "Multiplikation iiber Kreuz" berechnen.

ai by

ag bo
Cc1 = a2b3 — a3b2
as b3

c2 = azby — a1bs

X X

ai b1
C3 = albg — CLle

a2 b2
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Vektoren Spatprodukt

Definition 4.12 (Spatprodukt)

Fiir Vektoren @,b, € R?® definiert man das SPATPRODUKT @ - (b x ©).
Das Spatprodukg ist ein Skalar, dessen Absolutbetrag das Volumen des von den
drei Vektoren @, b, ¢ aufgespannten Spates (auch Parallelepiped genannt) angibt.

oL

S

(=1}
ST
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Kapitel 5 — Geraden und Ebenen
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Geraden und Ebenen Parameterdarstellung von Geraden

Kap. 5: Geraden und Ebenen

Wir behandeln zunichst Geraden im R2 und R®. Sei also n = 2 oder n = 3.

Definition 5.1 (Parameterdarstellung von Geraden)

Die GERADE durch den Punkt p'e R™ mit dem RICHTUNGSVEKTOR v € R"™,
v # 0, ist gegeben durch die Menge

G={ZeR"|¥=p+1tv, teR}.

Die Zahl t zum Punkt = Z(t) = P+ t¥ € G heift der PARAMETERWERT von Z.

v

o Um die Parameterdarstellung der Geraden G durch die Punkte 7 und ¢ (mit
P # ¢) zu bestimmen, berechnet man den Richtungsvektor ¥ = ¢ — p.
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Geraden und Ebenen Lot auf eine Gerade, Abstand Punkt-Gerade

Satz 5.2 (Lot auf eine Gerade, Abstand Punkt-Gerade)

Die Gerade G = R™ habe die Parameterdarstellung Z(t) = p+ tv, t € R (mit
U #0). Sei (€ R™ ein beliebiger Punkt.

o Es gibt genau einen Punkt Z(ty) € G, so dass
q— Z(ty) LU
gilt. Dieser Punkt Z(to) heiBt der FUSSPUNKT DES LOTS von ¢ auf G.

o |g— Z(to)| ist der Abstand des Punktes ¢ von G, d.h.

dist (7,G) = |§— Z(to)| < |7 — Z(t)| fiir alle t # to.

Z(to)

Sy
<L

_y
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Geraden und Ebenen Beispiel

Beispiel:
Gerade G durch die Punkte (5,1,—1)Tund (3,-3,3)", Lot vom Punkt
7= (0,0,0)"auf G (ergibt den Abstand von G' zum Nullpunkt)
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Geraden und Ebenen Normalenform, Hesse-Normalform

Spezielle Darstellung von Geraden im R?

Definition 5.3 (Normalenform, Hesse-Normalform von Geraden im RQ)
Zu gegebenen Zahlen a,b,c € R mit (a,b) # (0,0) definiert die Menge

G={(r,y)eR?®|ax+by=c}={FeR? | %" ( Z ) =c}
eine Gerade; der Vektor (a,b) " steht senkrecht auf jedem Richtungsvektor i von
G und heit NORMALENVEKTOR von G.

Fiir |(a,b)T = 1 und ¢ = 0 heiBt die gegebene Form die HESSE-NORMALFORM
von G. Die Zahl c ist dabei der Abstand von G zum Nullpunkt des R?. Der
NORMALEN-EINHEITSVEKTOR (a, b) " steht senkrecht auf G.

Gi:Z-fi=c Gy:ZT-M=d

Fiir |7i] = 1 sind ¢ und d die Abstinde der Ge-
raden vom Ursprung, |c — d| ist der Abstand der
Geraden.
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Geraden und Ebenen Beispiel

Die Hesse-Normalform wird bei Abstandsberechnungen eingesetzt:

Beispiel:
Die Gerade G < R? durch die Punkte p’= (4, —1) und 7= (3,1)

A. Lamacz-Keymling Héhere Mathematik | WS 23/24 89



Geraden und Ebenen Parameterdarstellung von Ebenen

Ebenen im R3

Definition 5.4 (Ebenen im R?)

Die EBENE durch den Punkt p'e R?® mit den nicht-kollinearen
RICHTUNGSVEKTOREN ¥, w € R? ist gegeben durch die Menge

E={FeR?|%=p+s0+td, s,teR}.

Das Paar (s,t) zum Punkt & = Z(s,t) = P+ sU + tw € E heiBt das
PARAMETERPAAR zum Punkt Z.

@ Um die Parameterdarstellung der Ebene E durch drei Punkte p, ¢ und 7 zu
bestimmen, die nicht alle auf einer Geraden liegen, berechnet man die
Richtungsvektoren v = ¢ — p'und @ = ¥ — p. Diese sind dann
NICHT-KOLLINEAR, d.h. keine Vielfache voneinander.

@ Die Richtungsvektoren ¥, w € R3 sind genau dann nicht-kollinear, wenn
7l := U x W # 0 gilt. 7 ist Normalenvektor der Ebene (d.h. 7 steht senkrecht
auf E).
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Geraden und Ebenen Normalenform, Hesse-Normalform von Ebenen im R°

Definition 5.5 (Normalenform, Hesse-Normalform von Ebenen im R?)
Zu Zahlen a,b,c,d € R mit i := (a,b,c)"# (0,0,0)T definiert die Menge

E={(z,y,2)"eR® |ax + by +cz=d} = {T| Z -7 = d}
eine Ebene; der Viektor 11 steht senkrecht auf allen Richtungsvektoren v von E
und heiBt NORMALENVEKTOR von E.

Fiir |i| = 1 und d > 0 heiBt die gegebene Form die HESSE-NORMALFORM von E.
Die Zahl d ist dabei der Abstand von E zum Nullpunkt des R3. Der
NORMALEN-EINHEITSVEKTOR 71 steht senkrecht auf E.

Sei |77] = 1.

Elif'q:dl, Ezif'q:dg

8 E,

N\ E, Dann ist der Abstand der Ebene
E; zum Ursprung gerade |d;|. Der
Abstand der Ebenen ist |d; — da].

A. Lamacz-Keymling Héhere Mathematik | WS 23/24 91



Geraden und Ebenen Normalenform, Hesse-Normalform von Ebenen im R°

@ Die Umwandlung von der Parameterdarstellung in die Hesse-Normalform
erfolgt folgendermaBen:

o Mit dem Normalenvektor 7 = (a,b,¢)’ = @ x & (beachte 7@ # 0) und
d := p - 7i ergibt sich die Normalenform Z -7 = ax + by + cz = d.

e Falls d < 0, ersetze 7 durch —7i (und d durch —d).

o Fiir die Hesse-Normalform ersetzt man 7 durch %ﬁ
@ Die Umwandlung der Hesse-Normalform in die Parameterform erfolgt durch
Bestimmung dreier Punkte p, ¢, 7 € E (Einsetzen von -, y- und z-Werten),
die nicht auf einer Geraden liegen.
Alternativ bestimmt man einen Punkt p und bestimmt zwei nicht kollineare
Richtungsvektoren, die beide auf 7 senkrecht stehen.
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Geraden und Ebenen Lot auf eine Ebene, Abstand Punkt-Ebene

Definition 5.6 (Lot auf eine Ebene, Abstand Punkt-Ebene)

Die Ebene E = R® habe die Parameterdarstellung #(s,t) = p'+ sv + ti, s,t € R
(mit T x w # 0). Sei §€ R? ein beliebiger Punkt.

o Es gibt genau einen Punkt Z(sg,to) € E, so dass
((j* f(So,to)) J_ﬁ A ((j* f(SO,to)) J_u7

Dieser Punkt Z(so,to) heiBt der FUSSPUNKT DES LOTS von ¢ auf die Ebene
E.

@ |§— Z(so,to)| ist der Abstand des Punktes ¢ von E, d.h.

dist(q, E) := |qd— Z(so,t0)| < |§— &(s,t)| fiiralle (s,t) # (so,to)-

-y
n

w E
f(S(), to) l
s

=1}
F
y
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Geraden und Ebenen Lot auf eine Ebene, Abstand Punkt-Ebene

Die Schnittmenge zweier Ebenen E; und Es ist hiufig eine Gerade im R3. Ihre
Parameterdarstellung erhdlt man, indem man die Parameterdarstellung der einen
Ebene in die Normalenform der anderen Ebene “einsetzt” und damit einen der
Parameter eliminiert.
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Geraden und Ebenen windschiefe Geraden

Definition 5.7 (windschief)

Zwei Geraden Gy und G5 im R® heiBen WINDSCHIEF, wenn sie sich weder
schneiden noch parallel sind.

Die Geraden seien in Parameterform gegeben:

Gi: Z(t) =p+ sv, seR,
Go: Z(u) = q§+ tw, teR.

Dann erfolgt die Berechnung des Abstands durch
@ Bestimmung der Lot-Richtung 7 = ¢ x & zwischen beiden Geraden

@ Bestimmung des Lot-FuBpunkts auf Go: Schnittpunkt von G5 mit der Ebene
durch p mit den Richtungsvektoren ¢’ und 7.

@ Bestimmung des Lot-FuBpunkts auf G1: Schnittpunkt von GG; mit der Ebene
durch @ mit den Richtungsvektoren w und 7.
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Lineare Gleichungssysteme

Kapitel 6 — Lineare Gleichungssysteme
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Lineare Gleichungssysteme Einfiihrendes Beispiel

Kap. 6: Lineare Gleichungssysteme
Wir wollen nun lineare Gleichungssysteme behandeln.
Beispiel: Im R? sind z.B. “2 Gleichungen mit 2 Unbekannten” gegeben durch

20 — 3y = 1
- + 2y 0

Dieses System von 2 Gleichungen hat die eindeutige Lésung (z,7) "= (2,1)".

Es gibt aber Systeme, die keine Losung besitzen, wie z.B.

2c — 4y = 2
—r + 2y = 0

und auch solche, die unendlich viele Lésungen besitzen:

2 — 4y = 2
- + 2y = -1

Hier sind alle Punkte der Geraden G : (z,y)"= (1 +2t,t)7, t € R, Lésungen.
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Lineare Gleichungssysteme Lineares Gleichungssystem

Definition 6.1 (Lineares Gleichungssystem)

Ein LINEARES GLEICHUNGSSYSTEM von m Gleichungen mit den n Unbekannten

Z1,...,Ty ist ein Gleichungssystem der Form
1,121 ol a1,2T2 SF ooc A a1,nTn = bl
a2121 = a2 22 9 ooc = a2 nTn = b2
Om 1Tl + Gma2%2 + - 4+ Gma%n, = by

Die a; j, € R heiBen die KOEFFIZIENTEN und die b; € R heiflen die RECHTEN
SEITEN des Gleichungssystems.

Eine LOSUNG des linearen Gleichungssystems ist ein Vektor

%= (21,...,7,) € R", dessen Komponenten x;, alle m Gleichungen erfiillen.

Das Gleichungssystem heiBt
@ LOSBAR (oder KONSISTENT), wenn es mindestens eine Lésung besitzt,

@ EINDEUTIG LOSBAR, wenn es genau eine Losung besitzt.
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Lineare Gleichungssysteme H lineares Gleict

Definition 6.2 (Homogenes lineares Gleichungssystem)

Das lineare Gleichungssystem (geschrieben in Kurzform)
n
Zai,kxk :bi (Z: 1a'~'7m)7 (*)
k=1

heiBt HOMOGEN, falls alle rechten Seiten b; gleich O sind. Ansonsten heift es
INHOMOGEN.

@ Ein homogenes lineares Gleichungssystem ist stets Iosbar: Es besitzt die
TRIVIALE Losung # = 0 = (0,0,...,0)".

@ Das "zum linearen Gleichungssystem (*) gehdrende homogene System” lautet

Dagwk=0  (i=1,...,m). ()
k=1
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Lineare Gleichungssysteme H lineares Gleict

Die Lésungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems (**) hat die
Struktur eines VEKTORRAUMS: Summen und skalare Vielfache von Lésungen sind
selbst wieder Lésungen.

Satz 6.3 (Ldsungen homogener linearer Gleichungssysteme)

Sind @ = (uy,...,u,) und ¥ = (vq,...,v,)" Lésungen eines homogenen linearen
Gleichungssystems, so ist auch der Vektor

at + BU

mit beliebigen Zahlen o, 3 € R eine Losung.
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Lineare Gleichungssysteme Inh; 8¢ lineare Gleick

Die Linearitat ergibt ein einfaches “Superpositions-Prinzip”:

Satz 6.4 (L3sungen inhomogener linearer Gleichungssysteme)

Gegeben sei ein I6sbares inhomogenes lineares Gleichungssystem
n
Zai,kxk =b; (i= 1,...,m). (*)
k=1

a) Sind p’ und q Lésungen von (*), so ist U := p'— ¢ eine Lésung des
zugehérigen homogenen Systems (*¥*).

b) Ist p eine (spezielle) Lésung von (*), so erhalt man alle Lésungen, indem man
zu p alle Lésungen des zugehérigen homogenen Systems (**) addiert. Aus
der Lésungsmenge Ly, des homogenen Systems und der speziellen Lésung p’
ergibt sich also die Lésungsmenge des inhomogenen Systems

L=ﬁ+Lh={fERn‘5=ﬁ+ﬁ7 176Lh}
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Lineare Gleichungssysteme Elementare Umformungen des LGS

Zur Losung linearer Gleichungssysteme verwendet man einfache
Aquivalenz-Umformungen des Gleichungssystems.

Satz 6.5 (Elementare Umformungen des LGS)

Die Menge der Lésungen eines linearen Gleichungssystems bleibt unverandert,
wenn man

E1l die Reihenfolge der Gleichungen vertauscht,
E2 beide Seiten einer Gleichung mit einer Zahl o # 0 multipliziert,

E3 eine Gleichung ersetzt durch die Summe dieser Gleichung und dem Vielfachen
einer anderen Gleichung.

E4 Vertauscht man die Reihenfolge der Unbekannten x+, ..., x,, setzt also
Y1y -3 Yn) = (Toyy - To,)

mit einer Permutation (o1, ...,0,) der Zahlen (1,...,n), so erhilt man die
Lésungsmenge des neuen Systems (bzgl. §) aus der Lésungsmenge des alten
(bzgl. ) durch entsprechende Vertauschung der Komponenten.
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Lineare Gleichungssysteme Drei Beispiele

An drei Beispielen soll erklart werden, wie man systematisch durch die
Aquivalenz-Umformungen (E1)-(E3) sowie die Umformung (E4) eine reduzierte
Stufenform des Gleichungssystems erhélt, um die Losungsmenge dann leicht zu
bestimmen.

Beispiel 1:
1 +  4dxo -+ 2x3 - T4 = 2
2r1 + 8x2 + r3 — T4 = 3
2 4+ 2ms 4 o3 - 9 — Kurzform
—xr1 — 4dxo + r3 + 2x4 = 2
1 x9 T3 x4 | r.S.
1 4 2 -1 2
2 8 1 -1 3 Elimination mit E3
-1 2 1 0 2 Elimination mit E3
-1 —4 1 2 2 Elimination mit E3
1 4 2 -1 2
0 0 -3 1| -1 Zeilentausch E1 (2 — 3)
0 6 3 -1 4 und Skalierung E2
0 0 3 1 4
1 4 2 -1 2
1 1 2
o 1 5 —5| 3
0 0 -3 1] -1 Gliick: keine Elim.
0 0 3 1 4 erforderlich, nur E2
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Lineare Gleichungssysteme Drei Beispiele

I
AR

Elimination mit E3

E2

o
= QIO = | PO WD | s G0l =

O RNFPO| O RN W =N N

O OO OO OKrKROO O
O O KOO KOO K
010 = 1N N[ Qo oIFWIN po| s W 1o

Aufldsen durch “Riicksubstitution” (von unten nach oben):

Gl. 4: T4 = %
Gl 2: To + %173 — éx4 = % = 19 = %
Gl. 1: T, +4r0 + 223 —14 = 2 = x1 = 7%, Probe!
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Lineare Gleichungssysteme

Drei Beispiele

Beispiel 2:
r1 + 4dxa + 223 T4 = 2
2x1 + 8xo + x3 x4 =
—z - dzy 4+ g - 1 —> Kurzform
—x1 — 4dxzo + xrs3 2xy =
x1  x2 x3 x4 | rS.
1 4 2 -1 2
2 8 1 -1 3 Elimination mit E3
-1 —4 1 0| -1 Elimination mit E3
-1 —4 1 2 2 Elimination mit E3
1 4 2 -1 2
0 0 -3 1| -1
0 0 3 -1 1
0 0 3 1 4
Vertauschung von z3 und z3 (=Spaltentausch (2 < 3)):
x1 w3 X2 w4 | rS.
1 2 4 -1 2
0 -3 0 -1 Skalierung E2
0 3 0 -1 1
0 3 0 4

A. Lamacz-Keymling

Héhere Mathematik |

WS 23/24

105



Lineare Gleichungssysteme Drei Beispiele

8

[eNeNel HloNoNell S
=

O O RO OO KN
—

Elimination mit E3
Elimination mit E3

OO NW W W

|
—
W OWIE P i =®IE R

o
[\

Vertauschung von z2 und x4 (=Spaltentausch (3 < 4)):

1 T3 xrqy x2 | r.S.
1 2 -1 4 2
0o 1 -+ o] %
0 0 0 o0 0 Zeilentausch E1 (3 < 4)
0 0 2 0 3 und Skalierung E2
1 2 -1 4 2
0 1 -3 0 é
0 0 1 0 3
0 0 0 0 0

o Feststellung: Das Gleichungssystem ist lésbar (konsistent), weil die letzte
Gleichung (Nullzeile) 15sbar ist.
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Lineare Gleichungssysteme Drei Beispiele

o Auflosen durch “Riicksubstitution” der Gleichungen 1-3, wobei die
Komponente x5 (aus Spalte 4) als freie Variable verwendet wird:

Gl. 3: X4 = %
Gl. 1: 1+ 203 —x4+420 = 2 = 11 = % — 4, Probe!

Die Losungsmenge ist eine Gerade im R*, weil ein “freier” Parameter t = x5
vorliegt:
11 5 3
L=<% — =4t t,—, - | |[teR}.
o= (F-sngy) 1eer)
11 )

Eine spezielle Lésung ist ¥ = (=,0
@ Die Losungsmenge des zugehorigen homogenen Systems ist

oot
ol

676

Ly = {# = t(—4,1,0,0) | t e R} < R*.
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Lineare Gleichungssysteme Drei Beispiele

Beispiel 3: Abindern der rechten Seite des Gleichungssystems

1 + 4w + 2x3 — T4 = 2
2x1 4+ 8xo0 +  z3 T
—x1 — 4dxzo + T3 - 9 — Kurzform
-1 — dx2 + w3 + 2z;4 = 2
fiihrt zu der Stufenform
1 3 T4 T2 ‘ r.S.
1 2 -1 4] 2
1 1
0 1 —3 0 §
0 0 1 0 2
0 0 0 0 3

o Feststellung: Das Gleichungssystem ist nicht l&sbar (inkonsistent), weil die
letzte Gleichung der Stufenform nicht I6sbar ist: Nullkoeffizienten von
Z1,-..,x4 treffen auf eine rechte Seite ungleich 0.
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Lineare Gleichungssysteme

Die systematische Vorgehensweise fiihrt zu folgendem Resultat:

Satz 6.6 (GauB-Algorithmus)

Jedes lineare Gleichungssystem von m Gleichungen mit n Unbekannten x4, . ..
kann durch endlich viele Umformungen der Form (E1)—-(E4) auf die reduzierte
Stufenform gebracht werden:

Y1 Y2 ys o Yr Yr+1 000 Yn r.S.
1 b2 b1z - b1,r b1,r+1 b1,n c1
0 1 b2z - ba.r b2, ry1 °00 ba,n c2
0 0 1 br—l,r br—l,'r+1 br—l,n Cr—1
0 c 0 0 1 b7',7'+1 to b'r,n Cr
0 - 0 0 0 | cryt
@ oo 0 0 0 em

Dabei ist (y1,...,yn) eine Permutation der Komponenten des Vektors
(T1,...,Zn)-

)
Die Zahl r < min{m,n} heiBt der RANG des linearen Gleichungssystems.

GauB-Algorithmus

y I
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Lineare Gleichungssysteme GauB-Algorithmus

Satz 6.6 (Fortsetzung)

@ Das Gleichungssystem ist losbar (konsistent) genau dann, wenn

Cry1 =+ = ¢y = 0 gilt; dann wahlt man y,.41,...,y, als “freie Variablen”
und bestimmt ¥, ..., ¥y, aus den ersten r Gleichungen der reduzierten
Stufenform.

@ Das Gleichungssystem ist genau dann eindeutig I3sbar, wenn r = n und
Cry1 =+ = Cy = 0 gilt.
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Lineare Gleichungssysteme GauB-Algorithmus

Bemerkungen:

@ Die entscheidende Zahl ist der Rang r des Gleichungssystems. Von vornherein
kennt man nur die Abschatzungen r < m und r < n.

e Wenn r = m gilt ("voller Zeilenrang"), so ist das Gleichungssystem lésbar;
denn es gibt keine Gleichungen (Zeilen) mit lauter Null-Koeffizienten in der
reduzierten Stufenform.

@ Wenn r = n gilt (“voller Spaltenrang”), so existiert hochstens eine Lésung;
denn alle Komponenten xj, sind durch die ersten n Gleichungen bereits
eindeutig festgelegt. Die weiteren Gleichungen (fiir m > n) entscheiden dann
dariiber, ob dieser Vektor ¥ eine Losung ist oder nicht.

@ Wenn r < n gilt und das Gleichungssystem |Gsbar ist, gibt es unendlich viele
Losungen. Die Lésungsmenge enthilt n — r freie Parameter 4,41, ..., yy,. Sie
ist eine Gerade im Fall n —r = 1, Ebene im Fall n — r = 2, etc.
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Lineare Gleichungssysteme Alternativsatz

Der Spezialfall m = n (Anzahl der Gleichungen ist gleich der Anzahl der
Unbekannten) tritt besonders hiufig auf.

Satz 6.7 (Alternativsatz)

Fiir ein lineares Gleichungssystem von n Gleichungen mit n Unbekannten sind die
folgenden Aussagen aquivalent:

o Das Gleichungssystem ist fiir beliebige rechte Seiten eindeutig I6sbar (also
universell eindeutig I&sbar).

o Das zugehérige homogene System hat nur die triviale Lésung @ = 0.

o Das Gleichungssystem hat den Rang r = n.

Beweis: durch Kombination der Aussagen in der vorherigen Bemerkung.
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Lineare Gleichungssysteme Alternativsatz

Ein konstruktiver Beweis zur Existenz der reduzierten Stufenform wird durch die
Beschreibung des GauB-Algorithmus angegeben:

Man fithrt (maximal) n Schritte zur Elimination nach folgenden Regeln durch
(erklart anhand der Kurzform mit Zeilen und Spalten):
Im k-ten Schritt (1 < k < n)

k1: betrachte die k-te Spalte ab dem Diagonalelement by, j nach unten (also
Zeilen k < i < m). Stehen hier nur Nullen (incl. by 1), so kénnen zwei Fille
auftreten:

o 1. Fall: es gibt eine weitere Spalte mit Index k + 1 < ¢ < n, die ein von Null
verschiedenes Element in mindestens einer Zeile k < i < m enthilt. Dann
tausche die beiden Spalten und nummeriere die Unbekannten um (E4).

e 2. Fall: alle weiteren Spalten mit Index k + 1 < £ < n enthalten nur Nullen in
den Zeilen k < i < m. Dann ist die reduzierte Stufenform erreicht und der
Algorithmus beendet.

ko falls das (neue) Diagonalelement by, Null ist, dann tausche Zeile k mit einer
Zeile ¢ unterhalb (also k + 1 < i < m), deren Element b, j, derselben Spalte
ungleich Null ist (E1).
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Lineare Gleichungssysteme Alternativsatz

ks: dividiere die k-te Zeile (incl. der k-ten Komponente der rechten Seite) durch

das (neue) Diagonalelement by, j, # 0 (E2). Dadurch entsteht das neue
Diagonalelement b, , = 1.

k4: subtrahiere das b; i-fache der Zeile k von Zeile i fir k +1 < <m (E3).
Dadurch entstehen Nullen unterhalb des Diagonalelements by, 3, = 1.

Satz 6.8 (Komplexe Gleichungssysteme)

Alles gilt analog fiir komplexe Gleichungssysteme.

A. Lamacz-Keymling Héhere Mathematik | WS 23/24 114



Vektorrdume

Kapitel 7 — Vektorraume
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Vektorrdume Definition: Vektorraum

Kap. 7: Vektorraume

Als Verallgemeinerung des R? und R? betrachten wir allgemeine Vektorrdume und
Skalarprodukte.

Da die Vektoren in allgemeinen Vektorraumen nicht mehr nur Zahlentupel sein
miissen, schreiben wir sie ohne den Vektorpfeil.

Definition 7.1 (Vektorraum)
Eine nichtleere Menge V', auf der eine Addition
v+weV firalle v,weV
sowie eine Multiplikation mit Skalaren
aveV firalle veV, aeR (bzw. a € C),

definiert ist, heift REELLER (bzw. KOMPLEXER) VEKTORRAUM, wenn die
folgenden Gesetze erfiillt sind:
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Vektorrdume Definition: Vektorraum

Fiir alle u,v,w e V und «, 8 € R (bzw. C) gelte

(a) u+ v = v+ u (Kommutativgesetz)
(b) (u+7v)+w=mu+ (v+w) (Assoziativgesetz)

(c) Es gibt einen Nullvektor 0 mit der Eigenschaft u+ 0 =0+ u = u fiir alle
ueV

(d) Zu jedem Vektor u gibt es einen Vektor —u mit der Eigenschaft
u+ (—u) =(—u)+u=0.

(e) (e + Bu=au+pu «o(u+v) =au+ av (Distributivgesetze)

(f) (aB)u = a(Bu) und 1lu = u
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Vektorrdume R™ und C™

Definition 7.2 (R™ und C")

Der n-dimensionale EUKLIDISCHE RAUM ist die Menge aller n-Tupel reeller
Zahlen
R'=RxRx: - xR={(z1,...,2,) | 21,..., 2, € R}.

Ein Element ¥ = (x1,...,7,) € R™ heiBt ein VEKTOR, und fiir 1 < k < n heiBt
xy, die k-te Koordinate oder KOMPONENTE von Z. Der Vektor 0 = (0, ..., 0)
heift NULLVEKTOR.

In einem kartesischen Koordinatensystem aus n paarweise senkrechten
Koordinatenachsen definiert der Vektor & € R™ mit Anfangspunkt (0,...,0)
(=Koordinatenursprung) und Endpunkt P = (x1,...,x,) den Ortsvektor von P.

Der Raum C™ wird analog definiert.

Summe und Multiplikation mit Skalaren wird definiert durch
(@1yeyxn) + W1,y Un) = (1 + Y1y, T + Yn)
a(zy,...,xn) = (a1, ..., axy,)

Wichtigste Beispiele

R™ ist ein reeller und C™ ein komplexer Vektorraum.
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Vektorrdume Unterraum

Definition 7.3 (Unterraum)

Eine Teilmenge U eines Vektorraums V heiBt UNTERRAUM, wenn U mit den
Verkniipfungen von V' selbst ein Vektorraum ist.
Dazu reicht es aus, dass U nichtleer ist und dass mit u und v sowie o, 5 € R
(bzw. C) auch

au + pv e U.

Wichtige Beispiele sind {0}, Geraden und Ebenen durch den Ursprung und V.
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Vektorrdaume Skalarprodukt

Definition 7.4 (Skalarprodukt)

Sei V' ein Vektorraum. Ein reelles (komplexes) SKALARPRODUKt auf V ist eine
Abbildung
<,.>VxV->R (C)

mit den Eigenschaften

(a) <v,u>=0und <v,v>=0<=0v=0 Definitheit
(b) <aw + fu,w >=a <v,w >+ < u,w > Linearitat im ersten Faktor
() <w,v>=<v,u> (<u,v>=<uv,u>) Symmetrie (Hermitizitit)

Ein Vektorraum mit Skalarprodukt heiBt SKALARPRODUKTRAUM.

Aus (b) und (c) folgt unmittelbar
<u,av+pfuw>S=a<u,v>+0<u,w>

Im reellen Fall tritt die Konjugation natiirlich nicht auf.
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Vektorrdume Skalarprodukt im R™ und C™

Definition 7.5 (Skalarprodukt im R™ und C™)

Fiir Vektoren & = (x1,...,z,) und § = (y1,...,yn) des R™ (C™) wird das
(STANDARD-)SKALARPRODUKT auch mit dem Punkt geschrieben:

Z-gi=<Z,g>=x101+ ...+ Tpyn (X -§:=<Z,§>=x171+ ...+ TTUn) |

Satz 7.6 (Cauchy-Schwarz Ungleichung)
Ist V' ein Skalarproduktraum, so gilt

| <u,v>| < V/<u,u>y/<v,0>
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Vektorrdume Norm

Definition 7.7 (Norm)

Eine NORM |.|| auf einem Vektorraum V' ist eine Abbildung von V in die reellen
Zahlen mit den Eigenschaften

(@) |lv]| =0 und |v| =0 <= v =0 Definitheit
(b) flav| = | [Jv] Homogenitét
(©) llu+ vl < fuf + v Dreiecksungleichung
Satz 7.8

Ist < .,. > ein Skalarprodukt auf einem Vektorraum V', so ist durch
|v| = +/<v,v> eine Norm definiert.
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Vektorrdume

Definition 7.9 (Winkel)

Winkel

Der WINKEL o = Z(Z, %) € [0, 7] zwischen Vektoren Z,ij € R™\{0} wird definiert

durch die Festlegung

g
COSC¥ = 55 -
2] |47

Ist o = /2, so heiBen & und § orthogonal, und wir schreiben & 1 .

Beachte: Nach der Cauchy-Schwarz Ungleichung gilt

8
<y

1<

<1

3

also ist der Winkel « € [0, 7] eindeutig bestimmt.

e
<
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Vektorrdaume Linearkombination, Aufspann

Bemerkung: Ob im folgenden die Skalare «, 3,... € R oder a, 3, ... € C gewahlt
werden, hdngt davon ab, ob wir einen reellen oder einen komplexen Vektorraum
betrachten.

Definition 7.10 (Linearkombination, Aufspann)

Sei V ein reeller oder komplexer Vektorraum.

a) Ein Vektor x = aqvy + - -+ + agvr, € V mit Skalaren g, ..., oy (aus R bzw.
C) heiBt eine LINEARKOMBINATION der Vektoren vy, . .., vg.

b) Die Menge aller Linearkombinationen

k
Span (vy,...,vg) = {m = Z v | o, ..o Ska/are}
j=1

heiBt der SPANN oder AUFSPANN der Vektoren vy, ..., vy (oder der von
v1,. ..,V aufgespannte Unter-Vektorraum von V).
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Vektorrdume

Definition 7.11 (Basis)

Die Vektoren vy, ..., v, heiBen BASIS von V', wenn jeder Vektor x € V eine

eindeutige Darstellung
T =Qiv1 + -+ apv,

besitzt. Dann heif3t

Qg
a= eR® (C")
Qp
der KOORDINATENVEKTOR von x zur Basis vy, ..., vy.

Basis
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Vektorrdume Basen im R" und C™
Wichtiges Beispiel: Basen des R™ bzw. C"

Satz 7.12 (Basen im R™ und C™)

Die Vektoren vy, ...,v, € R™ (bzw. C") bilden genau dann eine Basis von R™
(bzw. C™), wenn fiir jeden Vektor Z das Gleichungssystem

MTL+ e+ Al = T

eine eindeutige Losung hat.

In diesem Fall ist der Koordinatenvektor von & € R™ (bzw. C™) gegeben durch
d= (A, 50

@ Wir sehen also, dass jede Basis von R™ (bzw. C™) aus genau n Vektoren
besteht.
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Vektorrdume Dimension

Definition 7.13 (Dimension)

Hat der Vektorraum V eine Basis aus n Vektoren v1,...,v, € V, so besteht jede
andere Basis von V' ebenfalls aus n Vektoren.

Die Zahl n heiBt dann die DIMENSION von V', geschrieben dimV = n.

@ Besitzt der Vektorraum V' keine endliche Basis, so heift V
UNENDLICH-DIMENSIONAL, geschrieben dim V' = 0.
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Vektorrdume Dimensionsformel

Lineares homogenes Gleichungssystem:
Magay =0, (i=1,...,m) (A)
k=1

Nach Satz 6.3 ist die Lésungsmenge von A ein Vektorraum.
Definition 7.14 (Kern)

Die Lésungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems A wird mit
KERN, geschrieben Kern A, bezeichnet.

Satz 7.15 (Dimensionsformel)

Fiir ein lineares homogenes Gleichungssystem mit m Gleichungen und n Variablen
gelte Rang A = r. Dann hat Kern(A) die Dimension n — r, d.h.

dim(Kern A) = n — Rang A (Dimensionsformel)
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Vektorrdume

Dimensionsformel

Beweis: Wir verwenden die spezielle reduzierte Stufenform des homogenen LGS

Y1 Y2 Y3 Yr Yrt1 e Yn r.S.
1 0 0 b1,r41 bi,n 0
0 1 0 0  boyps1 -+ banm | O
0 0 1 0 brfl,'r+1 b'rfl,n 0
0 -+ 0 0 1 brrgr - bem | O
0 0 0 0 0
: : : : : m—r Gl.
0 0 0 0 0
Dabei ist (y1,...,yn) eine Umnummerierung der Komponenten des Vektors (z1,...,Zn), je

nach durchgefiihrten Spaltenvertauschungen.
Falls » = n ist, so ist die Lésungsmenge der Nullraum Kern A = {0}.

Falls » < n ist, so erhdlt man eine Basis von Kern A durch Einsetzen von Nullen und jeweils einer

1 fiir die freien Variablen y, 41, ...

A. Lamacz-Keymling
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Vektorrdume

—b1,r4+1

_br,'r+1
. 1
Wr+1 = 0
0
0

Dimensionsformel

—b1,r42 —bin
_br,r+2 _br,n
. 0 . 0
s Wr42 = 1 s eeey Wn = 0
0 .
: 0
0 1

Die Basis der Vektoren #; € R™ von Kern A ergibt sich dann durch Umnummerierung

(Zeilentausch) der Komponenten

A. Lamacz-Keymling

der Vektoren w;, 1 < j<n—r.
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Vektorrdaume lineare Abhingigkeit

Definition 7.16 (lineare Abhingigkeit)

Die Elemente vy, ...,vx € V eines Vektorraums V heiBen LINEAR, ABHANGIG,
wenn es eine Linearkombination

k
Z ij’Uj =0
Jj=1

mit |aq| + -+ + || # O gibt (das ist eine Linearkombination, in der nicht alle
Skalare Null sind).

Andernfalls heiBen die Elemente vy, ...,vr € V LINEAR UNABHANGIG.
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Vektorrdume Existenz von Basen
Die folgenden allgemeinen Aussagen helfen beim Umgang mit Vektorrdumen und

Unter-Vektorraumen.

Satz 7.17 (Existenz von Basen)

o Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

o Jede Familie vy, ...,vx € V von linear unabhidngigen Vektoren lasst sich zu
einer Basis von V ergidnzen.
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Vektorrdaume Beispiel: Polynome Py,

Beispiel 7.18 (Polynome)

Der Vektorraum P,, der Polynome vom Grad < n mit komplexen Koeffizienten ist
ein komplexer Vektorraum der Dimension n + 1.

a) Die Basis der Monome ist

mo(z) =1, mi(z) =z, ..., mp(z)=2",
und der Koordinatenvektor von p(z) = 37_ arz® ist (ag,...,an)Te C*+L.
b) Es seien zp,...,zn € C paarweise verschieden. Eine andere Basis von P,, ist die Basis der

LAGRANGE-GRUNDPOLYNOME

T — 2k

=

J

-l
W
<. o

Beachte: L; ist das eindeutige Polynom in P, mit den Nullstellen z, k # j, und dem
Wert L;(z;) = 1. Deshalb gilt fiir jedes p € Py,

n
p(z) = Z p(zk) L (z
k=0

Der Koordinatenvektor von p zur Basis Lo, ..., Ly ist der Vektor
(p(ZO)7 oo 7p(zn))TE Cn+1'
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Vektorraume Der Vektorraum der reellen Funktionen

Satz 7.19 (Der Vektorraum der reellen Funktionen)

Der Vektorraum V = {f | f : R — R ist eine Funktion} ist unendlich-dimensional.
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Vektorrdaume Orthonormalsysteme und -basen

In Vektorrdumen mit Skalarprodukt sind Basen mit einer Orthogonalitatsrelation
besonders interessant:

Definition 7.20 (Orthonormalsysteme und -basen)

Die Vektoren vy bis v,, bilden ein ORTHONORMALSYSTEM (ONS), wenn gilt
o Fiirv # j ist <w;,v; >=0

@ Stets ist ”Usz =< Vi, V; >= 1.

1 i=j

Mit dem KRONECKERSYMBOL 0;; = { 0 g g schreibt sich das kurz als

<V;,V; >= 5”

Eine ORTHONORMALBASIS (ONB) ist eine Basis, die ein ONS ist.

Die Vektoren eines ONS stehen also paarweise senkrecht aufeinander und haben
die Lange 1.
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Vektorrdaume Gram-Schmidt Orthogonalisierung

Aus linear unabhangigen Vektoren uy,...,u; € V erhdlt man mit dem folgenden
Algorithmus eine Orthonormalbasis

wy,...,wx von Span(uq,...,u)

7.21 (Gram-Schmidt Orthogonalisierung)

1. Setze v1 = uq (Initialisierung)
2. Fiirt =2,3,...,k setze (Iteration)
- 2 < Uyp,V1 > v < Up,Vp—1 > -

g — — 2T gy e LT
<v1,v1 > < Vp—1,Vp—1 >
3. Firt=1,2,...,k setze (Normierung)
1
Wy = — Uy
[lvel
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Vektorrdume Besonderheiten bei ONS und ONB

Der Hauptvorteil einer ONB liegt darin, dass man Koeffizienten in
Linearkombinationen berechnen kann, ohne ein Gleichungssystem zu IGsen.
Satz 7.22 (Besonderheiten bei ONS und ONB)
o Die Elemente eines ONS sind stets linear unabhangig.
e Seivy,...,u; eine ONB, w = aqv1 + -+ + QpUg.
Dann ist o =< w,v; >.
@ Istvy,...,vx eine ONB und w = a;yv1 + - -+ + apvg.
3 2 k 2
Dann ist |w[* = >3;_ o/
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Vektorrdaume Lineare Abbildung

Definition 7.23 (Lineare Abbildung)

Sind V- und W Vektorrdume, so heiBt eine Abbildung L : V' — W LINEAR, wenn
fiir Vektoren v1,v3 € V und a, B € R (bzw. C) stets gilt:

L(awvy + Bvg) = aL(v1) + BL(v2).

Die Menge der v e V' mit L(v) = 0 heiBt KERN von L, geschrieben Kern L.

Lineare Abbildungen haben die folgenden Eigenschaften:

Satz 7.24 (Eigenschaften linearer Abbildungen)
Es gilt:

a) Ist M : W — U eine weitere lineare Abbildung, so ist die zusammengesetzte
Abbildung M o L : V — U wieder linear.

b) Ist L :V — W bijektiv, dann ist L1 : W — V auch linear.
c) KernL ist ein Unterraum von V', das Bild von L ist ein Unterraum von W.
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Vektorrdaume Wichtige Beispiele

@ Die Abbildung

Z1

. a11T1 + Q2% + -+ + A1pnThn
2
. —>

(,E. Am1T1 + Gm2T2 + - + AmpTy
n

ist linear.

Bemerkung: Fiir m = n = 1 sind diese Abbildungen Geraden durch den
Ursprung.

@ Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt {-,-» und w € V' beliebig. Dann ist
die Abbildung
v {v,w)

laut Definition 7.4 linear.
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Matrizen

Kapitel 8 — Matrizen
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Matrizen Matrizen

Kap. 8: Matrizen

Die Kurzschreibweise von LGS fiihrt zum Begriff der Matrix.

Definition 8.1 (Matrix)

Eine (m,n)-MATRIX ist ein mn-Tupel von Zahlen, die zu einem rechteckigen
Schema aus m Zeilen und n Spalten angeordnet sind:

1,1 ay,2 T a1,n

a21 a2 2 o a2 n
= = az,k)z=1,.,.,m
k=1,....,n

Am,1 am,2 T Qm,n

Die a; ), heiBen die KOEFFIZIENTEN (oder EINTRAGE) der Matrix A.

1 0 0
0 O 0
. . . . 0 1 . . L .
0:= o : Nullmatrix E, := Einheitsmatrix
Y mxn : 0
0 -~ 0

nxn
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Matrizen Matrizen - Addition und Skalarmultiplikation

Bemerkung 8.2

Spaltenvektoren kénnen als Matrizen mit einer Spalte, Zeilenvektoren als Matrizen
mit einer Zeile betrachtet werden.

Satz 8.3 (Matrizen als Vektorraum)

Die Menge aller (m, n)-Matrizen mit reellen (bzw. komplexen) Koeffizienten wird
mit Mat(m,n) oder R™*™ (bzw. C™*™) bezeichnet. Diese Menge ist ein
Vektorraum mit den Operationen

(@i k)mxn + 05k )mxn = (@i k + bik)mxn, (k) mxn = (@ k) mxn

@ Man kann nur Matrizen gleicher Dimensionen addieren.
@ Die Nullmatrix (0),,x ist das neutrale Element der Addition.

o Fiir Matrizen A, B € Mat(m,n) bedeutet A = B, dass a; ; = b; j fiir alle
1<i<m, 1<k<ngilt.
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Matrizen Produkte von Matrizen und Vektoren

Wir schreiben eine Matrix A € Mat(m,n) haufig mit Hilfe ihrer Spaltenvektoren

a1,k
Am,k

Satz 8.4 (Produkte von Matrizen und Vektoren)

e Die Matrix A € Mat(m,n) habe die Spalten @, bis d,,. Das Produkt von A
mit dem Vektor ¥ = (x1,...,x,)" ist die Linearkombination der @; mit den
x; als Koeffizienten, also

AT = 3101 + - - + TGy

e Hat die Matrix B € Mat(n,p) die Spalten by bis gp, so hat das
Matrizenprodukt AB die Spalten Ab; bis Agp.

A. Lamacz-Keymling Héhere Mathematik | WS 23/24 143



Matrizen Matrizenprodukt
Die einzelnen Eintrage werden wie folgt berechnet:

Definition 8.5 (Matrizenprodukt)

Es seien m,n,p € N sowie A = (a;,x)mxn € Mat(m,n) und B = (bi j)nxp € Mat(n, p).

Dann ist das Matrixprodukt C' := AB € Mat(m,p) mit C = (ci,;)mxp gegeben durch

n
Ciyj = Z @i,k “Zeile i mal Spalte 5"
k=1
* bLj *
|
* ba,j *
B — [
* bg‘J‘ *
< /
e N
* * *
@il — 02 —Qi3— -+ | —| ———Cij
* * *
< /
A C=AB
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Matrizen Matrizenprodukt

Bemerkung: Die Merkregel “Zeile mal Spalte” ergibt:

@ Die i-te Zeile des Produkts AB hangt nur von der i-ten Zeile von A ab.
Insbesondere gilt:

e Istin (0,...,0,1,0,...,0) die 1 an der i-ten Stelle, so ergibt
0,...,0,1,0,...,0)B die i-te Zeile von B

o Ag; ergibt die j-te Spalte von A.

@ Mit den obigen Beobachtungen ergibt sich: Die Einheitsmatrizen sind die
neutralen Elemente des Matrixprodukts, d.h. fiir A € Mat(m,n) gilt

E.,A=AE, = A.
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Matrizen Rechenregeln

Satz 8.6 (Rechenregeln)

Gegeben seien Matrizen A, B, C so, dass die entsprechenden Matrizenprodukte
definiert sind.

a) Es gelten das Assoziativ- und das Distributiv-Gesetz:
A(BC) = (AB)C, (A+B)C=AC+ BC, AB+C)=AB+ AC.

b) Das Matrixprodukt ist nicht kommutativ.

Bemerkung: zu (b):
e Wenn A € Mat(m,n) und B € Mat(n,p), so ist AB definiert, jedoch ist BA
nur im Fall p = m definiert.

@ Selbst wenn beide Produkte AB und BA definiert sind, so sind die Matrizen
oft verschieden.
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Matrizen Bemerkung zum Matrixprodukt

@ Das Produkt mit der Nullmatrix ergibt die Nullmatrix. Aber: Aus
AB = (0),xp folgt nicht, dass A oder B eine Nullmatrix ist.

@ Ebenso gilt im allgemeinen nicht die Kiirzungsregel: aus AB = AC folgt i.a.
nicht die Gleichheit von B und C. Hierzu muss A eine Zusatzbedingung
erfiillen (siehe invertierbare Matrizen, reguldre Matrizen).

@ Wenn man das Produkt eines Vektors mit einer Zahl als Matrizenprodukt
auffassen will, muss die Zahl rechts vom Vektor stehen.
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Matrizen Matrix-Form des linearen Gleichungssystems

Satz 8.7 (Matrix-Form des linearen Gleichungssystems)

Fiir A € Mat(m,n), einen Spaltenvektor be R™ sowie einen Spaltenvektor & € R"
lisst sich das inhomogene Gleichungssystem (*) in 6.2 schreiben als

Az =b.

A heiBt die KOEFFIZIENTENMATRIX des linearen Gleichungssystems und b die
RECHTE SEITE.

@ Das lineare Gleichungssystem AZ = b ist genau dann lésbar, wenn die rechte
Seite b eine Linearkombination der Spaltenvektoren von A ist.

@ Die elementaren Umformungen (E1)—(E4) lassen sich auf die Zeilen und
Spalten der Matrix A anwenden, um eine REDUZIERTE STUFENFORM von A
zu erhalten.

@ Der RANG der Matrix A ist dasselbe wie der Rang r der reduzierten
Stufenform von A.
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Matrizen Matrix-Form des linearen Gleichungssystems

o Die Matrix A = (A,g)mx(n+1) in der Kurzform des Gleichungssystems heiBt
die ERWEITERTE KOEFFIZIENTENMATRIX. Wir haben in Satz 6.6
festgestellt, dass das inhomogene lineare Gleichungssystem genau dann Iosbar

ist, wenn ~
Rang A = Rang A.

Weitere Aussagen in Satz 6.6 erhalten nun die folgende Form:
@ RangA = m == das Gleichungssystem AZ = b ist |8sbar
@ RangA =n = das Gleichungssystem AZ = b hat héchstens eine Losung

@ RangA =m =n == das Gleichungssystem A7 = b ist fiir jede rechte
Seite b eindeutig l6sbar (universell eindeutig 16sbar)
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Matrizen Kern und Bildraum

Definition 8.8 (Kern und Bildraum)

Die Lésungsmenge des homogenen LGS A = 0 zur Matrix A € Mat(m,n) ist ein
Vektorraum. Dieser Vektorraum ist ein Untervektorraum von R™ bzw. C™ und
wird wie in Definition 7.14 mit KERN bezeichnet.

Kern A := {Z e R | AZ = 0}

Fiir eine Matrix A = (d1,...,d,) € Mat(m,n) mit Spaltenvektoren dj, heit der
Unter-Vektorraum
Bild A = Span(dy, . .., dy,)

der BILDRAUM von A. Es gilt Rang A = dim(Bild A), also mit der
Dimensionsformel
dim(Kern A) + dim(Bild A) = n. (%)

A. Lamacz-Keymling Hdhere Mathematik | WS 23/24 150



Matrizen Kern und Bildraum

Bemerkung: Hieraus folgt, dass sich der Rang einer Matrix auf zwei verschiedene
Weisen darstellen |3sst:

o r = Rang A ist die maximale Anzahl von linear unabhingigen Zeilen von A;
das bedeutet dim(Kern A) =n — r.

o r = Rang A ist die maximale Anzahl von linear unabhangigen Spalten von A;
das bedeutet dim(Bild A) = r.

Weiter gilt: es gibt eine Basis v7 bis 7, des R™ mit:
@ 7 bis 7,,_, ist eine Basis des Kerns von A
o Av,_,y1 bis A7, ist eine Basis des Bildes von A
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Matrizen

Eine weitere Operation fiir Matrizen:

Definition 8.9 (Transponierte)

Die zu
a1 ai2
az 1 2.2

Am,1 QaAm,2

TRANSPONIERTE MATRIX ist

ai1  ag;a

a a
AT: 1,2 2,2

a1,pn Aa2n

Die Adjungierte A* einer komplexen

A*

=AT=4A

Transponierte

a1,n

a2 n
€ Mat(m,n)

A, n

am,1

am,2
€ Mat(n,m).

Om,n

Matrix ist definiert durch

=T

A. Lamacz-Keymling
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Matrizen Transponierte, Adjungierte und Skalarprodukt

Satz 8.10 (Transponierte, Adjungierte und Skalarprodukt)

Sei A € Mat(m,n). Dann gibt es genau eine Matrix B € Mat(n, m), so dass fiir
alle © € R™ und i € R™ gilt

<Afag> = <fa Bg>

Esist B= AT
Eine entsprechende Aussage gilt fiir komplexe Vektorraume und B = A*.
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Matrizen Rechenregeln

Satz 8.11 (Rechenregeln)
e Addition: Fiir A, B € Mat(m,n) und Skalare o gilt
(A+B)T=AT+ BT, (@d)T= A

(A+ B)* = A* + B¥, (aA)* =aA*.

Matrixprodukt: Fiir A € Mat(m,n) und B € Mat(n,p) gilt

(AB)"=BTA" und  (AB)* = B*A*

Fiir jede Matrix A gilt (AT)T= A und (A*)* = A.

o Es gilt Rang A = Rang AT und Rang A = Rang A*.

Es ist (T,%) = §'& bzw. (1) = §/*¥ (Skalarprodukt als Matrizenprodukt).
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Matrizen Rang von Produkten

Satz 8.12 (Rang von Produkten)
Fiir alle A € Mat(m,n) und B € Mat(n,p) gilt

Rang(AB) < min{Rang A, Rang B}.
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Matrizen Inverse

Wir betrachten ab jetzt quadratische Matrizen A € Mat(n,n) (Zeilenzahl =
Spaltenzahl)

Definition 8.13 (Inverse)

Gegeben sei A € Mat(n,n). Falls es eine Matrix X € Mat(n,n) mit
AX=XA=FE,

gibt, so heiBt A INVERTIERBAR (oder REGULAR) und A~! := X heiBt die
INVERSE von A.

Satz 8.14

a) Die Matrix A € Mat(n,n) besitzt genau dann eine Inverse A~!,
wenn RangA =n gilt.

b) Falls A invertierbar ist, so ist die Inverse Al eindeutig bestimmt.

Bemerkung; Es gibt viele Matrizen A € Mat(n,n), die keine Inverse besitzen
(ndmlich alle Matrizen vom Rang r < n). Wir werden spater sehen, dass die
Bedingung det A # 0 notwendig und hinreichend fiir die Invertierbarkeit von A ist.
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Matrizen Beispiel

Beispiel
1 2 3
Bestimme die Inverse (falls moglich) zu A= (1 1 2
1 1
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Matrizen Zwei niitzliche Hilfsaussagen

Satz 8.15

e Die Umformungen (E1) - (E3) des GauB-Algorithmus lassen sich durch
Multiplikation der (erweiterten) Matrix von links mit invertierbaren Matrizen
darstellen.

e Eine wichtige Konsequenz aus Satz 8.12 ist die folgende:
Ist A € Mat(n,n) regulir, so gilt

Rang(AB) = Rang B fir alle B € Mat(n, p),
Rang(CA) = RangC fiir alle  C € Mat(p,n).
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Matrizen Losbarkeit von LGS

Satz 8.16 (Ldsbarkeit von LGS)

a) Falls A€ Mat(n,n) regulir ist, so ist das lineare Gleichungssystem A% = b
universell eindeutig I6sbar und die Losung lautet ¥ = A~1b.

b) Falls A € Mat(n,n) regulir ist, so gilt fiir Matrizen B,C € Mat(n, p) die

Kiirzungsregel
AB=AC < B=C.

c) Falls A, B € Mat(n,n) beide regulér sind, so ist auch C = AB reguldr und es
gilt
(AB)™' =B7tA7l.

d) Fiir regulire Matrizen A € Mat(n,n) gilt (A1 = (A=1)T.
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Matrizen Losbarkeit von LGS

o Die Kiirzungsregel besagt: Multiplikation beider Seiten eines linearen
Gleichungssystems mit einer reguldren Matrix ist eine
AQUIVALENZUMFORMUNG:

AT =b < MAZ = Mb, falls M € Mat(m, m) regular
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Matrizen Die Gruppe der reguldren Matrizen

Satz 8.17 (Gruppe der reguldren Matrizen)

Die reguldren (n,n)-Matrizen bilden mit der Multiplikation die GRUPPE GI(n),
das heift:

(G1) das Produkt C = AB zweier regularer (n,n)-Matrizen ist eine regulére
(n,n)-Matrix,

(G2) es gilt das Assoziativgesetz der Matrix-Multiplikation,

(G3) die Einheitsmatrix E,, ist das eindeutige “neutrale” Element der
Multiplikation, also AE,, = E,, A = A fiir jede reguldre (n,n)-Matrix,

(G4) zu jeder reguldren (n,n)-Matrix A gibt es genau eine regulire (n,n)-Matrix
X mit AX = XA=E,, namlich X = A1,

o Beachte: Das Kommutativgesetz der Multiplikation gilt in Mat(n,n) nicht.

o E-' = E,, denn E,E, = E,
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Matrizen Determinante

Definition 8.18 (Determinante)

Die DETERMINANTE ist eine Funktion, die n Vektoren (bzw. einer n x n-Matrix)
eine reelle Zahl zuordnet. Sie ldsst sich durch folgende Bedingungen
charakterisieren:

o det : R™ x --- x R® — R ist linear in jedem Faktor, d.h.
| ——
n Faktoren

det(1,. .., (al + BW), ..., 0,)
= adet(¥y,...,d,...,0,) + Bdet(vy,...,d,...,0,)
@ Die Determinante ist alternierend, d.h.
det(q_)'l,...,ﬁi,...,ﬁj7...,77n) = —det(ﬁl,...,ﬁj,...,ﬁi7...,ﬁn)
e Die Determinante ist normiert: det(éi, ..., é€,) = 1.

Diese Bedingungen legen die Determinante eindeutig fest (ohne Bewelis).

Folgerungen:
o det(¥y,..., U, ..., U,...,T) =0
o det(¥y,...,T; +aby,...,Uj,...,0,) =det(th,...,¥,...,Tj, ..., ).

Alternative Schreibweise: |A| statt det A
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Matrizen Berechnung von Determinanten

Satz 8.19 (Berechnung von Determinanten)

o Fiir eine (1,1)-Matrix A = (a) ist det A = a.
e Fiir eine (2,2)-Matrix A = (¢ 3) ist det A = ad — bc.

o Fiir eine (n,n)-Matrix A = (a; i )nxn wird det A berechnet durch die
Rekursion ( “Entwicklung nach der ersten Spalte”)

det A = Z (—1)k+1ak’1 det(Ak 1),
k=1

wobei die (n — 1,n — 1)-Matrix Ay, aus A durch Streichen der k-ten Zeile
und der ersten Spalte hervorgeht.
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Matrizen Berechnung von Determinanten

Bemerkung: Die Rekursion kann nach jeder Zeile und jeder Spalte gebildet werden
und fiihrt zum gleichen Wert:

det A = Z (—=1)7"*a; , det(A; k), Entwicklung nach der j-ten Zeile
k=1
det A = Z(—l)”eai,g det(A4; ¢), Entwicklung nach der /-ten Spalte

@
Il
—

Man beachte das Schachbrettmuster des Vorzeichenfaktors (—1)*J
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Matrizen Beispiele
Beispiele:

e Fiir (3,3)-Matrizen ergibt sich die Determinante

a b c
det | d e f|=alei— fh)—b(di— fg)+ c(dh — eg)
g h i

auch mit der MERKREGEL VON SARRUS

b ¢ b
\ X X /
f
/ X >< \
h i h

/ VAN \ AN
—ceg —afh —bdi  +aei +bfg +cdh

Achtung! Die Sarrus-Regel kann nur bei 3 x 3-Matrizen angewendet werden!
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Matrizen Determinantenberechnung mit dem GauB-Algorithmus

1 -1 2 3

.. 5 2 0 O| <«— Entw.n.d. 2. Zeile
e Fir A= 3 1 0 4
6 7 -2 6

ist det A= —5det A271 + 2det A2)2 =-5-30+2-2=—146.

Die Berechnung von det A erfolgt bei groBeren Matrizen mit dem
GauB-Algorithmus:

8.20 (Determinantenberechnung mit dem GauB-Algorithmus)

Gegeben sei A € Mat(n,n).

a) Vertauschen zweier Zeilen oder Spalten von A (Umformungen E1 und E4)
dndert det A um den Faktor —1.

b) Addition eines Vielfachen der i-ten Zeile zur j-ten Zeile (mit i # j) dndert
det A nicht (Umformung E3). Dasselbe gilt fiir die entsprechende
Umformung fiir die Spalten.

c) Multiplikation einer Zeile (oder Spalte) von A mit einer Zahl o dndert die
Determinante um diesen Faktor o (Umformung E2).
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Matrizen Determinante oberer Dreiecksmatrizen

Vorgehen

Bestimmung von det A: Man bringt A auf reduzierte Stufenform und merkt sich
in jedem Schritt, wie sich die Determinante dndert.

Es muss also nur noch die Determinante einer reduzierten Stufenform bestimmt
werden. Man nennt eine Matrix der Form

ai1 ai2 aisz - ain
0 a2 a3 -+ ag,
A= : : , also a;, =0 fir 7>k,
. - Ap—1,n
0 .- .- 0 Unom

eine OBERE DREIECKSMATRIX.

Satz 8.21 (Determinante oberer Dreiecksmatrizen)

Fiir eine obere Dreiecksmatrix A € Mat(n,n) ist det A das Produkt der
Diagonal-Elemente, also

det A = @1,102,2 " Qnn-
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Matrizen Determinante oberer Dreiecksmatrizen

1 -1 2 3
Beispiel: Erneute Berechnung der Determinante von A = g ? 8 2

6 7 -2 6

1 -1 2 3 tausche GI.1 und GI.2

5 2 0 0 dividiere GIl.2 durch 5

3 1 0 4

6 7T =2 6

1 -1 2 3 subtrahiere GI.1

3 1 0 4 subtrahiere 3*Gl.1

6 7T =2 6 subtrahiere 6*Gl.1

I 2 0 0

0 —% 2 3 tausche GIl.2 und GI.3

0 —f 0 4  multipliziere GI.3 mit -5

0o B 2 &
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Matrizen Determinante oberer Dreiecksmatrizen

12 0 0

0 0 —20

0 —% 2 3 addiere %*GI.2
0 % -2 6 subtrahiere %*GIQ
I 2 0 0

0 1 0 -20

0 0 —25

0 0 -2 98 addiere GI.3

I 2 o0 0

0 1 0 -20

0 0 2 =25

0 0 0 73

Mit 2 Vertauschungen und den Multiplikationen ergibt sich

1
det A= (-1)%-5- (_3) 146 = —146.
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Matrizen Weitere Regeln zur Determinatenberechnung

Satz 8.22 (Weitere Regeln zur Determinatenberechnung)

e Enthilt A eine Nullzeile (oder Nullspalte), so ist det A = 0 (klar durch
reduzierte Stufenform). Insbesondere gilt fiir eine (n,n)-Matrix A:
det A #0 < RangA = n.

o Falls eine Zeile (oder Spalte) von A das Vielfache einer anderen Zeile (bzw.
Spalte) ist, so ist det A = 0.

o Es gelten die Rechenregeln

1
det AT=det A,  detA™!= T (falls det A #0),

und der MULTIPLIKATIONSSATZ
det(AB) =det A det B und det(ad) = o™ det A

Achtung: Es gibt keine Regel fiir det(A + B).

e Fiirn =2 und n = 3 gilt: Der Absolutbetrag von det A ist der Flicheninhalt
des Parallelogramms bzw. das Volumen des Spats, das von den
Spaltenvektoren von A aufgespannt wird. Dies besitzt eine
Verallgemeinerung auf n-dimensionale Kérper.
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Matrizen

Wir kdnnen nun die folgenden Aussagen zur Losbarkeit des linearen
Gleichungssystems A% = b mit einer (n,n)-Matrix A formulieren.

Satz 8.23 (Charakterisierung reguldrer Matrizen)
Fiir A € Mat(n,n) sind folgende Aussagen adquivalent:
(i) A ist regular.
Rang A = n.
det A # 0.
Das homogene LGS A% = 0 hat als einzige Lésung & = 0.

Das LGS A% = b ist universell eindeutig Iosbar.

ai,.-.,a, sind linear unabhangig.

)
)
)

(v)

(v) dimspan(ds,...,d,) = n.
)
) di,-..,0d, sind Basis des R™.
)

Alle Eigenwerte von A sind ungleich Null (spater).

Charakterisierung reguldrer Matrizen
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Matrizen Cramersche Regel

Fiir kleine Matrizen und weitere Anwendungen ist die folgende Regel wichtig.

Satz 8.24 (Cramersche Regel)

Die Matrix A € Mat(n,n) sei reguldr. Die Komponenten des eindeutigen
Lésungsvektors ' von AX = b haben die Darstellung

o4
T det A

a1 o @11 b1 a4 -0 ain
det : :

ap1 - Qp,j—1 bn Qp,j4+1 " Qn,n
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Matrizen Adjunktenform der Inversen

Mit der Cramerschen Regel kann man auch eine Darstellung fiir die Inverse von A
erhalten.

Satz 8.25 (Adjunktenform der Inversen)
Die Inverse einer reguldren Matrix A hat die Form

1

= derd (P nxn

mit Qj g = (—1)j+k det Ak’j.
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Matrizen Adjunktenform der Inversen

Beispiel zur Cramerschen Regel:

Loce (L 2\ (7
05634£C78.

Mbéglichkeit 1: Es ist det <1 2

3 4) = —2, also nach der Cramerschen Regel

17
det (3 8) 13

n= 6 me T =g

—1
2 1 4 =2 .
) == (3 1 ) und damit

L1 (4 =2\ (1) (-6

=5\ 1) \8) T e

—1
1 _

Allgemein: (CCL b) = ( d ab>, falls ad — be # 0; sonst ist die

Matrix nicht invertierbar.
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Lineare Abbildungen

Kapitel 9 — Lineare Abbildungen

A. Lamacz-Keymling Héhere Mathematik | WS 23/24 175



Lineare Abbildungen Lineare Abbildung

Kap. 9: Lineare Abbildungen

Die wichtigste Klasse von Funktionen zwischen Vektorraumen sind die LINEAREN
ABBILDUNGEN. Wir wiederholen daher Definition 7.23:

Definition 9.1 (Lineare Abbildung)

Eine Funktion f : V. — W zwischen Vektorrdumen V' und W heifit LINEAR, wenn
fiir alle v1,vo € V und alle Skalare o, 3 gilt

flavy + Bua) = af(v1) + Bf(v2).
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Lineare Abbildungen Linearitdt und Basen

Satz 9.2 (Linearitadt und Basen)

Gegeben seien Vektorrdume V. und W sowie eine Basis vy, ...,v, von V. Jede
lineare Abbildung f : V' — W ist durch die Bilder der Basiselemente f(uvy) € W,
1 < k < n, eindeutig festgelegt.

Begriindung: Fiir einen beliebigen Vektor x € V' mit der eindeutigen Darstellung

n
xTr = Z AL UE
k=1

gilt aufgrund der Linearitat von f:

flz) = Z o f (k).
k=1
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Lineare Abbildungen Matrixdarstellung linearer Abbildungen

Definition 9.3 (Matrixdarstellung linearer Abbildungen)

Sei vy, ...,v, eine Basis von V und wy, ..., w,, eine Basis von W .
Sei f : V. — W eine lineare Abbildung.

o Fiir die Bilder f(vy) existiert eine eindeutige Darstellung
fug) = Brpwr + -+ + B kW
mit Skalaren B;, 1 <i<m, 1 <k <n.

o Die Matrix

Bii 0 Bin
A= : z
/Bm,l o ﬂm,n

heiBt die DARSTELLUNGSMATRIX der linearen Abbildung f bzgl. der
gegebenen Basen von V. und W,

@ Besitzt x € V' den Koordinatenvektor @ € R™ (oder C™) bzgl. der Basis
V1,...,0, von 'V, so ist b = Ad der Koordinatenvektor von f(x) bzgl. der
Basis wy, ..., w,, von W.
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Lineare Abbildungen Eigenschaften der Darstellungsmatrix

Wie lassen sich Eigenschaften von f durch Eigenschaften der Darstellungsmatrix

ausdriicken?

Satz 9.4 (Eigenschaften der Darstellungsmatrix)

Gegeben seien Vektorrdume V. und W der Dimensionen dimV = n, dimW = m.
Die lineare Abbildung f : V' — W habe die Darstellungsmatrix A € Mat(m,n)

bzgl. gegebener Basen von V- und W. Dann gilt:

@ Der Bildraum Bild(f) = {f(¥) | ¥ € V'} ist ein Unter-Vektorraum von W der
Dimension dim(Bild(f)) = Rang A.

o f ist genau dann surjektiv, wenn Rang A = m gilt.
o f ist genau dann injektiv, wenn Rang A = n gilt.

o f ist genau dann bijektiv, wenn m = n und Rang A = n gilt. (Dies ist
dquivalent zu det A # 0.)
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Lineare Abbildungen Basiswechsel

Wir betrachten ab jetzt lineare Abbildungen f:V — V und V = R"™ oder C". Im
Definitions- und im Wertebereich verwenden wir die gleiche Basis 1, ..., v, zur
Bestimmung der Matrixdarstellung von f.

Satz 9.5 (Basiswechsel)

Gegeben sei eine lineare Abbildung f : V — V (mit V = R™ oder C™) sowie die
Darstellungsmatrix A € Mat(n,n) von f bzgl. der Basis ¢4, ..., U, (sowohl im
Definitions- als auch im Wertebereich). Dann gilt:

e die Darstellungsmatrix von f bzgl. einer weiteren Basis w1, ...,wW, vonV ist

gegeben durch
B =S"1AS.

Hierbei ist S € Mat(n,n) die reguldre Matrix, deren Spaltenvektor
Sk = (S1ky-- - sn,k)T der Koordinatenvektor von Wy, bzgl. der Basis
U1, ..., Uy, Ist, also

Wy, = Sl,kﬁl + e+ Sn,kﬁna I<k<n

Die Darstellungsmatrizen A und B = S~'AS heiBen AHNLICH.
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Lineare Abbildungen Basiswechsel

Bemerkung: Ahnliche Matrizen haben den gleichen Rang und dieselbe
Determinante:

Rang(S™'AS) = Rang(AS) = Rang A,
weil die Multiplikation mit reguliren Matrizen (hier S bzw. S~1) den Rang nicht
verandert. Mit dem Multiplikationssatz aus Satz 8.22 folgt

1
det(S7'AS) = det S7! det A det S = It S det A det S = det A.
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Lineare Abbildungen Basiswechsel

Motivation fiir die Eigenvektoren

Eine schone Interpretation vieler linearer Abbildungen f erhalt man dadurch, dass
man durch geschickte Wahl der Basis eine DIAGONALMATRIX

N0 - 0

B = 0 I , also b; ), =0 fiir ¢ # k,
N
0 -~ 0 M\,

als Darstellungsmatrix erhalt. Dann l3sst f die Richtung der Basisvektoren @ (bis
auf Umkehrung fiir A\;, < 0) unverdndert. Dadurch erhélt man eine geometrische
Interpretation von f.
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Lineare Abbildungen Eigenwert, Eigenvektor

Definition 9.6 (Eigenwert, Eigenvektor)

Gegeben sei eine lineare Abbildung f : V — V. Ein Vektor 7€ V, G # 0 heiBt
EIGENVEKTOR (kurz: EV) von f, wenn es ein Skalar X gibt mit

Das Skalar X heiBt dann der EIGENWERT (kurz EW) zum EIGENVEKTOR ¥ # 0.

v
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Lineare Abbildungen Berechnung von EW und EV

Die Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren erfolgt iiber eine
Matrix-Darstellung von f in zwei Schritten.

Satz 9.7 (Berechnung von EW und EV)

Gegeben sei eine lineare Abbildung f : V' — V sowie eine Basis vy, ...,v, von V
(also dimV = n).

@ Das Skalar \ ist genau dann ein Eigenwert von f, wenn fiir die
Darstellungsmatrix A € Mat(n,n) von f gilt

det(A — AE,) = 0. (+)

o Zu einem Eigenwert \ ist Kern(A — AE,,) der Unter-Vektorraum der
Koordinatenvektoren aller Eigenvektoren von f zum Eigenwert A (sowie
zusatzlich 0):

Vi = {Fe V| f(F) = A7)

= {gﬁ’e Vi]Zd= Z Ty, (o1,...,a,) € Kern(A — )\En)} :
k=1
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Lineare Abbildungen Berechnung von EW und EV

Bemerkung:

@ Im ersten Schritt bestimmt man alle Eigenwerte von f, indem man alle
Nullstellen des CHARAKTERISTISCHEN POLYNOMS

pa(N) = det(A — AE,,)

der Darstellungsmatrix A berechnet. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra
gibt es (in C) genau n Eigenwerte unter Beriicksichtigung der Vielfachheit
my der Nullstelle X. Die Zahl m) heiBt die ALGEBRAISCHE VIELFACHHEIT
des Eigenwerts \.

@ Im zweiten Schritt berechnet man zu jedem Eigenwert \ eine Basis von
Kern(A — AE,,) durch Losen des homogenen LGS

(A—\E,)Z = 0.
Wegen det(A — AE,,) = 0 gibt es nicht-triviale Losungen. Die Zahl
my = dim(Kern(A — AE,,)) = n — Rang(A — \E},)
nennt man die GEOMETRISCHE VIELFACHHEIT des Eigenwerts \.

o Es gilt stets ) < my. (0.B.)
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Lineare Abbildungen Lemma

Weitere Eigenschaften des charakteristschen Polynoms
(i) Die Summe der Eigenwerte ist die SPUR der Matrix A: der Koeffizient von
(=1)"IA"~ L ist gleich spur A := X" | a;;.
(ii) Das Produkt der Eigenwerte ist die Determinate von A, daher ist eine Matrix
genau dann invertierbar, wenn Null kein Eigenwert ist.

(iii) Die Eigenwerte der inversen Matrix sind die Inversen der Eigenwerte.
(iv) Fiir eine 2 x 2-Matrix ist stets p(\) = A> —spur A - X + det A.

(v) Allgemein ist bei einer n x n-Matrix A

p(A) = (=1)"A" + (=1)"tspur AN""! ... 4 det A
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Lineare Abbildungen Lemma

Satz 9.8 (Eigenwerte und Basiswechsel)

Die Eigenwerte und Eigenvektoren der linearen Abbildung f : V — V hidngen
nicht von der gewahlten Basis von V' ab, insbesondere gilt fiir zwei dhnliche
Matrizen A und B = S'AS (mit regulirer Matrix S) die Identitit

pa(A) = p(A).

Fiir die Koordinatenvektoren gilt: Ist d der Koordinatenvektor des Eigenvektors v
zu der Basis, die die Darstellungsmatrix A von f definiert, so ist b=S"1G der
Koordinatenvektor desselben Eigenvektors v zu der Basis, die die
Darstellungsmatrix B = S~'AS definiert (siehe Basiswechsel 9.5).
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Lineare Abbildungen diagonalisierbar

Die anfangs erwahnte “schone” Darstellung einer linearen Abbildung durch eine
Diagonalmatrix kann nur dann erzielt werden, wenn die folgende Eigenschaft gilt.

Definition 9.9 (diagonalisierbar)

Eine lineare Abbildung f : V — V (mit dimV = n) heilt DIAGONALISIERBAR,
wenn es eine Basis von Eigenvektoren vy, .. .,v, von f gibt.

Dann gilt:

@ Die Darstellungsmatrix bzgl. der Basis der Eigenvektoren ist die Diagonalmatrix der
Eigenwerte

@ Die Darstellungsmatrix A bzgl. irgendeiner Basis W1, ..., W, ist dhnlich zu dieser
Diagonalmatrix, d.h. es gibt eine regulire Matrix S mit S™1AS = J.

@ Die hierzu dquivalente Beziehung AS = SJ driickt aus, dass die Spalten von S die
Eigenvektoren der Matrix A mit zugehorigen Eigenwerten A1, ..., A\, sind.
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Lineare Abbildungen Kriterien fiir Diagonalisierbarkeit

Wir behandeln zwei Fille, in denen die Diagonalisierbarkeit vorliegt.

Satz 9.10 (Kriterium fiir Diagonalisierbarkeit)

Gegeben sei eine lineare Abbildung f : V' — V' mit dimV = n. Besitzt f
paarweise verschiedene Eigenwerte \1, ..., \,, so ist f diagonalisierbar.

Als Beweis dient die folgende Aussage:

Satz 9.11 (lineare Unabhingigkeit der Eigenvektoren)

Eigenvektoren vy, ..., Uy einer linearen Abbildung f : V — V zu paarweise
verschiedenen Eigenwerten \1,. .., \; sind linear unabhingig.
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Lineare Abbildungen Ein weiteres Kriterium
Eine Erweiterung von Satz 9.11 ergibt die folgende Aussage.

Satz 9.12 (Ein weiteres Kriterium)

Die lineare Abbildung f : V — V (mit dimV = n) ist genau dann
diagonalisierbar, wenn fiir jeden Eigenwert )\ von f die algebraische Vielfachheit
und die geometrische Vielfachheit iibereinstimmen, wenn also my = m) gilt.

Eine Basis von Eigenvektoren von f erhdlt man, indem man fiir jeden Eigenraum
V) eine Basis aus m, Vektoren bestimmt. Die Gesamtheit dieser Vektoren ist
dann eine Basis des Vektorraums V.
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Lineare Abbildungen symmetrische und hermitesche Matrizen

Die zweite Klasse diagonalisierbarer Matrizen tritt in vielen Anwendungen auf.

Definition 9.13 (symmetrische und hermitesche Matrizen)

o Eine reelle n x n-Matrix A heiBt SYMMETRISCH, wenn AT = A gilt.

o Eine komplexe n x n-Matrix A heiBt HERMITESCH, wenn A* = A gilt.
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Lineare Abbildungen Diagonalisierbarkeit symmetrischer und hermitescher Matrizen

Satz 9.14 (Diagonalisierbarkeit symmetrischer und hermitescher Matrizen)

Sei A eine reell-symmetrische oder einer komplex-hermitesche n x n-Matrix. Dann
gilt:

o Alle Eigenwerte von A sind reell und A ist diagonalisierbar.

o Es existiert eine Orthonormalbasis vy, . . ., U, von Eigenvektoren von A.

Das bedeutet, dass A eine Darstellung
A=UDU"  bzw. A=UDU*

mit einer reellen Diagonalmatrix D und einer orthogonalen bzw. unitdren Matrix
U hat.

ORTHOGONAL bzw. UNITAR nennt man Matrizen U, deren Spalten eine ONB
bilden. Fiir solche Matrizen gilt, dass

U'=U"" bzw. U*=U""!

ist. Dieses wird in Kapitel 10 genauer behandelt.
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Lineare Abbildungen weitere Eigenschaften

Zur Berechnung der Eigenvektoren und zur Probe sind die folgenden Aussagen
hilfreich, die eine Verscharfung von Satz 9.14 darstellen:

Satz 9.15 (Weitere Eigenschaften)
(a) Eigenvektoren Uy, ..., Ty einer reell-symmetrischen (oder hermiteschen)
Matrix zu paarweise verschiedenen Eigenwerten sind paarweise orthogonal.

(b) Fiir einen Eigenwert X einer reell-symmetrischen (oder hermiteschen) Matrix
A € Mat(n,n) bezeichne m) die algebraische Vielfachheit (als Nullstelle des
charakteristischen Polynoms). Dann gilt

dim(Kern(A — \E,,)) = m,

d.h. die algebraische und die geometrische Vielfachheit des Eigenwerts
stimmen (iberein.
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Lineare Abbildungen Entwicklungssatz
Zusammenfassend erhalten wir die folgende Aussage.

Satz 9.16 (Entwicklungssatz)

Sei A eine symmetrische oder hermitesche Matrix mit einer ONB aus
Eigenvektoren v bis v,.

Dann lasst sich jeder Vektor des R™ (C™) nach ¥y bis ¥, ENTWICKEN:

n
Z 2,0 > T
Weiter gilt mit den Eigenwerten A1 bis A,
n
Z < & > U
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Lineare Abbildungen Der Vektorraum der linearen Abbildungen

Es folgen erganzende Aussagen zu linearen Abbildungen.

Satz 9.17 (Der Vektorraum der linearen Abbildungen)
Gegeben seien Vektorrdume V. und W. Die Menge aller linearen Abbildungen

LV,W) ={f:V —> W | f ist linear}

ist ein Vektorraum. (Die Addition f + g und die Multiplikation mit Skalaren «f ist
wie iblich bei Funktionen definiert.)
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Lineare Abbildungen Verkettung linearer Abbildungen

Satz 9.18 (Verkettung linearer Abbildungen)

Es seien U, V, W Vektorraume und f : U — V sowie g : V. — W lineare
Abbildungen. Dann ist auch die Hintereinanderausfiihrung

gof:U—W, go f(d)=g(f(a))

linear.
Weiterhin seild = iy, ...,u, eine Basis von U, V = vy,...,",, eine Basis von V'
sowie W = 0y, ..., W, eine Basis von W. Mit den Darstellungsmatrizen

A € Mat(m,n) von f (bzgl. U,V) und B € Mat(p, m) von g (bzgl. V, W) ist dann
C =BA

die Darstellungsmatrix von g o f bzgl. der Basen U, V.
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Lineare Abbildungen Der Ring der linearen Abbildungen

Als “Multiplikation” auf dem Vektorraum L(V, V') der Endomorphismen (=lineare
Abbildungen von V nach V) verwenden wir die Hintereinanderausfiihrung. Dann

gilt:

Satz 9.19 (Der Ring der linearen Abbildungen)
Der Vektorraum L(V,V) ist ein RING, d.h.
o Die Hintereinanderausfiihrung erfiillt das Assoziativ- und Distributivgesetz.

@ Das neutrale Element dieser Multiplikation ist die Einheitsmatrix F,, .
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Spezielle Matrizen und Abbildungen

Kapitel 10 — Spezielle Matrizen und Abbildungen
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Spezielle Matrizen und Abbildungen Definition: orthogonale und unitdre Matrizen

Interessant sind lineare Abbildungen, die die Lange von Vektoren nicht verandern.
Wichtige Beispiele sind Drehungen und Spiegelungen.

Definition 10.1 (Matrix)

o Eine (quadratische) reelle Matrix heiBt ORTHOGONAL, falls AT= A~1 ist.
o Eine (quadratische) komplexe Matrix heiBt UNITAR, falls A* = A1 ist.

Aquivalent ist

Satz 10.2 (Eigenschaften orthogonaler Matrizen)
(i) A ist orthogonal.

(i) AT=A"1

(iii) Die Spalten von A bilden eine ONB.

(iv) Die Zeilen von A bilden eine ONB.

(v) Fiir v, W e R™ gilt < 0,4 >=< Av, AW >.

(vi) Fiir v e R™ gilt |Ad| = ||7].
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Spezielle Matrizen und Abbildungen Weitere Eigenschaften

Satz 10.3 (Weitere Eigenschaften)

Sei A orthogonal.
o Fiir v, gilt < (U, W) =< (AU, AW)
o Die Determinante von A ist +1
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Spezielle Matrizen und Abbildungen Orthogonale Projektionen

Satz 10.4 (Orthogonale Projektionen)

Eine ORTHOGONALE PROJEKTION P ist dadurch gekennzeichnet, dass gilt
P?2— P und P = P

@
Spezialfall:
Projektion auf eine Hyperebene.
7i ist ein Vektor mit 7] = 1, der senk-
= . recht auf der Hyperebene steht.
0 4 PP=7- <%,7i>=(E— i)
E Die Matrix ist also A = E — i .

Die allgemeine Form einer orthogonalen Projektion ist wie folgt:

Sei 7 bis U,, eine ONB, so dass v bis ¥}, Basis eines Unterraums U ist.
Dann ist die orthogonale Projektion auf U gegeben durch
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Spiegelungen

Spezielle Matrizen und Abbildungen

Satz 10.5 (Spiegelungen)

i
Verdoppelt man die Strecke auf
den Projektionspunkt, so sieht
man die Form der Spiegelungs-
] Pz matrix an einer Hyperebene:
= Sz = (E — 277 )&
S =E —2iii"
Sz

Mit denselben Voraussetzungen wie bei der Projektion ist die allgemeine Form

n

k n k
> . e I - ST\ =
J:—Z > U — Z < Z,U; > U; = (ZUUJ Z UJU)QL‘
j=1 j=k+1 j=1 j=k+1
WS 23/24
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Spezielle Matrizen und Abbildungen Drehungen

Satz 10.6 (Drehungen)

Drehungen um den Winkel o im R? haben die Matrixdarstellung
A_ (cosa — sin o
~ \sina cosa

Drehmatrizen sind orthogonal.

COSs & o
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Spezielle Matrizen und Abbildungen Scherungen

Satz 10.7 (Scherungen)

Lineare Abbildungen, bei denen die geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts
kleiner als die algebraische ist, sind SCHERUNGEN.

Beispiele fiir Scherungen:

A

A1 A2 A3
1 05 0 1 05 0
A1 = E3 A2 = 0 1 0 und A3 = 0 1 0.3
0 0 1 0 0 1
1 0 05
Die Skizzen wurden mit der Projektionsmatrix P = | 0 1 0.3 | erstellt.
0 0 O
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Kapitel 11 — Folgen und Reihen
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Folgen und Reihen Definition: Zahlenfolge

Definition 11.1 (Zahlenfolge)

Eine Funktion
a:N—>R (oder C)

heiBt reelle (oder komplexe) ZAHLENFOLGE. Man nennt a,, = a(n) das n-te
FOLGENGLIED und schreibt kurz (ay,)nen oder (ay,).

@ Ebenso sind (ay)nen, oder (an)nsn, mit festem ng € Z Zahlenfolgen.

o Eine TEILFOLGE entsteht, indem man (endlich oder unendlich viele)
Folgenglieder wegladsst, wobei noch unendlich viele Glieder tibrigbleiben
miissen: Fiir natiirliche Zahlen 1 < ny <ng <ng < --- ist

(an, )ken eine Teilfolge von (ap)nen-
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Folgen und Reihen Definition: Zahlenfolge

@ Spiter behandeln wir auch Folgen von Vektoren (i, )nen mit @, € R?, Folgen
von Matrizen (A4;,)nen mit A,, € Mat(p, ¢) oder Funktionenfolgen (f,,)nen
mit f, : [a,0] — R.

3 . 3 f—
2 . 2 —
14 . . 14 — —
T T T T T S T T T T T T T T T T >
1 1 2 3 5 7 8 9N 1 1 2 3 4 5 6 7 8 9N
—24 . 2] —
ag ar
az ag ag ag as as ay
\ \ | 1] \ \
T T T T T T
—2 —1 0 1 2 3
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Folgen und Reihen Konvergenz, Grenzwert

Definition 11.2 (Konvergenz, Grenzwert)
Eine Zahlenfolge (ay)nen heiBt KONVERGENT, wenn es eine Zahl a € R (oder C)
mit der folgenden Eigenschaft gibt: zu jedem e > 0 gibt es ein ng € N, so dass fiir
alle n = ng die Ungleichung

la, —al <€

gilt. Dann heiBt a der GRENZWERT der Folge (ay,)nen, die Folge "KONVERGIERT
GEGEN a” und wir schreiben

lim a, =a oder a, — a
n—o0

Ist die Zahlenfolge (ay,)nen nicht konvergent, so heiit sie DIVERGENT.

a—+e
a
a—¢€

T -—

T T 7T
123 20 N
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Folgen und Reihen
Einfache Hilfsmittel zur Berechnung von Grenzwerten:
Satz 11.3 (Grenzwertsatz)

Die Zahlenfolgen (an)nen und (by,)nen Seien konvergent, und a = lim a,, sowie

n—0o0

b = lim b, seien die Grenzwerte. Dann gilt:
n—o0

a) (an + by)nen ist konvergent und lim (a,, + b,) = a + b.
n—o0
b) Fiir beliebiges o € C ist (aap)nen konvergent und lim (aay,) = aa.
n—0o0

) (@p by)nen ist konvergent und 11120(% bn) = ab.
n—

d) Sind alle b, # 0 und gilt b # 0, so ist (?’) konvergent und
neN

n

i (07%% a
11m — = =

Grenzwertsatz
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Folgen und Reihen Nullfolge, bestimmte Divergenz

Definition 11.4 (Nullfolge)

a) Eine konvergente Folge (ap,)neny mit lim a, = 0 heift NULLFOLGE.
n—0o0

b) an — 0 < |a,| =0

c) Eine reelle Zahlenfolge heift BESTIMMT DIVERGENT GEGEN oo (bzw. gegen
—0), wenn fiir jedes r > 0 ein ng € N existiert, so dass fiir alle n = nq die
Ungleichung

an > (bzw. a,, < —r)

gilt. Dann heiBt co ( bzw. —0 ) der UNEIGENTLICHE GRENZWERT der
Folge und wir schreiben

lim a, = ( bzw. lim a, = —0) oder a, — to0.
n—0o0 n—0o0

Bemerkung:

@ (ay)nen konvergiert gegen a genau dann, wenn (a,, — a)nen eine Nullfolge ist.

.. . 1
@ a, —> w0 <= Firn>=ngista, >0und — — 0.
an,

A. Lamacz-Keymling Héhere Mathematik | WS 23/24 210




Folgen und Reihen Konvergenz und Ordnung

Satz 11.5 (Konvergenz und Ordnung)

a) Sei lim a, = a und lim b, = b. Falls es ein ng € N mit a,, < by, fiir alle

n—o0 n—0o0

n = ng gibt, so ist auch a < b.

b) Gegeben seien drei reelle Zahlenfolgen (ay,), (b,) und (c,) und es gelte

lim a, = lim ¢, = s. Falls es ein nyg € N mit
n—o0 n—o0

a, <b, <c, fir alle n = ng

gibt, so ist auch (b,) konvergent und lim b, = s.
n—0o0

Bemerkung: Kriterium (b) heiBt EINSCHLIESSUNGSKRITERIUM oder
SANDWICH-LEMMA.
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Folgen und Reihen Wichtige Beispiele

Beispiel 11.6
a) («/n +1-— \/ﬁ) neN konvergiert gegen 0.
b) ({/n),cn konvergiert gegen 1.

c) Fiir jedes ¢ > 0 konvergiert ({/c), . gegen 1.

d) Fiir jedes feste ¢ € N konvergiert (W) , gegen 1 (folgt aus b) und dem
ne

Grenzwertsatz).

e) Die Folge (2")neny mit z € C und |z| < 1 ist eine Nullfolge.

Hilfreich ist die folgende Wachstumshierarchie. Weiter rechts stehende Folgen
gehen schneller gegen Unendlich als linksstehende. Dabei sei @ > 0 und ¢ > 1.

1 Inn n® q" n! n"
7
Beispiel: nlgrgc on = 0.
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Folgen und Reihen Wichtige Beispiele

Wichtiges Hilfsmittel ist die STIRLING-FORMEL

n! ~ (ﬁ) 2mn
e

@ Der Quotient der beiden Terme hat den Grenzwert 1.

o Die Differenz geht gegen Unendlich. Es gibt noch weit genauere
Abschatzungen.
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Folgen und Reihen Satz

Zur Klarstellung dient der folgende Satz.

Satz 11.7

Die Folge (ay,)nen sei konvergent.
a) Der Grenzwert a von (a,)nen ist eindeutig bestimmt.
b) Jede Teilfolge (an, )ren ist konvergent und hat denselben Grenzwert a.

Ein wichtiger Begriff im Zusammenhang mit Teilfolgen:

Definition 11.8 (Haufungswert)

Die Zahl b heiBt ein HAUFUNGSWERT der Folge (an)nen, wenn es eine
konvergente Teilfolge (an, )ren mit Grenzwert b gibt, d.h.

lim a,, =b.
k—0
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Folgen und Reihen Satz

Beispiele
/

AWAWA
VRVAYAY

Die durch a,, = sin 2n definierte Folge hat jedes x € [—1,1] als Haufungswert.

A

N

Bei einer konvergenten Folge ist der Grenzwert der einzige Haufungswert.
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Folgen und Reihen beschrinkte und monotone Folge

Definition 11.9 (beschrinkte und monotone Folge)

a) Eine Folge (ay)nen heiBt BESCHRANKT, wenn es ein r > 0 gibt mit |a,| < r
fiir alle n € N.

b) Eine reelle Zahlenfolge (ay)nen heiBt

e MONOTON WACHSEND, wenn a1 = a, fir allen € N gilt,
e MONOTON FALLEND, wenn a1 < a, fiir allen e N gilt,

e MONOTON, wenn sie monoton wachsend oder monoton fallend ist.
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Folgen und Reihen Monotoniekriterium / Satz von Bolzano und WeierstraB

Neben Satz 11.3 lautet das wichtigste "Konvergenz-Kriterium” wie folgt:

Satz 11.10 (Monotoniekriterium)

Jede monotone und beschrankte reelle Zahlenfolge ist konvergent.

Bemerkung: Eine andere Formulierung, die auch fiir komplexe Zahlenfolgen giiltig
ist, lautet:

Satz 11.11 (Satz von Bolzano und WeierstraB)

Jede beschrinkte Folge (in R oder C) besitzt eine konvergente Teilfolge.

Genauer: Ist die Folge (a,)nen beschrinkt, so existiert eine Teilfolge (an, )xen und
eine Zahl b mit

lim a,, =b.
k—N
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Folgen und Reihen Intervallschachtelung

Satz 11.12 (Intervallschachtelung)

Gegeben seien eine monoton wachsende reelle Zahlenfolge (ay,)nen und eine
monoton fallende reelle Zahlenfolge (b, )nen. Es gelte

(i) an < b, fir alle n € N und

(i) lm (b, —a,) = 0.

n—o0

Man sagt, dass die abgeschlossenen Intervalle [an,,b,] S [an—1,bn—1] eine
INTERVALLSCHACHTELUNG definieren. Dann enthalt der Durchschnitt

ﬂ [am bn]

n=1
genau eine reelle Zahl s, ndmlich

s = lim a, = lim b,.
n—0o0 n—0o0
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Folgen und Reihen Beispiel: die Eulersche Zahl e

Beispiel 11.13 (Eulersche Zahl ¢)

Die Eulersche Zahl e = 2.71828182845904... kann wie folgt definiert werden:
Wir betrachten die Folgen (an)nen und (by)nen mit den Folgengliedern

1 n 1 n+1

1. Die Folge (ayn)nen ist monoton wachsend.

Dann gilt:

2. Die Folge (bn)nen ist monoton fallend.

3. Esist b, —a, =0 und lim (b, — a,) = 0.

n—0o0

4. Das Prinzip der Intervallschachtelung ergibt:

lim a, = lim b, =:e.
n—o0 n—o0
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Folgen und Reihen

Zahlenwerte:

A. Lamacz-Keymling

n Qp

“sehr langsame Konvergenz" gegen e

bn

Beispiel: die Eulersche Zahl e

1 2
10 2.59374246010000
100 2.70481382942153
1000  2.71692393223559
1000000 2.71826823719230

Héhere Mathematik |

4
2.85311670611000
2.73186196771574
2.71964085616783
2.71828318737622
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Folgen und Reihen Limes superior und Limes inferior

Definition 11.14 (Limes superior und Limes inferior)
Gegeben sei eine reelle Zahlenfolge (ay,)nen-

o Falls (an)nen beschrankt ist, sind der gréBte Hiufungswert (LIMES
SUPERIOR)

lim sup a,, := max{b|b ist Hiufungswert von (a)nen}
n—00

und der kleinste Hiufungswert (LIMES INFERIOR)

lim inf a,, := min{b|b ist Hiufungswert von (a,)nen}
n—0o0

definiert.

@ Falls (an)nen nicht nach oben beschrankt ist (d.h. zu jedem r > O existiert
ein n € N mit a,, > r), so setzen wir limsup a,, := 0.

n—o0
Falls (ay,)nen nicht nach unten beschrinkt ist (d.h. zu jedem r > O existiert
einn € N mit a,, < —r), so setzen wir liminf a,, := —c0.
n— 00
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Folgen und Reihen Aus konvergent folgt beschrankt

Als partielle Umkehrung des Satzes von Bolzano-WeierstraB geben wir noch
folgendes Resultat an:

Satz 11.15 (Aus konvergent folgt beschrankt)

Jede konvergente Folge (ay,)nen ist beschrankt.
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Folgen und Reihen Cauchy-Kriterium

Als wichtiges (abstraktes) Konvergenz-Kriterium dient:

Satz 11.16 (Cauchy-Kriterium)

Eine Folge (ay)nen Ist genau dann konvergent, wenn zu jedem € > 0 ein ng € N
existiert, so dass fiir alle n > m > nq die folgende Ungleichung erfiillt ist:

lan —am| < €
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Folgen und Reihen Reihen

Definition 11.17 (Reihen)

o Die zu einer gegebenen Zahlenfolge (a.,)nen gebildete Folge (sy,)nen der
PARTIALSUMMEN .
Spn = Z Q.
k=1

heiBt eine UNENDLICHE REIHE. Der Summand ay, heiBt k-tes Reihenglied.

a0
o Anstatt (s, )nen Schreibt man kurz Z an, fiir die unendliche Reihe.

n=1

o0
o Falls die unendliche Reihe Z an gegen die Zahl s € C konvergiert, so
n=1
schreiben wir

18

s= lim s, =
n—0o0

Q-

n=1

n

o Eine Reihe heift ABSOLUT KONVERGENT, wenn E |ag| konvergiert.
k=1
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Folgen und Reihen Reihen

Beispiel:
A
2
1 4
a1
.51 as
\ a4
az
14 i \
— S
1 So J . J
3 sS4 N
o Mita; =2,a3 =—-1,a3 =1, ag = 0.5, ... entspricht die Partialsumme s,
dem orientierten Flacheninhalt unter den ersten n K&stchen.
@ In diesem Beispiel: s;1 =2, s5 =1, s3 =2, s4 = 2.5, s5 = .... Die Reihe

konvergiert, wenn die Folge der Partialsummen einen Grenzwert hat.
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Folgen und Reihen Konvergenz und absolute Konvergenz

Bemerkung:

@ Unendliche Reihen sind also spezielle Zahlenfolgen. Die Begriffe Konvergenz
und Grenzwert, Beschranktheit und Monotonie einer unendlichen Reihe
beziehen sich immer auf die Folge der Partialsummen (s, )nen (bzw.
(8n)n=ne Mit ng € Z).

@ Die Konvergenz kann mit allen bisherigen Methoden untersucht werden.

o Ist die unendliche Reihe z.B. monoton und beschrénkt, so ist sie konvergent
(Satz von Bolzano-WeierstraB).

o Insbesondere ist eine Reihe genau dann absolut konvergent, wenn die Reihe
der Absolutbetrdge beschrankt ist.

o Die unendliche Reihe ist genau dann konvergent, wenn das Cauchy-Kriterium
gilt: Zu jedem € > 0 existiert ein ng € N so, dass fiir alle n > m > ng die
Ungleichung

n

5w

k=m+1

[$n — $m| = <€ gilt.

Satz 11.18 (Konvergenz und absolute Konvergenz)

Eine absolut konvergente Reihe konvergiert.

Die Umkehrung gilt nicht.
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Folgen und Reihen Harmonische und geometrische Reihe

11.19 (Harmonische und geometrische Reihe)

a) Die Reihe

Pl g 1,11
n_ 2 3 4

n=1

nennt man die HARMONISCHE REIHE. Die harmonische Reihe divergiert.
b) Die Reihe
o0
Z =1+z+22+2+
n=0

mit z € C nennt man die GEOMETRISCHE REIHE. Fiir z # 1 lautet die
Partialsumme (nach 1.12, geometrische Summenformel)

= lfz e
Z:: T 1-2z

Die geometrische Reihe konvergiert genau fiir |z| < 1, der Grenzwert ist dann I
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Folgen und Reihen Rechenregeln fiir konvergente Reihen

Der Grenzwertsatz 11.3 ergibt:

11.20 (Rechenregeln fiir konvergente Reihen)
0 0

Die unendlichen Reihen Z an und Z b, seien konvergent, ihre Grenzwerte seien

n=1 n=1
o 0]

Sq und sy. Dann ist fiir beliebige a, 3 € C die Reihe Z (aa,, + Bby,) konvergent
n=1
und ihr Grenzwert ist as, + sy, also

Z(aan+6bn)=a2an+,@2bn.

n=1 n=1 n=1

A. Lamacz-Keymling Héhere Mathematik | WS 23/24 228



Folgen und Reihen Notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz

Weitere Kriterien zur Konvergenz- bzw. Divergenz-Untersuchung von Reihen sind:

Satz 11.21 (Notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz)

0

Falls die Reihe Z an, konvergiert, so muss die Folge (a,)nen der Reihenglieder

eine Nullfolge sein.

[e¢]
Beispiel: Die geometrische Reihe Z 2" mit z € C und |z| = 1 ist divergent.

n=1
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Folgen und Reihen Majorantenkriterium

Das wichtigste Kriterium fiir Konvergenz bzw. Divergenz von Reihen ist:

Satz 11.22 (Majorantenkriterium)

o6} [ee]
Fiir zwei Reihen Z a, und Z b, und ein festes ng € N gelte

n=1 n=1

lan| < b, fiir alle mn = ny.

o0 o0 o0
Falls dann Z b,, konvergiert, so konvergieren auch Z a, und Z |an]-

n=1 n=1 n=1

o0
@ Man beachte, dass die Reihe Z b,, absolut konvergieren muss, da stets

n=1

by, = 0 und daher b, = |b,] ist.

0 a0
@ Die Reihe Z b, heiBt eine Majorante von Z Q.

n=1 n=1
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Folgen und Reihen Minorantenkriterium

Satz 11.23 (Minorantenkriterium)

[0 0] [0 0]
Fiir zwei Reihen 2 a, und 2 b, und ein festes ng € N gelte
n=1 n=1
Gn =by =0 fiir alle n = ng.

0 Q0
Falls dann Z b, divergiert, so divergiert auch Z Q-

n=1 n=1

0 [ee]
@ Die Reihe Z b, heiBt eine Minorante von Z Q.
n=1 n=1
Eine Folge mit positiven Gliedern konver-
giert genau dann, wenn die Partialsummen
beschrankt sind.
Sind die Partialsummen bei der roten Ma-
— jorante beschrinkt, sind sie es bei der blau-
— en Minorante auch, sind die Partialsummen
N  der Minorante unbeschrénkt, kdnnen die der
Majorante nicht beschrankt sein.
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Folgen und Reihen Vergleichskriterium

Wichtige Konsequenz von Minoranten- und Majorantenkriterium ist das
VERGLEICHSKRITERIUM.

Satz 11.24 (Vergleichskriterium)

: v a
Es gebe eine Zahl ¢ > 0 mit lim Jan| =
n—o |bn|
< oo
Dann konvergiert Z a, genau dann absolut, wenn Z b,, absolut konvergiert.
n=1 n=1
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Folgen und Reihen Beispiele

Beispiel 11.25

Q0
1
a) Die Reihe Z —; konvergiert.
n

n=1
Der Grenzwert

L1 7r2
Z == = 1.64493406684822...

kann erst viel spé'ter berechnet werden.
b) Die Reihe divergiert.
Z \/>
c) Man merke SICh schon jetzt als wichtige Reihen zum Vergleich: Die Reihe

i% ist

n=1

{konvergent falls o > 1 ist,

bestimmt divergent gegen oo, falls 0 < o < 1 ist.
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Folgen und Reihen Wourzelkriterium

Satz 11.26 (Wurzelkriterium)

@ Falls ein ge R mit 0 < q < 1 und ein ng € N existieren, so dass

Yan| < q fiir alle n > ny, ()

o0 o0
so konvergieren Z ay, und Z lan|.

n=1 n=1
o falls
A an| =1 fiir unendlich viele n e N

o0 o0
gilt, so divergieren Z a, und Z |an].

n=1 n=1

Bemerkung: Falls die Bedingung (*) nur mit ¢ = 1 gilt (z.B. harmonische Reihe),
so kann nicht auf Konvergenz geschlossen werden. Dann muss die Reihe mit

anderen Kriterien untersucht werden.
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Folgen und Reihen

Satz 11.27 (Quotientenkriterium)

@ Falls ein ge R mit 0 < q < 1 und ein ng € N existieren, so dass

Ap41 -
a, # 0 und ntll<yg fiir alle n = ng
Gnp,
a0 o0
gilt, so konvergieren Z ay, und Z |an|.
n=1 n=1
@ Falls ein ng € N existiert, so dass
An+1 -
an # 0 und — =1 fiir alle n > ng
Qnp

a0 o0
gilt, so divergieren Z ap und Z |an].

n=1 n=1

Quotientenkriterium

(¥+)

Bemerkung:

o Falls die Bedingung (**) nur mit ¢ = 1 gilt, muss die Reihe wieder mit

anderen Kriterien untersucht werden.
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Folgen und Reihen

@ Das Quotientenkriterium ist oft leichter zu handhaben als das
Wurzelkriterium. Aber: es verlangt a,, # 0 ab einem Index ny.

Beispiel 11.28

0
1
a) Die Reihe Z — Ist konvergent.
n

n=0 """

Beispiele

Anmerkung: Der Grenzwert ist die Eulersche Zahl e = 2.71828182845904.... Die Folge der

Partialsummen (sn)n>0 konvergiert viel schneller gegen e als die Folge ((1 + %)n)

11.13.

Zahlenwerte:

Sn

gk N~ O3

1
2
2.5
2.66666666666667
2.70833333333333
2.71666666666667

_
Sowoo

2.71805555555556
2.71825396825397
2.71827876984127
2.71828152557319
2.71828180114638

neN !

n

A. Lamacz-Keymling
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Folgen und Reihen Beispiele

0 Q0
1 1
b) Fiir die Reihen Z — und Z — ergibt sich jeweils
n n

n=1 n=1

Ap 1
ap

lim

n—o0

=1.

Also kann mit dem Quotientenkriterium keine Aussage zur Konvergenz der
Reihen getroffen werden. Ebenso erhalten wir

lim {/]an,| = 1,

n—0o0

also hilft auch das Wurzelkriterium nicht weiter.
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Folgen und Reihen Limesversion

Oft priift man die Existenz von 0 < ¢ < 1 in den Kriterien 11.26 und 11.27 so:

Satz 11.29 (Limesversion)
)

Z a, sei eine Reihe mit

n=1

Gp 1

lim sup {/|a,| < 1 oder lim sup <1

n—o0 n—0o0

anp

[ee] o0
Dann konvergieren die Reihen Z ap, und Z |an |-

n=1 n=1

Beispiel: fiir k € Z und 0 < ¢ < 1 ist lim,, o, \"/nkq" =q<1.
Daher gilt nach 11.21 n*¢" — 0.
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Folgen und Reihen Satz: Leibnizkriterium
[o¢]
Wir nennen die reelle Zahlenreihe ' a,, ALTERNIEREND, wenn die Reihenglieder

n=1
an € R abwechselnd positiv und negativ sind, also

sign (a,,) = —sign (ap4+1) fir alle ne N gilt.

Satz 11.30 (Leibnizkriterium)

[e¢]
Die Reihe Z ay, sei alternierend. Falls die Folge der Absolutbetrige (|an|)nen

n=1
0

eine monoton fallende Nullfolge ist, so konvergiert die Reihe Z Ay,

n=1

Zusatz: Der Grenzwert s erfiillt fiir jedes n € N mit sign (a,,) = 1

n—1

n
Sa<sc Y
k=1 k=1
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Leibniz'sche Reihe

Folgen und Reihen

Beispiel 11.31 (Leibniz'sche Reihe)

Die Reihe
()"

ii_l_l_’_}_l_’_
“ om0 273 4

heiBt die LEIBNIZ’SCHE REIHE. Sie ist alternierend und die Folge der
Absolutbetrége (|an|)nen = (1), st eine monoton fallende Nullfolge. Also
konvergiert die Leibniz'sche Reihe. Wir zeigen (viel) spiter:

0 (_1)n71
Z T In2 = 0.6914718055994....

n=1

A. Lamacz-Keymling Héhere Mathematik | WS 23/24

240




Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit

Kapitel 12 — Grenzwerte von Funktionen,
Stetigkeit
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Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit Festlegung Definitionsbereich

12  Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit

Bemerkung 12.1 (Festlegung des Definitionsbereichs)

Wir betrachten Funktionen f : D — R, deren Definitionsbereich eine endliche
Vereinigung von Intervallen ist, also z.B.

D= [a"b]a D = [_5a ]-) Y (3a OO), D = R\{O}

Der Abschluss D ist die Menge, die durch Hinzunahme der Intervallrinder
entsteht, in den obigen Beispielen also

D=[a,b], D=[-51]uU[3,0), D=R
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Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit Definition Grenzwert

Definition 12.2 (Grenzwert)

Gegeben sei eine Funktion f : D — R und ein zo € D.

(a) f besitzt den Grenzwert c € R an der Stelle xy, wenn zu jedem € > 0 ein
6 > 0 existiert, so dass

|f(x) —c| <€ fiiralle xe D\{zo} mit|x — xo| <o

gilt. Schreibweise: lim f(z) = c.

T—T0

c+e
o 7T\
J \/

To—0 xo To+ 9O
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Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit Definition Grenzwert

Bemerkung: Der Funktionswert f(zo) taucht in der Bedingung an den Grenzwert
von f an der Stelle xy nicht auf! Dieser wird erst spater fiir den Begriff der
Stetigkeit von f verwendet.

(b) f besitzt den uneigentlichen Grenzwert oo (bzw. —o0) an der Stelle xp, wenn
zu jedem 7 > 0 ein § > 0 existiert, so dass

f(x) >r (bzw. f(x) < —r) fir alle z € D\{zo} mit |z — x| <o

gilt. Schreibweise: lim f(z) = (bzw. lim f(z) = —0).

T—To T—x
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Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit Definition mit Folgen

Aquivalent zur “e-0-Definition” 12.2 des Grenzwerts ist die folgende:

Satz 12.3 (Definition mit Folgen)

Die Funktion f : D — R hat an der Stelle xq € D den Grenzwert c, wenn fiir jede
Folge (z,,)nen mit Folgengliedern x,, € D\{xo} und mit dem Grenzwert

lim z, = zq gilt
n—o0

lim f(z,) =c.

n—0o0
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Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit Grenzwerte bei unendlich

Zwei Varianten von Grenzwerten werden in den nachsten beiden Abschnitten
definiert:

Definition 12.4 (Grenzwert von f bei c0 und —0)

Der Definitionsbereich D enthalte ein Intervall (a,0). Dann hat f in co den
Grenzwert c € R, wenn zu jedem € > 0 ein r > a existiert, so dass

|f(z)—c| <e firalle z>r

gilt. Schreibweise: lim f(x) = c.

T—00

Entsprechend: lim f(x) = ¢ sowie uneigentliche Grenzwerte lim f(xz) = oo etc.
T——00 T—00
v

Bemerkung: Endliche Grenzwerte ¢ fiir x — 00 bzw. £ — —0 sind bei der
Kurvendiskussion die horizontalen Asymptoten von f.
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Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit rechtsseitiger und linksseitiger Grenzwert

Definition 12.5 (rechtsseitiger und linksseitiger Grenzwert)

a) f besitzt den RECHTSSEITIGEN GRENZWERT c € R an der Stelle x, wenn
zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so dass

|f(x)—c|<e firalle xeD mit zg <x <x9+9

gilt. Schreibweise: lim f(x) = c.

T—To+

b) f besitzt den LINKSSEITIGEN GRENZWERT c € R an der Stelle xo, wenn zu
jedem e > 0 ein § > 0 existiert, so dass

|f(x) —c| <€ firalle xeD mit xg—3 <z <z

gilt. Schreibweise: lim f(x) = c.

r—To—

Ebenso: lim f(z) = oo etc.

T—To+
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Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit rechtsseitiger und linksseitiger Grenzwert

Bemerkung:

@ Am Randpunkt a eines Intervalls (a,b) oder [a,b] ist der Grenzwert aus
Definition 12.2 das gleiche wie der rechtsseitige Grenzwert.

@ An einer Stelle g € (a,b) (also im Inneren des Intervalls) existiert der
Grenzwert ¢ von f genau dann, wenn sowohl der rechtsseitige als auch der
linksseitige Grenzwert existieren und gleich ¢ sind, also

lim f(z)= lim f(z)=c

T—To+ T—To—

gilt.
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Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit Rechenregeln fiir Grenzwerte

Die Rechenregeln fiir Grenzwerte von Folgen lassen sich auf Grenzwerte von
Funktionen iibertragen.

Regel 12.6 (Rechenregeln fiir Grenzwerte)

Gegeben seien zwei Funktionen f: D — R und g : D — R sowie ein xq € D.
Weiter seien lim f(x) = ¢ und lim g(z) = d. Dann gilt
r—TQ

T—x(

a) lim (af(x) + Bg(x)) = ac + pd fiir alle a, 5 € R.

T—To

b) lim (f(z)g(z)) = cd.

T—To

c) Falls g(x) # 0 fiir alle z € D und d # 0 gilt, so ist lim M ey
z—zo g(x) d
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Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit Stetigkeit

Definition 12.7 (Stetigkeit)
Gegeben sei eine Funktion f : D — R.

a) f heiBt STETIG AN DER STELLE xg € D (auch: ‘“stetig in xo”), wenn
lim f(z) = f(zo) gilt.
T—x0

b) f heiBt STETIG, wenn f in jedem Punkt xo € D stetig ist.

Beachte: Die Grenzwertdefinition 12.2 und 12.3 besagt:
o f: D — R ist stetig an der Stelle o € D genau dann, wenn

Ve>030>0VxeD: (lz—xzo|<d = |f(x)— f(zog)| <e).

e f: D — R ist stetig an der Stelle x¢ € D genau dann, wenn fiir jede Folge

(Zn)nen mit Folgengliedern z,, € D und dem Grenzwert lim z,, = xq gilt:
n—0o0

lim f(z,) = f(zo).

n—ao0
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Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit Stetigkeit

Y
—(z +2) fir —3<z< -2
1 1
12 3 fir —2<z<0

1
sin — fir0<ax <2
T

1—(x—3)2 fir2<z<4

\
o
| 4
o
i
J;A

Verschiedene Typen von Unstetigkeit
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Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit Rechenregeln fiir stetige Funktionen

Bemerkung: Die letzte Aussage wird haufig zur Grenzwertberechnung von Folgen
verwendet: Falls die Folge (a,)nen gegen a konvergiert und f stetig an der Stelle
a ist, so darf der Grenzwert “hineingezogen’ werden:

lim f(an) = f ( lim a,) = f(a).

n—ow
Als direkte Folgerung aus 12.6 ergibt sich
Regel 12.8 (Rechenregeln fiir stetige Funktionen)
Die Funktionen f,g: D — R seien stetig in xoy. Dann gilt:
a) Fiir beliebige Skalare a, 8 € R ist die Funktion af + By stetig in xy.
b) Das Produkt fg ist stetig in xg.

c) Falls g(x) # 0 fiir alle z € D gilt, so ist der Quotient 5 stetig in x.

Die Summe von Funktionen ist wie in Kapitel 7 definiert, Produkt und Quotient
entsprechend.
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Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit Der Vektorraum der stetigen Funktionen

Satz 12.9 (Vektorraum stetiger Funktionen)

Die Menge aller stetigen Funktionen f : D — R bildet einen reellen Vektorraum,

C(D):={f:D — R| f ist stetig}.

Hintereinanderausfiihrung von Funktionen:

@ Gegeben sind zwei Funktionen f: Dy — R und g : Dy — R. Der Bildbereich
f(Dy) sei eine Teilmenge von Dy. Dann ist die zusammengesetzte Funktion

gof:Dy—>R, (gof)(z)=yg(f(z))
definiert.

Satz 12.10 (Zusammengesetzte Funktionen)

Falls f : Dy — R stetig an der Stelle o und g : Dy — R stetig an der Stelle f(zo)
ist, so ist die zusammengesetzte Funktion go f : Dy — R stetig an der Stelle xy.
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Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit Lemma

Die folgende Aussage ist in vielen Situationen niitzlich.

Lemma 12.11

Die Funktion f : D — R sei stetig an der Stelle xo € D und es gelte f(x¢) > ¢ fiir
irgendeine Zahl ¢ € R. Dann existiert ein § > 0 so, dass

f(z) >c firalle zeD mit |x —xo| <6

gilt. (Entsprechende Aussagen gelten fiir f(zo) < ¢ bzw. f(zo) # c.)

Bemerkung: Ist z.B. f(z0) # 0, so gibt es sogar eine offene Umgebung
(o — 0,20 + 0) N D von zg, in der keine Nullstelle von f liegt.
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Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit Zwischenwertsatz

Satz 12.12 (Zwischenwertsatz)

Sei f : D — R stetig und [a,b] S D ein abgeschlossenes beschrinktes Intervall.
Dann nimmt f auf dem Intervall [a,b] jeden Wert y € R zwischen f(a) und f(b)
an.

Anwendung: Der Nullstellensatz von Bolzano

Die Funktion f : [a,b] — R sei stetig und es gelte f(a)- f(b) <0 (d.h. f(a) und
f(b) haben unterschiedliches Vorzeichen).

Dann existiert ein xg € (a,b) mit f(zo) = 0.
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Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit Satz vom Maximum

Ein abgeschlossenes beschrinktes Intervall [a, b] nennt man kompakt.

Satz 12.13 (Satz vom Maximum)

D = [a,b] sei ein kompaktes Intervall und die Funktion f : D — R sei stetig.
Dann nimmt f auf [a,b] sein Maximum und sein Minimum an; d.h. der
Bildbereich f(D) ist das kompakte Intervall

f(D) = [c,d]
mit

¢=min f(z),  d=maxf(z).
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Grenzwerte von Funktionen, Stetigkeit Satz zur Umkehrfunktion

D sei ein Intervall und f: D — R sei stetig. Der Bildbereich J = f(D) ist
wiederum ein Intervall (siehe 12.13). Wir setzen f: D — J mit f(x) = f(z) fur
alle z € D und erhalten so eine surjektive Funktion.

Satz 12.14 (Satz zur Umkehrfunktion)
D sei ein Intervall und f : D — J mit J = f(D) sei stetig. Dann gilt:
a) Die Funktion f ist genau dann bijektiv, wenn sie streng monoton ist.

b) Ist f streng monoton wachsend (also auch bijektiv), so ist die
Umkehrfunktion f~! ebenfalls streng monoton wachsend und stetig.

Die entsprechende Aussage gilt fiir streng monoton fallendes f.
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Differenzierbare Funktionen Physikalisches Experiment

13 Differenzierbare Funktionen

13.1 Physikalisches Experiment Eine Person wirft zum Zeitpunkt ¢ = 0O einen Ball senkrecht in
die Hdhe. Die Funktion h : [0,T] — R mit

1
h(t):hoJrvotfi gt2, t>0,

beschreibt ndherungsweise die Hohe (in Metern) des Balls zur Zeit ¢t > 0 (in Sekunden). Dabei
ist ho die Anfangshohe (ca. die KérpergroBe), vo die Anfangsgeschwindigkeit und g ~ 9.81 m/s?
die Fallbeschleunigung. (Weitere Einfliisse wie der Luftwiderstand werden ignoriert.)
@ Der DIFFERENZENQUOTIENT
h([1) — h([(])
t1 —to

gibt die DURCHSCHNITTS-GESCHWINDIGKEIT im Zeitintervall [to,¢1] an. Dies ist die

konstante Geschwindigkeit, die ein Ball haben miisste, um die Weglinge h(t1) — h(to) im

gleichen Zeitintervall zuriickzulegen:

h(t1) — h(t
S(t) = h(to) + w (t—to). (Sekanten-Gleichung)
b1 — to

@ Der DIFFERENTIAL-QUOTIENT
h(t) — h(t
o h(®) = h(to)
t—to t—to

gibt die MOMENTAN-GESCHWINDIGKEIT im Zeitpunkt tg an. Ein Ball mit dieser konstanten
Geschwindigkeit wiirde zur Zeit ¢ die Hohe T'(t) erreichen.

T(t) = h(to) + A/ (to)(t — to) (Tangenten-Gleichung)
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Differenzierbare Funktionen Definition: Ableitung

Festlegung wie in im Abschnitt iiber Stetigkeit: Der Definitionsbereich D ist die
endliche Vereinigung von Intervallen.

Definition 13.1 (Ableitung)

Die Funktion f : D — R heiBt DIFFERENZIERBAR AN DER STELLE xg € D,
wenn der Grenzwert

1 1@ = f(@0)

m —

T—T0 Tr — X
existiert. Dieser Grenzwert heit die ABLEITUNG f'(xo) oder auch der

d
DIFFERENTIALQUOTIENT d—f(xo) von f an der Stelle x.
Xz

f heiBt DIFFERENZIERBAR, wenn f an jeder Stelle von D differenzierbar ist.
Dann heiBt die Funktion

f:D—->R, z— f(x)

die ABLEITUNG von f.
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Differenzierbare Funktionen Definition: Ableitung

o EINSEITIGE ABLEITUNGEN: (siehe einseitige Grenzwerte 12.5)

f'(zo+) = lim M, (rechtsseitige Ableitung)
T—x0+ T — X

f(xo—) = lim M, (linksseitige Ableitung)
T—>To— r — X

Im Fall D = [a,b] ist f'(a) = f'(a+) als die rechtsseitige und f'(b) = f'(b—)
als die linksseitige Ableitung definiert.

@ Ist f in xg differenzierbar, so heiBt die Gerade mit der Gleichung
y = Ti(z;20) = f(w0) + f'(z0)(x —w0),  zE€R,

die TANGENTE an den Graphen von f in xg.

@ Essei (zg — 6,29 +0) € D fiir ein 6 > 0. f ist genau dann an der Stelle zg
differenzierbar, wenn beide einseitigen Ableitungen an dieser Stelle existieren
und denselben Wert f’(zo+) = f'(zo—) = f'(x0) haben.
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Differenzierbare Funktionen Satz

Satz 13.2 (Aus differenzierbar folgt stetig)

Ist f: D — R differenzierbar an der Stelle xy € D, so ist f dort auch stetig.
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Differenzierbare Funktionen Definition: Landau-Symbole

Definition 13.3 (Landau-Symbole)

Sind f und g zwei in einer Umgebung von a € R definierte Funktionen, so
bedeutet

o f=0(g) firxz— a, dass Z:((g in einer Umgebung von a beschrinkt ist
e f=o(g) firz — a, dass lim f@) =0 ist.

o

Eine analoge Definition gilt fiir Folgen und fiir uneigentliche Grenzwerte x — +00.
Bemerkung: f = o(g) fiir  — a bedeutet, dass man f(z) = g(z) - g(x) mit

lim ¢(z) =0

r—a

schreiben kann.
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Differenzierbare Funktionen Lineare Approximation

Definition 13.4 (Lineare Approximation)

Das Polynom Ty (z;z0) = f(zo) + f'(z0)(x — xo) vom Grad 1 heiBt die lineare
Approximation von f an der Stelle xy. Der “Approximationsfehler”

Ri(z;20) = f(2) — T1(z;20)

erfiillt die Beziehungen

Ri(z0;20) = 0, lim Fa(w; %)
T—x0 I — X

=0 < Ri(z;20) = o(x — ).
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Differenzierbare Funktionen Charakterisierung von Differenzierbarkeit

Satz 13.5 (Charakterisierung von Differenzierbarkeit)

f: D — R ist genau dann in xo € D differenzierbar mit der Ableitung f'(xo),
wenn gilt

f(@) = f(zo) + f'(x0)(x — 20) + o(x — o).
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Differenzierbare Funktionen Kettenregel und Ableitung der Umkehrfunktion

Satz 13.6 (Kettenregel und Ableitung der Umkehrfunktion)

(a) I und J seien Intervalle, f : I — J sei differenzierbar an der Stelle ¢ und
g : J — R sei differenzierbar an der Stelle yo = f(xo). Dann ist die
zusammengesetzte Funktion g o f : I — R differenzierbar an der Stelle xq
und es gilt

(g0 f)(xo) = g'(f(20)) f'(w0) = g'(yo) f'(w0).  (Kettenregel)

(b) Ableitung der Umkehrfunktion:
I und J seien Intervalle, f : I — J sei bijektiv und g := f~1 : J — I sei die
Umbkehrfunktion.
Wenn f an der Stelle xo € I differenzierbar ist und f'(xq) # 0 gilt, dann ist

die Umkehrfunktion g an der Stelle yo = f(xo) € J ebenfalls differenzierbar
und es gilt
(40) 1 1
g y = = .
Y Flxo)  F9(w)
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Differenzierbare Funktionen Kettenregel und Ableitung der Umkehrfunktion

xo = g(yo) = = g(y)
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Differenzierbare Funktionen Rechenregeln fiir die Ableitung

Regel 13.7 (Rechenregeln fiir die Ableitung)

f und g seien differenzierbar an der Stelle xq, «, B seien Skalare.
Dann existieren die folgenden Ableitungen und es gilt
(af +B9) (x0) = af'(zo)+ By (x0)
(f9)' (o) = f'(z0)g(w0) + f(w0)g'(w0) (Produktregel)

() - e

(f>’(x0) f'(@0)g(x0) — (x0)g' (x0)

= (Quotientenregel)
g

(9(0))?

Bei den letzten beiden Regeln muss g(xq) # 0 vorausgesetzt werden.
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Differenzierbare Funktionen Beispiele

Beispiel 13.8
) Jedes Polynom ist differenzierbar.
: (0,00) — (0,00), f(x) = /z iber den Differentialquotienten
Produktregel: f(z) = x?sinz

(a
(b) f

(c)

(d) Quotientenregel: f(x) = f—ﬂ
(e) Quotientenregel: tan x und cot

(f) Kettenregel: sin(x? + 1), cos®(y/x)

(g) Umkehrfunktionen: f(x) = z? auf (0,0), g(z) = sinx auf (—7/2,7/2),
h(z) = cosx auf (0, ).
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Differenzierbare Funktionen Definition: relative (oder lokale) Extrema

In Satz 12.13 haben wir das ABSOLUTE (oder globale) Maximum bzw. Minimum
einer stetigen Funktion f : I — R behandelt.

Definition 13.9 (relative (oder lokale) Extrema)

Sei I ein Intervall und f : I — R eine Funktion.
f hat an der Stelle xy ein RELATIVES MAXIMUM (bzw. ein RELATIVES
MiINIMUM) f(xqo), wenn es ein Intervall (zg — 6,2z + 0) < I gibt, so dass

f@) < flxo) (bzw. f(z) = f(xo) ) fiir alle x € (xg — 9, g + 9).

Ein relatives Maximum oder Minimum heiBt auch ein RELATIVER EXTREMWERT
von f.

Beachte: An einem Endpunkt des Intervalls I = [a, b] kann laut der Definition kein
RELATIVER Extremwert vorliegen. Hier kann jedoch das ABSOLUTE Maximum
oder Minimum von f angenommen werden (Beispiele: monotone Funktionen)
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Differenzierbare Funktionen Notwendiges Kriterium

Hauptsatz zur Kurvendiskussion:

Satz 13.10 (Notwendiges Kriterium)

Sei I ein Intervall und f : I — R an der Stelle xo € I differenzierbar.
Wenn f an der Stelle x einen relativen Extremwert hat, so gilt f'(z¢) = 0.
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Differenzierbare Funktionen Beispiele

Beispiel 13.11
(a) f:[-1,1] = R, f(x) = |z| (“es geht auch ohne Differenzierbarkeit” )

(b) f:[-2,2] = R, f(z) = 23 — x mit relativem Maximum bei x1 = —? und

relativem Minimum bei x5 = @ und absolutem Maximum bei x = 2 sowie
absolutem Minimum bei x = —2.

(c) f:[-1,1] = R, f(x) = 23. Der einzige Kandidat fiir einen relativen
Extremwert ist xo = 0. Wegen

f(z1) < f(0) < f(z2) fir alle x; <0 < o

hat f jedoch keinen relativen Extremwert an der Stelle zy = 0.
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Differenzierbare Funktionen Satz von Rolle

Satz 13.12 (Satz von Rolle)

Es sei I = [a,b] ein Intervall, a < b. Die Funktion f : [a,b] — R sei stetig in T
und differenzierbar in (a,b).
Falls f(a) = f(b) gilt, so gibt es ein xg € (a,b) mit f'(x¢) = 0.

/ \g/: f(z)
! AN

‘ a Zo b e
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Differenzierbare Funktionen Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Satz 13.13 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung)

Es sei I = [a,b] ein Intervall, a < b. Die Funktion f : [a,b] — R sei stetig in T
und differenzierbar in (a,b).
f() = f(a)
5 .

Dann gibt es ein xq € (a,b) mit f'(xg) = —

Y |
y = f(x) Geometrisch: Es existiert eine Stelle
zo € (a,b), an der die Steigung f'(z0)
der Tangente gleich der Steigung der Se-
kante durch (a, f(a)) und (b, f(b)) ist.
a Xo b ;
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Differenzierbare Funktionen Satz von der konstanten Funktion, Monotonie

Direkte Folgerungen aus dem Mittelwertsatz:

Satz 13.14 (Satz von der konstanten Funktion, Monotonie)

Es sei I = [a,b] ein Intervall, a < b. Die Funktion f : [a,b] — R sei stetig in T
und differenzierbar in (a,b).

(a) Wenn f'(z) = 0 fiir alle x € (a,b) gilt, so ist f konstant.

(b) Wenn f'(x) >0 (bzw. f'(x) <0 ) fiir alle x € (a,b) gilt, so ist f streng
monoton wachsend (bzw. streng monoton fallend).
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Differenzierbare Funktionen Definition: héhere Ableitungen

Wir betrachten nun Funktionen f: D — R, die (auf ganz D) differenzierbar sind.
In 13.1 wurde dann die Ableitung, also die Funktion

f:D—->R, z— f(x)
definiert.

Definition 13.15 (Hohere Ableitungen)
Die Funktion f : D — R sei differenzierbar.

e Falls f’ differenzierbar ist, nennen wir " := (f") die 2. Ableitung von f, und
f heiBt zweimal differenzierbar.

(Andere Schreibweisen: f(?) oder ‘;ZTJ; )

o Analog erhilt man die héheren Ableitungen f” = f&), &) . und
allgemein fiir ein n € N die n-te Ableitung
arf
(n) _ 2 J
f e
falls f("*=1) weiterhin differenzierbar ist. Die Funktion f heiBt dann n-mal
differenzierbar.
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Differenzierbare Funktionen Definition: héhere Ableitungen

Zusatz:
o Falls die Ableitung f’ stetig ist, heift f STETIG DIFFERENZIERBAR.

e Falls f n-mal differenzierbar ist und die n-te Ableitung f(") stetig ist, so
heiBt f n-MAL STETIG DIFFERENZIERBAR. (Siehe hierzu Satz 13.2)

@ Die Menge aller n-mal stetig differenzierbaren Funktionen f : D — R ist ein
Vektorraum, den wir mit C™ (D) bezeichnen. Zur Vollstandigkeit setzen wir
C°(D) := C(D).
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Differenzierbare Funktionen Definition: Taylor-Polynom
n-mal differenzierbare Funktionen erlauben eine bessere Approximation als durch

lineare Polynome in 13.4:

Definition 13.16 (Taylor-Polynom)

EsseineN, I = (a,b) ein Intervall, a < o < b und f € C™(I). Dann heiBt das
Polynom

noor(k) (g
T (z;20) = Z fT(IO) (x — a:o)k
k=0 :

das n-te TAYLOR-POLYNOM von f im Entwicklungspunkt x.

T,, ist durch T7(Lk)(x0;xo) = f®)(x) fiir k = 0,...,n charakterisiert.

Beispiele:
To(z;z0) = f(zo),
Ti(z;w0) = fl@o) + f'(wo)(@ — o),
To(z;20) = f(zo) + f'(z0)(x —20) + @ (x — z0)?,
Ts(z;w0) = f(zo) + f'(wo)(x — x0) + w (z —z0)* + f/”ém) (x — x0)3, ete.
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Differenzierbare Funktionen Satz: Taylorsche Formel

Die Abweichung f(x) — T, (xz; o) l3sst sich folgendermaBen ausdriicken:

Satz 13.17 (Satz: Taylorsche Formel)

EsseineN, I = (a,b) ein Intervall, a < xg < b und f € C"T1(I).
Dann gilt fiir alle x € 1

£

mit einer Stelle § = xo + a(x — zp) und 0 < o < 1. (Restglied von Lagrange)
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Differenzierbare Funktionen Satz: Taylorsche Formel

Yy
—— y=sinx
— y:{l]’
1_
(1:3
— y—z- %
1 2 z 3 55
Y= T-FtE
Yy=T—Ft 5 7

Geogebra Taylor
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Differenzierbare Funktionen Verallgemeinerter Mittelwertsatz
Wir bendtigen noch:
Satz 13.18 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz)

Es sei I = [a,b] ein Intervall, a < b, und die Funktionen f,g: I — R seien stetig
und in (a,b) differenzierbar; weiter sei g’(x) # 0 fiir alle x € (a,b).
Dann gibt es ein € € (a,b) mit
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