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Numerische Verfahren fiir gewdhnliche Differentialgleichungen

Numerische Verfahren fiir gewohnliche Differentialgleichungen

Frage: Was ist zu tun, wenn das AWP

Y =flz,y),  ylzo)=yo,
keinem der behandelten Typen entspricht?

Antwort: Verwendung eines numerischen Verfahrens, dhnlich wie die Quadraturformeln zur
nadherungsweisen Integration

Die Idee der Methode wird vom Richtungsfeld der Dgl. motiviert:
e Vom Anfangswert y(zg) = yo gehe einen kurzen “Schritt” zu
Ty =2z0+h, Y1 = yo + hKo
mit der Steigung K eines kurzen Geradenstiicks.

o Die Steigung Ky wird anhand des Richtungsfelds der Dgl. 4/ = f(x,y) in der
N3he von (xg,yo) berechnet.

@ Fiir den nichsten Schritt verwende eine neu zu berechnende Steigung K; und
erhalte
To =21+ h = x0 + 2h, Yo =y1 + hK;.

etc.
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Numerische Verfahren fiir gewdhnliche Differentialgleichungen

"Gute" Verfahren ergeben Werte yi, 1 < k < N, die von den wahren Werten
y(xx) der Lésung des AWP nur wenig abweichen:

ly(zo + kh) — yi| < Ch, 1<k<N.

Der Exponent ¢ € N beschreibt (bei gewissen Voraussetzungen an die Funktion f
in der Dgl.) die “Konvergenz-Ordnung” des Verfahrens.

Wir beschreiben zwei sog. Einschrittverfahren, die von (zy,y;) aus OHNE
GEDACHTNIS den nichsten Punkt (xgp+1 = 2k + h, yp+1 = yr + hKy) berechnen.
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Numerische Verfahren fiir gewdhnliche Differentialgleichungen Eulersches Polygonzugverfahren

24.1 (Eulersches Polygonzugverfahren)

Die einfachste Methode zur numerischen Lésung des AWP
Y = f(z,9), y(zo) = o,
verwendet die Steigung Ky = f(xk,yr), also
Tkt1 = T + h = x9 + kh, Yk+1 = Yk + hf (T, Uk), k=0,1,2,3,...

Falls f stetig partiell differenzierbar ist und |f,(x,y)| beschrankt ist, so gibt es
Konstanten L, M > 0 mit
kMh __ 1
ly(zo + kh) — yx| < Lh i

Das Verfahren hat also die Konvergenz-Ordnung 1.
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Beispiel

Numerische Verfahren fiir gewdhnliche Differentialgleichungen

Beispiel:

= 1, hat die Lésung

Das AWP ¢/ = z,/y, y(0)

y(z) = (1+ a:2/4)2.

6 Schritte des Eulerschen Polygonzug-Verfahrens zur Schrittweite h = 0.5 liefern eine Niherung

des Graphen von f im Intervall [0, 3] (s. Tabelle).

=1

Eulersches Polygonzugverfahren zu f(x,y)

=1

X*sqrt(y), Losungskurve zu y(0);

Richtungsfeld zu f(x,y)

X*sqrt(y), y(0)

N N N N S
N N N S
[ N N N N ey
B N N N Ny

B N N Ty

N N N N N N NN

15

y(zx)
4.0000
6.5664
10.5625

Yk
2.8178
4.4964

Tk
2.0000
2.5000
3.0000

| (k)

Yk
1.0000
1.0000
1.2500
1.8090

4
5
6

1.0000
1.1289
1.5625
2.4414

0
0.5000
1.0000
1.5000

1
2
3

7.1470
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Beispiel

Numerische Verfahren fiir gewdhnliche Differentialgleichungen

Verkleinern wir die Schrittweite auf h = 0.25 (12 Schritte) oder sogar h = 0.125
(24 Schritte), entstehen immer bessere Ndherungen durch Polygonziige fiir

x €[0,3]:

Eulersches Polygonzugverfahren zu y'=x‘sqri(y), y(0)=1
T T T T

11 T
101
7 Ih=0125
/!

h=0.25

=05
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Numerische Verfahren fiir gewdhnliche Differentialgleichungen Klassisches Runge-Kutta-Verfahren

Im nichsten Verfahren wird die “mittlere Steigung” fiir das Intervall [z, 2% + h]
deutlich besser geschatzt.

24.2 (Klassisches Runge-Kutta-Verfahren)

Das klassische RUNGE-KUTTA-VERFAHREN zur numerischen Lésung des AWP

y/ = f(:my), y(SL’()) = Yo,

verwendet die mittlere Steigung
1 ~ ~ ~ ~
K = E(Kk’l < QKk72 aF QKk’g aF K/c)4).

Dabei werden die Werte folgendermaBen berechnet: (siehe Skizze)

Kiy = f(@h,yk),

Kro=f (xk +h g+ K ),
Kis=f (mk +h g+ LK),
Ky = f(zr + h,yp + hEK} 3)

A. Lamacz-Keymling Hdhere Mathematik Il WS 24/25 579



Numerische Verfahren fiir gewdhnliche Differentialgleichungen Klassisches Runge-Kutta-Verfahren

Die Iteration lautet dann

xk+1=$k+h=’l}0+k‘h, yk+1:yk+tha k‘=0,1,2,3,...
Falls f 4-mal stetig partiell differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen
beschrankt sind, so gibt es Konstanten L, M > 0 mit
kMh _

ly(zo + kh) — yi| < Lh* =

= k=1,2,3,...
M ’ b ]

Das Verfahren hat also die Konvergenz-Ordnung 4.

Bemerkung: Bei der " Differentialgleichung” ¢’ = f(x) geht das
Runge-Kutta-Verfahren in die Simpsonregel iiber.
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Numerische Verfahren fiir gewdhnliche Differentialgleichungen Klassisches Runge-Kutta-Verfahren

Schema zur Berechnung der " mittleren Steigung”:
Klassisches Runge-Kutta—-Verfahren

Yk
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Numerische Verfahren fiir gewdhnliche Differentialgleichungen

Beispiel:

Wir betrachten die AWA 4’ = x,/y, y(0) = 1. 6 Schritte des klassischen
Runge-Kutta-Verfahrens zur Schrittweite h = 0.5 liefern eine sehr gute Ndherung:

Kiassisches Runge-Kutia-Ver

rfahren zu y =x'sqriy), y(0)=1

Beispiel

A. Lamacz-Keymling

k T ye | y(xe) k Ty ye | ylaw)
0 0 1.0000 | 1.0000 4 | 2.0000 3.9995 4.0000
1 | 0.5000 | 1.1289 | 1.1289 5 | 2.5000 6.5655 6.5664
2 | 1.0000 | 1.5624 | 1.5625 6 | 3.0000 | 10.5610 | 10.5625
3 | 1.5000 | 2.4412 | 2.4414
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Numerische Verfahren fiir gewdhnliche Differentialgleichungen Beispiel: Das Riuber-Beute-Modell

Bemerkung: Beide Verfahren lassen sich sofort auf Systeme von
Differentialgleichungen anwenden, indem die Steigung jeweils als vektorwertige
Funktion gebildet wird (ersetze f(z,y) durch F(z,Y") in den Algorithmen).

Beispiel: Das Rauber-Beute-Modell

yi = y1(25/18 — Fu)
vy = (g5 — 1)

hat zum Anfangswert y;(0) = 100 (Beutetiere), y2(0) = 2 (Raubtiere) die Losung
im untenstehenden Bild. Der obere Graph zeigt y; und der untere zeigt y». Die
Werte wurden mit dem Runge-Kutta-Verfahren zur Schrittweite A = 0.1 ermittelt.
Die gestrichelten Hilfslinien geben den Gleichgewichts-Zustand

25
y1 = 50, V2=

an. Immer wenn die eine Funktion diesen Wert annimmt, hat die andere ein

Maximum oder Minimum. Man erkennt sehr schon die Periodizitat der Losung
(Periodenlénge ~ 5.5).
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Numerische Verfahren fiir gewdhnliche Differentialgleichungen Beispiel: Das Riuber-Beute-Modell

Klassisches Runge-Kutta-Verfahren zum Raeuber-Beute-Modell
120 T T T T T T T
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Vektoranalysis und die Integralsitze von GauB, Green und Stokes

Kapitel 25 — Vektoranalysis und die Integralsatze
von GauB, Green und Stokes
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Vektoranalysis und die Integralsitze von GauB, Green und Stokes

Vektoranalysis und die Integralsidtze von GauB, Green und Stokes

Zur Integration reeller Funktionen wurden folgende Regeln behandelt (mit
f, 9 [a,b] — R stetig differenzierbar):
@ Einsetzen der Intervall-Grenzen in die Stammfunktion:

[ rwa= s

@ Partielle Integration:
b b
ff@ﬂ@m= —ff@mmm

@ Substitutionsregel (mit h : [«, 8] — [a, ] stetig differenzierbar):

f f(h t)dt = Jh(ﬂ) f(x)dx.

h(a)

Unser Ziel ist die Verallgemeinerung der ersten beiden Regeln auf Volumen- und

Oberflachenintegrale.
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Vektoranalysis und die Integralsitze von GauB, Green und Stokes Differentialoperatoren der Vektoranalysis

Definition 25.1 (Differentialoperatoren der Vektoranalysis)
Die Menge M < R"™ sei offen.
(a) Fiir ein differenzierbares Skalarfeld f : M — R ist

of of af)

0x1’ 0z2’ " Oy,

Vf = (grad f)" = <

Der Differentialoperator V = (52~ g (7r )T (hebréisch “Nabla”) bildet das
Skalarfeld f in das Vektorfeld V f M — R ab.

(b) Fiir ein zweimal differenzierbares Skalarfeld f : M — R ist
>f  °f *f
Af=_od 424 ..
Ul v R e L =
L4+ 2 heiBt

Der Differentialoperator A = ; 3 =
LAPLACE-OPERATOR. Man schreibt

A=V-V

formal als Skalarprodukt des Differentialoperators V' mit sich selbst.
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Vektoranalysis und die Integralsitze von GauB, Green und Stokes Differentials atoren der Vek

(c) Fiir ein differenzierbares Vektorfeld 7 = (v1,va, ..., v,)" : M — R™ ist

. Ovy Oy Ovp,
dlvv—ax1+ax2+~-- o

die DIVERGENZ von 4. Man schreibt
divi=V-7

formal als das Skalarprodukt des Differentialoperators V mit .
Der Differentialoperator div bildet das Vektorfeld ¥/ in ein Skalarfeld
divv: M — R ab.
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Vektoranalysis und die Integralsitze von GauB, Green und Stokes Differentialoperatoren der Vektoranalysis

(d) (Nur fiir n = 3) Fiir ein differenzierbares Vektorfeld
U= (vl,vg,vg)T : M — R3 ist

61}3 _ é’UQ

6902 (9123

= __ (’}’Ul _ 01}3

rot v = o5 om
Qup _ Ovug

5z1 (7:62

die ROTATION von 4. Man schreibt
rot 1=V x40

formal als das Kreuzprodukt des Differentialoperators V mit .
Der Differentialoperator rot bildet das Vektorfeld ¥/ in ein Vektorfeld
rot ¥: M — R? ab.
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Vektoranalysis und die Integralsitze von GauB, Green und Stokes Rechenregeln

Satz 25.2 (Rechenregeln)

Die Menge M < R? sei offen.
(a) Fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f : M — R gilt

rot (Vf) =V x (Vf) =0.

(b) Fiir ein zweimal stetig differenzierbares Vektorfeld v : M — R? gilt
div (rot ¥) =V -(V x 0) =0.

(c) Fiir differenzierbares f : M — R und ¥ : M — R? gilt
div (fv) =V f -0+ fdiv 7.

(d) Fiir differenzierbares f : M — R und @ : M — R3 gilt

rot (fv) = (Vf)x 0+ f rot .
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Vektoranalysis und die Integralsitze von GauB, Green und Stokes harmonisch, quellenfrei, wirbelfrei

Definition 25.3 (harmonisch, quellenfrei, wirbelfrei)

Die Menge M < R"™ sei offen.

(a) Eine zweimal differenzierbare Funktion f : M — R heift HARMONISCH, wenn
Af =0 in M gilt.

(b) Ein differenzierbares Vektorfeld v : M — R™ heift QUELLENFREI, wenn
div @ =0 in M gilt. (engl. “divergence free”)

(c) Ein differenzierbares Vektorfeld v : M — R3 (mit M < R?) heiBt
WIRBELFREI, wenn rot © =0 in M gilt. (engl. “rotation free”)

Bemerkung: Aus den Rechenregeln folgt sofort

o Jedes differenzierbare Rotationsfeld = rot ' ist quellenfrei.

o Jedes differenzierbare Gradientenfeld v = V f ist wirbelfrei.
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Vektoranalysis und die Integralsitze von GauB, Green und Stokes Potentialfunktion und Vektorpotential

Die Menge M < RR3 sei ein Gebiet.
@ In 20.8 wurde definiert: Eine skalare Funktion f : M — R heiBt Potential des
Vektorfeldes 7' : M — R3, wenn Vf = ¥ gilt.

Fiir stetig differenzierbare Vektorfelder @' liefert Satz 20.10 bzw. Satz 25.2(a)
die notwendige Bedingung
rot v = 0.

Also kdnnen nur wirbelfreie Vektorfelder ein Potential besitzen (siehe auch
Wegunabhéngigkeit des vektoriellen Kurvenintegrals in 20.10).

o Das Vektorfeld & : M — R? heiBt VEKTORPOTENTIAL von ¥, wenn
rot W = v gilt.

Die Rechenregel 25.2(b) ergibt fiir stetig differenzierbares ¥ die notwendige
Bedingung
div v = 0.

Fazit: Nur quellenfreie Vektorfelder konnen ein Vektorpotential besitzen.
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Potentialfunktion und Vektorpotential

Vektoranalysis und die Integralsitze von GauB, Green und Stokes

@ Die Bedingung div ¥ = 0 ist unter den gleichen Bedingungen an das Gebiet
M wie in 20.10 auch hinreichend fiir die Existenz eines Vektorpotentials.
Falls M ein Wiirfel oder eine Kugel ist, kdnnen wir z.B. das folgende

Vektorpotential @ : M — R3 wihlen:

z Yy
wl(z7yvz):f ’1)2(13,y7t)dt7J\ 1)3(937t,20))dt7

Z0 Yo

z

w2(xayaz) = _J Ul(xayat) dta w3(xayaz) = 0.

20

o Das Vektorpotential ist nach Regel 25.2(a) nur bis auf die Addition eines
beliebigen Gradientenfeldes eindeutig:

—

rot (W + Vf) = rot .

Man kann f so wahlen, dass @ + V f quellenfrei ist (sog. COULOMB-EICHUNG):
div(l+Vf)=0 < Af=—divd.

Zu einem speziellen Vektorpotential W berechnet man f also als Lésung der

P018SON-GLEICHUNG.
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Vektoranalysis und die Integralsitze von GauB, Green und Stokes

Divergenz als lokale Quellstarke

Divergenz als lokale Quellstarke

Im Gebiet M < R? sei ein stetig differenzierbares Vektorfeld v : M — R?
gegeben. Um den Punkt Zy = (g, Yo, 20) € M bilden wir kleine Wiirfel

Wi, = [zo — h,zo + h] X [yo — h,yo + ] X [20 — h,yo + h], h >0,

die ganz in M liegen. Der Normalenvektor der Oberflache 0W), zeige nach auBen.

z T (0,0,1)
2o+ h A
Wh
O (0, Y0, 20) Qn
zZ0 — h :
¢ (0707 _1)
(0, o) Y

A. Lamacz-Keymling

Hdhere Mathematik Il

Die lokale Quellstarke von ¥ im
Punkt &y ist definiert als
1
lim ———— v - do.
h—0 volz (W) Lwh ’

also als der Grenzwert des Flus-
ses von U durch die Oberflache
relativ zum Volumen.
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Vektoranalysis und die Integralsitze von GauB, Green und Stokes Divergenz als lokale Quellstarke

Wir berechnen zuerst den Fluss durch die Flachen parallel zur (z,y)-Ebene. Mit
Qn = [xo — h,xo + h] X [yo — h,yo + h] ist dieser

vi(x,y,20 + h) 0 vy (z,y,20 — h) 0
f [ vax,y,20 +h) |- 0 |+ | valw,y,20—h) |- 0 d(z,y)
h v3(z,y,20 + h) 1 v3(x,y, 20 — h) -1

= (vs(z,y, 20 + h) —vs(z,y,20 — h)) d(x,y)

h

o é’vg 6123
- Y,z dz d.’I}, =J - \Z, ,Zdaj, s 2).
JQh (Lo—h 52 (@92 ) (@.y) " 5, (@, 2)d(@,y,2)

Addieren wir den Fluss durch die anderen Flachen des Wiirfels, erhalten wir

J - do = f div ¥(z,y, 2) d(x,y, 2). (%)
Wh

oWy,
Der Mittelwertsatz der Integralrechnung 19.8 ergibt die lokale Quellstarke
limg —— f 7. do = lim —— div 5(2) dZ = div 5(%0)
im ————— v-do=lim ———— iv ¥(%) dz = div 0(Zy).
h—0 volg(Wh) oWy, h—0 VO]g(Wh) Wh 0
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Vektoranalysis und die Integralsitze von GauB, Green und Stokes Normalgebiet

Definition 25.4 (Normalgebiet)

Die Menge M < R™ (mit n = 2 oder 3) sei ein beschrinktes Gebiet (also offen

und zusammenhangend). M heiBt NORMALGEBIET,

(a) wenn es iiber jeder Koordinatenachse im R? (bzw. Koordinaten-Ebene im
R?3) in endlich viele schlichte Gebiete My, ..., My zerlegbar ist (siehe
Definition 19.14) und

(b) jedes dieser Gebiete M; einen Rand hat, der aus endlich vielen stiickweise
reguliren Kurven (fiir n = 2, siehe 20.1) bzw. orientierten Flachenstiicken
(fiir n = 3, siehe 20.12) besteht.

Erinnerung: Ein Gebiet M < R? heiBt SCHLICHT iiber der x-Achse, falls es stetige
b1, 62 : [a,b] = R gibt mit M = {(z,y) eR* |a <z <b, ¢1(2) <y < ¢2(x)}.

Analog heiBt M < R? schlicht iiber der z-
y-Ebene, wenn es ein Gebiet G < R? und
stetige Funktionen ¢1, ¢2 : G — R gibt mit
M ={(z,y,2) e R’ | (z,y) € G,

¢1(x,y) <z< ¢2(x7y)}
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Vektoranalysis und die Integralsitze von GauB, Green und Stokes Integralsatz von GauB

Die Identitat (*) besagt, dass das Volumenintegral iiber die lokale Quellstirke
eines Vektorfeldes v gleich dem Fluss des Vektorfeldes durch den Rand des
Gebietes ist. Genau dies ist der Integralsatz von GauB.

Satz 25.5 (Integralsatz von GauB)

(a) in der Ebene: M < R? sei ein Normalgebiet, ii sei der GuBere Normalenvektor
der Linge 1 von oM. o
Dann gilt fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld ¢ : M — R?

J 17~fids=f divt d(z,y).
oM M

(b) im Raum: M < R? sei ein Normalgebiet, 7i sei der duBere Normalenvektor
der Linge 1 von oM. -
Dann gilt fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld © : M — R3

J 6-d5:f U~ﬁdS:J divv d(z,y, 2).
oM oM M
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Vektoranalysis und die Integralsitze von GauB, Green und Stokes Flicheninhalt und Volumen
Anwendung: Volumenberechnung
Satz 25.6 (Flacheninhalt und Volumen)

@ Ein ebenes Normalgebiet M < R? hat den Flicheninhalt

1

voly (M) = §j (z,y)"- 7 ds,
oM

wobei 11 der GuBere Normalenvektor der Lange 1 von 0M ist.

e Ein rdumliches Normalgebiet M = R3 hat das Volumen

1

volg (M) = gj (x,y,z)T- 7 dS,
oM

wobei 11 der GuBere Normalenvektor der Lange 1 von 0M ist.
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Vektoranalysis und die Integralsitze von GauB, Green und Stokes Satz von Green

Fiir ebene Normalgebiete |asst sich der Satz von GauB
mit dem vektoriellen Kurvenintegral 20.6 umschreiben.
Bei der Parameterdarstellung ¢ : [a,b] — R? von oM
muss man darauf achten, dass das Gebiet M beim
Durchlaufen des Randes links liegt.

Dann erhilt man einen duBeren Normalenvektor 71
von 0M durch Drehung des

Einheits-Tangentenvektors #(s) = (¢1(s), ¢2(s)) um
90° im mathematisch negativen Sinn, also

J (vidx +vady) = J - tds
oM

L(2) (6)
L (2) ()
L () e
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Vektoranalysis und die Integralsitze von GauB, Green und Stokes Satz von Green

Aus dem Satz von GauB erhilt man so den SATZ VON GREEN

Satz 25.7 (Satz von Green)

M

LM(Pdl‘ +Qdy) = f (Qx — P,) d(x,y)

Fiir ( g ) =1 ( _xy ) ergibt sich die GAUSS’SCHE FLACHENFORMEL oder
SEKTORFORMEL )
voly (M) = fj (xdy — ydzx).
2 Jom
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Vektoranalysis und die Integralsitze von GauB, Green und Stokes Satz von Green
Anwendung des GauBschen Satzes auf v = g Vh, also

~,25.2(c)

div 7 Vg-Vh+ gdiv(Vh) P2 Vg . Vh+ g Ak

ergibt

J div Ud(x,y):f (Vg-ViH—gAh)d(x,y):J gVh-fidS.
M M

oM

Vertauschen von g und h ergibt
f (Vg-Vh+hAg)d(z,y) = f hVg-idS.
M oM
Subtraktion beider Identititen fiihrt zu
J (gAh —hAg)d(z,y) = f (gVh —hVyg)-1dS.
M oM

Beachte: Die Skalarprodukte Vg - 7 und Vh - 7 sind die Richtungsableitungen von
g (bzw. h) in Richtung des duBeren Normalenvektors von dM (siehe 17.9)
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Vektoranalysis und die Integralsitze von GauB, Green und Stokes Greensche Integralformel

Wir haben damit folgenden Satz hergeleitet:

Satz 25.8 (Greensche Integralformel)
M < R? (bzw. R?) sei ein Normalgebiet, g,h : M — R seien zweimal stetig

differenzierbar. Ist 7i der duBere Normalenvektor der Linge 1 von M, so gilt im

R2
dg oh
JM(h Ag—g Ah)d(x,y) = LM <h8fi — g%’) ds

bzw. im R?

7 0g oh
JM(h Ag — g Ah)d(z,y,z2) = LM (haﬁ — g&ﬁ) ds.

Wichtiger Spezialfall: h = 1 ergibt in der Greenschen Formel
° SM Agd(z,y) = SaM %ds im R?
o §,, Agd(z,y,2) =,,, 2 dS im R3.
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Vektoranalysis und die Integralsitze von GauB, Green und Stokes Vorbereitung zum Integralsatz von Stokes

Bildet man das Gebiet G — R? in den R? ab, erhilt man mit der Kettenregel aus
dem Satz von Green des Satz von Stokes.

Andererseits ist der Satz von Green bzw. der ebene Satz von GauB ein Spezialfall
des Satzes von Stokes.
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Vektoranalysis und die Integralsitze von GauB, Green und Stokes Vorbereitung zum Integralsatz von Stokes

Vorbereitung zum Integralsatz von Stokes

Fiir einen Normalbereich M < R? und jedes zweimal stetig differenzierbare
Vektorfeld 7 : M — R? gilt nach dem GauBschen Satz

J rot 7-7dS = | div(rot 7)dz 2" 0.
oM M

Das Oberflachenintegral der “Zirkulationsstarke” rot ¢ - 77 des Vektorfeldes ¥/ in
Richtung des Normalenvektors von d M ist also Null. Dies liegt i.w. daran, dass die
Oberflache geschlossen ist, also keine Randkurven besitzt.

Fiir Flachenstiicke mit Randkurven lasst sich das Oberflachenintegral der
Zirkulationsstarke in ein vektorielles Kurvenintegral iiberfiihren;
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Vektoranalysis und die Integralsitze von GauB, Green und Stokes Integralsatz von Stokes

@ Spezifikation des Flachenstiicks F':
G < R? sei ein Normalgebiet (ohne “Lécher”), 5:@ — R3 sei zweimal stetig
differenzierbar, 5‘@ sei injektiv und es gelte
qgu X J;v <0 inG.
Dann ist F' = ¢(G) < R3 ein orientiertes Flichenstiick (siehe 20.12) und
1

= ———= fu X Py
[pu X Dol
@ Spezifikation der Randkurven:
0G werde so durchlaufen, dass die geschlossene Bildkurve ¢(0G) auf F mit dem
Normalenfeld 7 die Bewegungsrichtung einer Rechtsschraube hat. (Achtung: d_; ist evtl.
nicht injektiv auf 0G, Zwei Kurven kdnnen zusammenfallen, eine Kurve kann zu einem

Punkt zusammenschmelzen, siehe nachfolgendes Bsp. )

Satz 25.9 (Integralsatz von Stokes)

Das Gebiet U < R® enthalte F. Mit den obigen Spezifikationen gilt fiir jedes
stetig differenzierbare Vektorfeld v : U — R3

Jmt 17~ﬁdS:J U - dT.
F #(8G)
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Vektoranalysis und die Integralsitze von GauB, Green und Stokes Integralsatz von Stokes

@ Der Fluss des Vektorfeldes rot @ durch die Fliche F' stimmt also mit der

—

“Zirkulation” von ¥ lings dem “Rand von F" (genauer ¢(0G)) iiberein.

@ Zum Vorzeichen: Beim Oberflachenintegral im Satz von Stokes bestimmt das
Normalenfeld von F' das Vorzeichen.

Beim vektoriellen Kurvenintegral bestimmt die Durchlauf-Richtung das Vorzeichen.

Diese beiden Orientierungen passen zusammen, wenn die Durchlauf-Richtung der
Kurve sich zum Normalenfeld wie die Rechtsdrehung einer Schraube verhilt
(“Rechte-Hand-Regel”).

v

hy
<

Die durch die Reihenfolge u-v gegebene Orientierung des Randes des
Parametergebiets G induziert durch ¢ eine Orientierung des Randes von F'.

Der Normalenvektor 7 passt dazu, wenn 7 die Richtung von d_;u X d_;U (in genau
dieser Reihenfolge) hat.
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Komplexe Funktionen: Die komplexe Differenzierbarkeit

Kapitel 26 — Komplexe Funktionen: Die komplexe
Differenzierbarkeit
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Komplexe Funktionen: Die komplexe Differenzierbarkeit Grundbegriffe
Funktionentheorie

In den folgenden Kapiteln betrachten wir Funktionen f : M — C mit M < C. Wir
nennen solche Funktionen KOMPLEXE FUNKTIONEN.

26.1 (Grundbegriffe)

@ Die komplexe Zahl z = x + iy € C wird durch ihren Realteil x € R und ihren
Imaginéarteil y € R definiert.

Manchmal betrachten wir Teilmengen von C auch als Teilmengen von R?:

z=x+iyeC «—— (z,y) R’
@ Alternativ wird die Darstellung in Polarkoordinaten verwendet:

z=1x+iy = |z|(cos¢ + ising) = |z|e® (fiir z # 0), mit

arccos ———, falls y > 0,
|2l = V3T + 2, ¢ = arg(z) = Vet
27T — arccos ——= falls y < 0,

den BETRAG und das ARGUMENT von z bezeichnen.
(arg (z) € [0, 27) ist der Winkel, den der Vektor vom Nullpunkt zum Punkt (z,y)
mit der positiven x-Achse bildet.)
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Komplexe Funktionen: Die komplexe Differenzierbarkeit Grundbegriffe

@ Zuz =z +iy (mit z,y € R) ist
Z =1z —iy = |2|(cos ¢ — isinp) = |z|e”*¢

die komplex konjugierte Zahl. Es gilt |z]| = +/2Z.
@ Die offene Kreisscheibe mit Mittelpunkt zy und Radius R > 0 ist

Kgr(z0) ={z€C| |z — 20| < R}.

@ Eine Menge M < C ist OFFEN, wenn zu jedem Punkt z € M eine offene
Kreisscheibe um z existiert, die Teilmenge von M ist.

@ Eine offene Menge M < C ist ZUSAMMENHANGEND, wenn sie NICHT die
Vereinigung von zwei nichtleeren und disjunkten offenen Teilmengen ist. Eine
offene und zusammenhingende Menge nennen wir GEBIET.

Bemerkung: Gebiete iibernehmen die Rolle offener Intervalle in R.
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Komplexe Funktionen: Die komplexe Differenzierbarkeit Kurven, einfach zusammenhingende Mengen

Definition 26.2 (Kurven, einfach zusammenhingende Mengen)

e Eine Kurve in C ist eine stetige Abbildung c : [a,b] — C (wie in Def. 20.1).
Die Kurve c heiBt
e GESCHLOSSEN, wenn c(a) = c(b) gilt,
o DOPPELPUNKTFREIL, wenn c(t1) # c(t2) fiir alle a < t1 < t2 < b gilt, also die
Injektivitdt auf dem offenen Intervall (a,b) vorliegt,
e REGULAR, wenn c stetig differenzierbar ist und

% ot) = é(t) 20 fiir alle t € [a, 5] g,

e STUCKWEISE REGULAR, wenn c die Aneinanderreihung endlich vieler regularer
Kurven ist (siehe 20.1).

@ Das INNERE einer geschlossenen doppelpunktfreien und stiickweise reguldren
Kurve ist das beschrinkte Gebiet M, dessen Rand die Kurve ist.

@ Ein Gebiet M < C heilt EINFACH ZUSAMMENHANGEND, wenn das Innere
jeder geschlossenen doppelpunktfreien und stiickweise reguldren Kurve eine
Teilmenge von M ist.

Anschaulich: M hat keine Lécher.
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Komplexe Funktionen: Die komplexe Differenzierbarkeit Grenzwerte in C

26.3 (Grenzwerte in C)

Wir bilden Grenzwerte wie im R?: Eine Folge (2,,)n o konvergiert gegen
¢ = a+ ibe C genau dann, wenn lim,,_,«, |z, — ¢| = 0 gilt. Dies ist genau dann
der Fall, wenn

lim Rez, =a und lim Imz, =205
n—o0 n—ao0

gilt.

26.4 (Real- und Imaginérteil komplexer Funktionen)

Die Funktion f : M — C (mit M < C) kann mit ihrem Real- und Imaginarteil
geschrieben werden:

f(z) = f(z +iy) = u(z,y) + w(z,y),

wobei u : M — R der Realteil und v : M — R der Imaginarteil von f ist.

Beachte: Wir schreiben das Argument von u und v als Koordinaten-Paar (x,y) € R? anstatt
x + 1y. Eigenschaften von f lassen sich durch Eigenschaften von u und v ausdriicken.
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Komplexe Funktionen: Die komplexe Differenzierbarkeit Definition und Satz: Stetigkeit

26.5 (Definition und Satz: Stetigkeit)
(a) Eine komplexe Funktion f : M — C heiBt stetig im Punkt zy € M, wenn

lim f(z) = f(z0)

zZ—20
gilt. Wir sagen f ist stetig, wenn f in jedem zy € M stetig ist.

(b) f: M — C ist genau dann stetig (im Punkt z), wenn ihr Realteil und ihr
Imaginarteil (im Punkt zg) stetig sind.

Beispiele:

(a) f:C —C, f(2) = 22 ist stetig. Jedes Polynom mit reellen oder komplexen Koeffizienten
ist stetig.

(b) g:C\{0} — C mit g(z) = L ist stetig. Jede rationale Funktion

z

P
hiC\st,..., 20} > C, h(z) = L&)
Q(2)
mit Polynomen P und @ ist stetig. Hierbei bezeichnen z1, ..., z, € C samtliche Nullstellen

des Polynoms Q.

(¢) h:C — C mit h(z) = €7 ist stetig.

A. Lamacz-Keymling Hdhere Mathematik Il WS 24/25 612



Komplexe Funktionen: Die komplexe Differenzierbarkeit Darstellung komplexer Funktionen

Darstellung komplexer Funktionen

@ Zeichne die Graphen von u = Re f und v = Im f getrennt.

o Haufige Alternative: zeichne zu mehreren Kurven ¢, ..., ¢, im
Definitionsbereich M die Bildkurven focy, ..., focCn.

37 3

21
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Komplexe Funktionen: Die komplexe Differenzierbarkeit Darstellung komplexer Funktionen

N
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Komplexe Funktionen: Die komplexe Differenzierbarkeit Darstellung komplexer Funktionen

N
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Komplexe Funktionen: Die komplexe Differenzierbarkeit Darstellung komplexer Funktionen

N
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Komplexe Funktionen: Die komplexe Differenzierbarkeit Darstellung komplexer Funktionen

Bilder in “Polarkoordinaten”, also den Geraden durch den Nullpunkt und Kreisen
um den Nullpunkt:

*] / 5 N
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Darstellung komplexer Funktionen

zierbarkeit

: Die komplexe Differen:

Komplexe Funktionen:
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Komplexe Funktionen: Die komplexe Differenzierbarkeit Darstellung komplexer Funktionen
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Komplexe Funktionen: Die komplexe Differenzierbarkeit Darstellung komplexer Funktionen

Bei Betrachtung der Beispiele stellt man fest:

Schneiden sich die Kurven ¢; und co des Definitionsbereichs rechtwinklig im
Punkt zg, so schneiden sich die Bildkurven f oc; und f o co im Punkt f(zp)
ebenfalls rechtwinklig.

Bemerkung: Diese Eigenschaft gilt auch fiir andere Schnittwinkel o # /2. Dies
fiihrt auf die Definition der KONFORMEN ABBILDUNG.

A. Lamacz-Keymling Hdhere Mathematik I WS 24/25 620



Komplexe Funktionen: Die komplexe Differenzierbarkeit Definition: Komplexe Differenzierbarkeit

Definition 26.6 (Komplexe Differenzierbarkeit)

M < C sei ein Gebiet und f : M — C sowie zy € M seien gegeben.
f heiBt KOMPLEX DIFFERENZIERBAR in zy, wenn der Grenzwert

1 1) = 1)

zZ—20 7z = ZO

=: f'(20)

existiert. Die komplexe Zahl f'(zo) heiBt die Ableitung von f in zy. Falls f in
Jjedem Punkt von M komplex differenzierbar ist, so heiBt f HOLOMORPH in M.

Bemerkung: Die Holomorphie (=komplexe Differenzierbarkeit im Gebiet M) ist eine sehr starke
Eigenschaft: Im ndchsten Abschnitt zeigen wir, dass hieraus die Eigenschaft folgt, dass f um
jeden Punkt zg in eine Potenzreihe entwickelt werden kann. Hieraus folgt dann:

Satz 26.7
Falls f : M — C holomorph ist, so ist f unendlich oft komplex differenzierbar!

A. Lamacz-Keymling Hdhere Mathematik I WS 24/25 621



Komplexe Funktionen: Die komplexe Differenzierbarkeit Rechenregeln fiir die komplexe Ableitung

Wir bendtigen keine neuen Rechenregeln!

Satz 26.8 (Rechenregeln fiir die komplexe Ableitung)

Fiir die komplexe Ableitung gelten die gleichen Rechenregeln wie im Reellen: die
Summe, die Differenz, das Produkt, der Quotient und die Verkettung von komplex
differenzierbaren Funktionen ist wieder komplex differenzierbar, und die Ableitung
wird mit den Regeln fiir Summen, Differenzen bzw. mit der Produkt-, Quotienten-
und Kettenregel berechnet.
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Komplexe Funktionen: Die komplexe Differenzierbarkeit Definition: Konforme Abbildung

Wir kommen auf die geometrische Betrachtung zuriick:

Definition 26.9 (Konforme Abbildung)
@ Der ORIENTIERTE WINKEL « = Z(cq1,¢2) zwischen zwei reguliren Kurven
c1,¢o : [0,1] — C mit gleichem Anfangspunkt zy wird definiert als

o = argée(0) — argéi(0).

o Eine komplexe Funktion f : M — C auf einem Gebiet M heiBt KONFORM,
wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt sind.:

(a) Fiir jede reguldre Kurve c : [a,b] — M ist auch die Bildkurve f o c regular.

(b) Schneiden sich zwei reguldre Kurven ci und c2 im Punkt zo € M mit dem
orientierten Winkel o, so schneiden sich die Bildkurven f oci und f ocy im
Punkt f(z0) ebenfalls mit dem orientierten Winkel o, d.h. f ist winkeltreu.
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Komplexe Funktionen: Die komplexe Differenzierbarkeit Holomorphe und konforme Funktionen

Satz 26.10 (Holomorphe und konforme Funktionen)

Jede holomorphe Funktion f : M — C, die zusitzlich f'(z) # 0 fiir alle z € M
erflillt, ist konform.

Beispiel: Man betrachte nochmals die Bilder zu f(z) = 22.

e fistin M = C\{0} konform, denn f ist holomorph in M und f’(z) # 0 fiir
alle ze M.

@ Die Kurven in C, die durch den Nullpunkt zg = 0 laufen, haben keine
reguldren Bildkurven. Also ist f nicht in ganz C konform.
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Komplexe Funktionen: Die komplexe Differenzierbarkeit Riemannscher Abbildungssatz

In diesem Zusammenhang sei der folgende Hauptsatz der Funktionentheorie
erwahnt.

Satz 26.11 (Riemannscher Abbildungssatz)

M < C sei ein einfach zusammenhangendes Gebiet, und es sei M # C. Dann
existiert eine bijektive konforme holomorphe Abbildung von M auf die
Einheitskreisscheibe

D:={zeC| |z <1}.

Der Beweis gibt keine konkrete Abbildung an, sondern zeigt nur die Existenz.
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Komplexe Funktionen: Die komplexe Differenzierbarkeit Riemannscher Abbildungssatz

Beispiel: Die obere Halbebene

Hy ={zeC|Imz> 0}

ist ein einfach zusammenh&ngendes Gebiet. Die Funktion f(z) = Zz bildet H;
bijektiv, holomorph und konform auf den Einheitskreis D ab.
Der Beweis dieser Tatsache erfolgt spater.
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Komplexe Funktionen: Die komplexe Differenzierbarkeit Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen

Satz 26.12 (Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen)

Auf dem Gebiet M < C sei die komplexe Funktion f : M — C,

f(2) = f(z +iy) = u(z,y) + iv(z,y)
mit w = Re f und v = Im f definiert. Dann sind dquivalent:
(i) f ist holomorph in M.

(i) w und v sind in M stetig partiell differenzierbar, und die partiellen Ableitungen
erfiillen die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen.

Uz (20, Yo) = a, vz (o, yo) = b,
uy (o, yo) = —b, vy (20,%0) = a,
in Kurzform
Ug = Uy, Uy = —Vg.

In diesem Fall ist die komplexe Ableitung

f'(2) = f'(@ + i) = ual@,y) + iva(2,y) = vy(2,y) — duy (2, y)-
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Komplexe Funktionen: Die komplexe Differenzierbarkeit Ergdnzung zur komplexen Differenzierbarkeit in einem Punkt

26.13 (Ergdnzung)

Betrachtet man eine in zo = xo + iyo komplex differenzierbare Funktion f mit

f'(20) # 0 als f(x,y) = ( Zgi’z; ) so hat die Ableitungsmatrix die Form
Uy Uy ) [ @
W Oy —\-b

noch einmal die Winkeltreue.

, Ist also das Vielfache einer orthogonalen Matrix. Daraus folgt

Satz 26.14

Die komplexe Funktion f : M — C mit Realteil w: M — R und Imaginarteil v: M — R
ist genau dann im Punkt zo = xo + iyo € M komplex differenzierbar, wenn u und v im
Punkt (xo0,y0) total differenzierbar sind und dort die Cauchy-Riemann Dgl. gelten.

26.15 (Folgerung)

M < C sei ein Gebiet und die komplexe Funktion f : M — C sei holomorph in M.
(a) Falls f'(z) = 0 fiir alle z € M gilt, so ist f konstant.

(b) Falls |f| eine konstante Funktion ist, so ist auch f konstant.
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Komplexe Funktionen: Die komplexe Differenzierbarkeit Zusammenhang holomorpher und harmonischer Funktionen

Eine viel weitreichendere Folgerung der CR-Dgl’en ist:

Satz 26.16 (Zusammenhang holomorpher und harmonischer Funktionen)

Sowohl! der Realteil als auch der Imaginarteil einer holomorphen Funktion
f: M — C sind HARMONISCH, d.h. fiir f = u + iv gilt

AU = Uy + Uyy = 0, AV = Vg +vyy =0 in M.
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Komplexe Funktionen: Die komplexe Differenzierbarkeit Definition: konjugiert harmonische Funktionen

Ziel: Konstruktion einer holomorphen Funktion f(z) = f(x + iy), wenn z.B. nur
der Realteil u(x,y) vorgegeben ist.

Definition 26.17 (konjugiert harmonische Funktionen)

M sei ein Gebiet im R? (oder in C). Zwei harmonische Funktionen u,v : M — R
heiBen ZUEINANDER KONJUGIERT HARMONISCH, wenn sie die CR-Dgl’en
erfiillen.

In diesem Fall ist die komplexe Funktion f : M — C mit

f(2) = fl& +iy) = u(z,y) + iv(z,y)

holomorph in M.
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Komplexe Funktionen: Die komplexe Differenzierbarkeit Satz: Konstruktion einer konjugiert harmonischen Funktion

Satz 26.18 (Konstruktion einer konjugiert harmonischen Funktion)

M < R? sei ein einfach-zusammenhingendes Gebiet und v : M — R sei
harmonisch. Weiter sei zo = xg + iyg € M.

Dann gibt es zu jedem Anfangswert A € R genau eine harmonische Funktion
v: M — R mitv(xg,yo) = A und so, dass u und v zueinander konjugiert
harmonisch sind.

Fiir jede stiickweise regulire Kurve ¢: [0,b] — M mit dem Anfangspunkt
&(0) = (x0,y0) gilt

C

v(c(b)) = A+ J(fuy dx + ug dy).

Bemerkung:

@ Man beachte, dass das vektorielle Kurvenintegral in diesem Satz wegunabhéangig ist. Dies
erkennt man daran, dass das Vektorfeld (—uy, uz) die Integrabilitdtsbedingung erfiillt:

(—uy)y = (uz)z, denn w ist harmonisch.

@ Der Satz besagt: Zu einer harmonischen Funktion u auf einem
einfach-zusammenhangenden Gebiet M < C l&sst sich immer eine harmonische Funktion v
konstruieren, so dass f = u + iv holomorph auf M ist.
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Komplexe Funktionen: Die komplexe Differenzierbarkeit Folgerung

Eine einfache Folgerung aus Satz 26.18 ist:

Satz 26.19

M, N < C seien einfach zusammenhingende Gebiete. Falls f : M — N
holomorph ist und g : N — R harmonisch ist, so ist auch h = g o f harmonisch.

Mit Hilfe dieser Tatsache und des Riemannschen Abbildungssatzes kann man das
Dirichlet-Problem der Potentialgleichung auf das Standardgebiet " Einheitskreis”
transportieren, dort I6sen und die Lésung auf das urspriingliche Gebiet
zuriickiibersetzen.
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Beispiele holomorpher Funktionen

Kapitel 27 — Beispiele holomorpher Funktionen
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Beispiele holomorpher Funktionen Polynome, rationale Funktionen

Beispiele holomorpher Funktionen

Viele “elementare” Funktionen aus der reellen Analysis lassen sich auf C erweitern.

27.1 Polynome, rationale Funktionen

o Jedes Polynom
P:C—>C, P(z)=ap+arz+--a,z",
mit Koeffizienten ag, ..., a, € C ist holomorph in ganz C.

@ Jede rationale Funktion
P(z)
Q(z)’

wobei P und @ Polynome sind und die Menge Ng := {z1,..., 2} = C die
Menge aller Nullstellen von @ ist, ist holomorph in ganz C\Ng.

R:C\Ng —»C, R(z)=
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Beispiele holomorpher Funktionen Polynome, rationale Funktionen

Bemerkung:

@ Bis auf einen konstanten Vorfaktor, sind Polynome bereits durch ihre
Nullstellen (und deren Vielfachheit) festgelegt:

n
~ o[ T

falls P ein Polynom vom Grad n mit dem Hochstkoeffizienten a,, # 0 ist.

@ Rationale Funktionen R = g treten als sog. “Filter” in der
Signalverarbeitung auf. Zur Darstellung zeichnet man haufig ein Diagramm,
das nur die Nullstellen Ng und die Polstellen Ng enthilt.
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Beispiele holomorpher Funktionen Exponentialfunktion

27.2 Die Exponentialfunktion
2, 2"
:C—-C =e° = —
f @ == g

ist holomorph in ganz C, und es gilt
f(z)=¢€ und ATV = e* e, w,z € C.

Die angegebene Potenzreihe konvergiert fiir jedes z € C. Sie konvergiert sogar
gleichmaBig auf beschrankten Teilmengen M < C.

@ Real- und Imaginérteil von e* (mit z = = + iy) erhilt man aus
e = e®TW = % W = % cosy + ie” siny.

Insbesondere gilt
le*| = e fir z=ux+1y.

@ Die Exponentialfunktion auf C ist nicht injektiv. Vielmehr ist sie 2m-periodisch in

y-Richtung: )

T2 =% fiiralle zeC.

Um eine Umkehrfunktion In z zu definieren, muss man die Exponentialfunktion auf einen
Streifen parallel zur z-Achse einschrinken, z.B.

S=Rx (—mmn)cC.
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Hyperbelfunktionen

Beispiele holomorpher Funktionen

27.3 Die Hyperbel-Funktionen

I
s
| w
Z

cosh : C — C, cosh(z) = %(ez +e %)

1
sinh: € —C,  sinh(z) = S(e* —e™%) = 2, m’
k=0 ’

sind holomorph in ganz C, ihre Potenzreihen konvergieren fiir jedes z € C. Es gilt

(cosh z)" = sinh z, (sinh z)" = cosh z.

@ Real- und Imaginérteil der Funktionen lassen sich leicht berechnen:

cosh(z + 1y) = %(ez(cosy +isiny) + e *(cosy —isiny)) = coshz cosy + isinh xsiny,
sinh(z + iy) = %(e‘"”(cosy +isiny) — e *(cosy —isiny)) = sinhz cosy + i coshzsiny.

Hieran erkennt man -
cosh (z + z§> = isinh z

und
|cosh z| < coshz, |sinhz| < coshz fir z =+ 1y.

@ Beide Hyperbelfunktionen sind 27-periodisch in y-Richtung:
cosh(z + 27i) = cosh z, sinh(z + 274) = sinh z fir alle zeC.
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Beispiele holomorpher Funktionen

Cosinus- und Sinusfunktion

27.4  Die komplexe Cosinus- und Sinusfunktion

1 iz —iz S (_1)k’22k
cos: C — C, cos(z)—i(e +e )—ZW,
k=0
1
sin: C —» C,

D (1) y2k+1
sin(z) = — (e — e %) = Z L

2 2 k1)
sind holomorph in ganz C, ihre Potenzreihen konvergieren fiir jedes z € C.
Es gilt

(cosz) = —sin z, (sin z)" = cos z.
Wie im Reellen ist

sin® 2 + cos’z =1
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Beispiele holomorpher Funktionen Cosinus- und Sinusfunktion

@ Real- und Imaginérteil der Funktionen lassen sich ebenso berechnen:

cos(z + iy) = %(e‘y(cosz +isinx) + e¥Y(cosz — isinx)) = coszcoshy — isinzsinhy,

sin(x + 1Y) = Q%(e*y (cosx + isinx) — e¥(cosx — isinz)) = sinz coshy + i cos x sinh y.
Hieran erkennt man, dass die aus dem Reellen bekannten Beziehungen
™ . . T
COS(Z‘F*)Z*SIIIZ s1n<z+f):cosz
2 2
auch im Komplexen giiltig ist. Weiterhin gilt
|cosz| < coshy, |[sinz| < coshy fir z=uz+y.

Insbesondere sind cos z und sin z im Komplexen NICHT beschrankt.

@ Der komplexe Cosinus und Sinus ist 2m-periodisch in z-Richtung:

cos(z + 2m) = cos z, sin(z + 27) = sinz fir alle zeC.
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Beispiele holomorpher Funktionen Wourzelfunktion

27.5 Wourzelfunktion

@ Wir betrachten zunichst die Funktion f : C — C mit f(z) = 22,
Fiir 0 < oo < 7 betrachten wir die HALBEBENE

H,={2eClz#0, a<argz <a+m}.
Die Einschrankung
fla,: Hy = {weC|w+#0, argw # 2a}

ist bijektiv. Die Bildmenge ist ganz C ohne einen Strahl I'g ausgehend vom
Nullpunkt in Richtung arg z = 8 mit 8 = 2«; diesen Strahl nennt man einen
VERZWEIGUNGSSCHNITT und C\I'g eine GESCHLITZTE EBENE.

@ Zu jedem Schnitt I'g kann die Umkehrfunktion gebildet werden:
91 : C\I'g = Ha, 91(2) = V2.

g1 ist holomorph und definiert einen ZWEIG der komplexen Wurzelfunktion
zum Schnitt T'g: Mit Polarkoordinaten fiir z = |z|e® und

¢ =argze (B, +2n) gilt
91(2) = vz = \/|2|e'"? € Ha, o = /2.
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Beispiele holomorpher Funktionen Wourzelfunktion

@ Ein zweiter Zweig der Wurzelfunktion zum Schnitt I'g ist die holomorphe
Funktion

g2(2) = Vz = /|2 e H, .

o Fiir jeden Schnitt I'g gibt es zwei Zweige g, und go der Wurzelfunktion. Fiir
alle z € C\I'g gilt (wie im Reellen)

1 1
"(2) = , L(z) = )
Hierbei darf man nicht von dem Zweig g, auf den anderen Zweig go

springen” .
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Beispiele holomorpher Funktionen Bemerkung

27.6 Bemerkung: Ebenso lassen sich zum Schnitt I'g jeweils n Zweige der n-ten
Waurzelfunktion bestimmen: mit z = |z|e’® und ¢ = arg z € (B, B + 27) ist

g :C\I'g > {weClw=#0, (+2kn)/n<argw < (8+2(k+ 1)7)/n},
gr(z) = /z = R/|2|eleT2Rmin,

der k-te Zweig von {/z, 0 < k < n — 1. Die Bildmenge ist jeweils ein Kegel mit
Spitze in 0 und Offnungswinkel 27 /n.
Die Funktionen g sind holomorph und es gilt (wie im Reellen)

ot
n(gr(2))"

Hierbei darf man nicht auf einen anderen Zweig der n-ten Wurzel “springen”.

9i(2) =

A. Lamacz-Keymling Hdhere Mathematik Il WS 24/25 642



Beispiele holomorpher Funktionen Logarithmusfunktion

27.7 Logarithmusfunktion

o Wir betrachten zunichst die Funktion f: C — C mit f(z) = e*.
Fiir c € R definieren wir den STREIFEN

Se={2e€Clec<Imz<c+2n},
also eine "Periode” der komplexen Exponentialfunktion. Die Einschrankung
fls.:Se = {weC|lw#0, argw # c+ 2km, ke Z}
ist bijektiv. Die Bildmenge besitzt den Verzweigungsschnitt T'..

@ Insbesondere wahlen wir den Schnitt I',.. Die Umkehrfunktion wird mit
"log 2" bezeichnet:

log:C\{zeC|z=2+0i,z <0} — C.

log ist holomorph und definiert einen “Zweig" der komplexen
Logarithmusfunktion zum Schnitt T';: Mit Polarkoordinaten fiir z = |z|e®®
und ¢ = arg z € (—m, ) gilt

logy(2) :=logz = In|z| + i¢.
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Beispiele holomorpher Funktionen Logarithmusfunktion
o Weitere Zweige der Logarithmusfunktion zum gleichen Schnitt T';; sind
log,(z) = In|z| +i(¢ + 2kn), ke Z.
@ Es gilt (wie im Reellen)
logy.(2) = %, ze C\I'.

@ Bemerkung: Mit dem gleichen Verzweigungsschnitt bei arg z = 7 fiir alle
beteiligten Funktionen und bei passender Wahl der Zweige gelten die Formeln

\/; _ e(logz)/Z _ 21/2’ v/ = e(logz)/n _ Zl/n.

@ Es ist stets exp(log z) = z und logexp(z) = z + 2kwi mit k € Z.
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Beispiele holomorpher Funktionen Allgemeine Potenz

In Verallgemeinerung der fiir reelle positive Basen giiltigen Formel a® = ¢bn@
definiert man

Definition 27.1 (Allgemeine Potenz)

Seien z,w € C mit z # 0. Dann ist

2% = exp(wlog z) = exp(w(In |z| + iarg z + 2kmi)) mit k € Z.

o Fiir w € Z hat die allgemeine Potenz nur einen Wert.
o Die Schreibweise ist mit 1/z = 2'/2 kompatibel.
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Beispiele holomorpher Funktionen Mébius-Transformation

Wir behandeln nun spezielle rationale Funktionen, deren Zahler und Nenner
jeweils ein Polynom vom Grad 0 oder 1 ist.
Definition 27.2 (M6bius-Transformation)
Eine rationale Funktion
az+b

f(z) = i d mit a,b,c,de C, ad— bc # 0,

heiBt MOBIUS-TRANSFORMATION.
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Beispiele holomorpher Funktionen Eigenschaften der Mébiustransformation

Satz 27.3 (Eigenschaften der M&biustransformation)

Die Mébius-Transformation f(z) = ‘CIZZIZ (mit ad — bc # 0) ist holomorph und

konform im Definitionsbereich My, wobei
o M; =C\{—d/c}, falls c # 0 gilt,
o My =C, fallsc =0 (und d # 0) ist.
Die Ableitung ist

f’(z)=m;ﬁ0 fiir alle z € Mj.

Der Bildbereich ist
o Ny =C\{a/c}, falls c # 0 gilt,
e Ny =C, fallsc =0 (und d +# 0) gilt.
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Beispiele holomorpher Funktionen Eigenschaften der Mébiustransformation

Satz 27.4
Es gilt weiterhin:
(a) Die bijektive Funktion f : My — Ny besitzt die Umkehrfunktion
dz—b
=f ' Ny->M =—
g=1r f ro 9l =—— et

ist also selbst wieder eine Mébius-Transformation.

az+b

cz+d und

(b) Die Komposition f o g von Mébius-Transformationen f(z) =

9(2) = ZH lautet

_ (ae+bg)z + (af + bh)
(Fog)z) = (ce + dg)z + (cf +dh)’

fog: My — Ny,

ist also wieder eine Mébius-Transformation.
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Beispiele holomorpher Funktionen Eigenschaften der Mébiustransformation

Merkregeln: Die Parameter a, b, ¢, d der M&bius-Transformation schreibt man in Form einer

2 x 2-Matrix:
az+b a b
= ~ Af:= .
1) cz+d f (C d)

@ Die Bedingung ad — bc # 0 bedeutet det Ay # 0.

@ Die Umkehrfunktion f~! passt zur Matrix

( d ‘b> — (det Ay) A7

—C a

@ Die Komposition f o g passt zum Matrixprodukt
ae+bg af +bh\ (a b ef—AA
ce+dg cf+dh) " \c dJ\g n) =79
Daran erkennt man auch, dass f o g die Zusatzbedingung erfiillt:

ae +bg af + bh

det(Ay Ag) = det (ce +dg cf +dh

> =det Ay det Ay # 0.
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Beispiele holomorpher Funktionen Riemannsche Zahlenkugel

Definition 27.5 (Riemannsche Zahlenkugel)
Wir definieren C = C U {o0}.

(a) Die RIEMANNSCHE ZAHLENKUGEL S ist eine Kugel mit Radius 1, deren Siidpol im
Ursprung der komplexen Ebene liegt.

(b) Die STEREOGRAPHISCHE PROJEKTION ordnet bijektiv jedem Punkt w auf S eine
Zahl z € C zu. Der Nordpol N wird auf den “unendlich fernen Punkt " co abgebildet.

N

Damit definiert man: Eine
Folge komplexer Zahlen

zn € C konvergiert gegen o0
genau dann, wenn die
entsprechende Folge

wy, € S beziiglich des
gewdhnlichen
Abstandsbegriffs gegen NV
konvergiert.
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Beispiele holomorpher Funktionen Riemannsche Zahlenkugel

Es gelten die Entsprechungen:
e Gerade in C <= Kreis auf S durch N
e Kreis in C <= Kreis auf S nicht durch NV

Jede Mébiustransformation Idsst sich als bijektive Abbildung S — S auffassen, die
Kreise auf S auf Kreise abbildet.
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Beispiele holomorpher Funktionen Geometrische Eigenschaft der Mébius-Transformation

Satz 27.6 (Geometrische Eigenschaft der Mobius-Transformation)

Fiir eine beliebige Mébius-Transformation f(z) = “£% (mit ad — be # 0) gilt:

@ Falls ¢ = 0 ist: Die Bildmenge einer beliebigen Geraden in C ist eine Gerade,
und die Bildmenge einer beliebigen Kreislinie in C ist eine Kreislinie.

o Falls ¢ # 0 ist:

o Die Bildmenge einer beliebigen Geraden durch den Punkt —d/c ist eine Gerade
durch den Punkt a/c.

o Die Bildmenge jeder anderen Geraden in C ist eine Kreislinie durch den Punkt
a/c.

o Die Bildmenge einer beliebigen Kreislinie durch den Punkt —d/c ist eine
Gerade.

o Die Bildmenge jeder anderen Kreislinie in C ist eine Kreislinie.

Kurz gesagt: Jede Mobius-Transformation bildet Geraden und Kreise auf Geraden
und Kreise ab.
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Beispiele holomorpher Funktionen Geraden und Kreise in C

Satz 27.7 (Geraden und Kreise in C)

e Die Gerade px + qy = ¢ (mit p,q,c € R und (p,q) # (0,0)) in der
GauBschen Zahlenebene wird beschrieben durch

az+az=_[ (a=p—qieC, a#0, B=2ceR).

o Der Kreis |z — 29|? = r? (mit r > 0) wird beschrieben durch

z2Z+azt+az =L (a=-%Z€C, B=r’—|2>eR, aa+f=r>>0)

v
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Beispiele holomorpher Funktionen 6-Punkte-Formel
Als Methode zur Konstruktion von Mobius-Transformationen wird das
DOPPELVERHALTNIS verwendet.

27.14  Ziel: Bestimme eine Mobius-Transformation, die die 3 Punkte z1, 22, 23
auf die 3 Bildpunkte w1, wo, w3 abbildet.

Beachte: Je drei Punkte bestimmen einen Kreis oder eine Gerade.
Losung: Stelle das Doppelverhiltnis auf (auch 6-PUNKTE-FORMEL genannt):

(w—wy)(wz —ws) (2= 21)(22 — 23)
(w —w3)(wg — wr) (2 — 23)(22 — 21)

N

=g(w) =h(2)
Auflésen nach w ergibt eine Mobius-Transformation
az+b
= = it ad — bc # 0.
w = f(z) i d mit a c #

Dass tatsachlich wy, = f(zx) fiir k = 1,2, 3 erfiillt ist, sieht man folgendermaBen:
2)=0 < w=w; und z= 2z,

z)=1 < w=ws und z= 29,
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Beispiele holomorpher Funktionen Bemerkung

27.15 Bemerkung: Die orientierte Kreislinie (oder Gerade) durch die Punkte
z1, 29, 23 teilt C in zwei disjunkte Mengen: eine Menge M, die links von dieser
Linie liegt, und eine Menge Ma, die rechts von dieser Linie liegt.

Ebenso ergibt die orientierte Kreislinie (oder Gerade) durch die Bildpunkte
w1, W, ws eine Menge Ny, die links von dieser Linie liegt, und eine Menge N>, die
rechts von dieser Linie liegt.

Als konforme Abbildung muss die Mdbius-Transformation diese Orientierung
beibehalten, d.h. die Bildmengen sind

f(My) = Ny, f(Mz) = Ns.

— f(z1)

22 \ f(23)

Ym)
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Beispiele holomorpher Funktionen Bemerkung

27.16 Bemerkung Fiir Geraden bietet sich die Wahl des “Punktes” z, = oo fiir
ein k an. Wird z.B. z; = 0, 22 = 1, z3 = o0 gewiahlt (Gerade G = reelle Achse),
so vereinfacht sich die rechte Seite im Doppelverhiltnis zu

Z—Z1 29 — Z3 ARV

h(z) = = = z.
Z9 —Z1 % — 23 Z2 — 21

Genauer: Die Faktoren im Zihler und Nenner, die z; = oo enthalten, werden
gegeneinander “gekiirzt”, d.h. ihr Quotient wird durch 1 ersetzt.

Ebenso darf man auch mit der Wahl der Bildpunkte verfahren, falls sie auf einer
Geraden liegen. Dadurch vereinfacht sich die linke Seite im Doppelverhiltnis
entsprechend.

Beweis von f(H,) =D fir f(z) = %
f(z) = z ;Z ist eine Mébiustransformation mit f(0) = —1, f(o0) =1 und
z24+1i

f(1) = 155 = = = —i. Daher wird die reelle Achse auf die Einheitskreislinie
abgebildet.

Wegen f(i) = 0 wird die obere Halbebene auf das Innere des Kreises abgebildet.
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Beispiele holomorpher Funktionen Bemerkung

Beispiel: Allpass-Filter
Die speziellen Mobius-Transformationen der Form

ha(z) = z 7704 mit a € C, |a| <1,
1—az
das Innere
bilden jeweils bijektiv den _Rand des Einheitskreises auf sich ab. Denn:
das AuBere
@ die Werte
l—« . i— 1+ —1—«
hal) =15 hel) =1z =it MOD=13

liegen alle auf dem Rand des Einheitskreises (sie sind von der Form o2 mit o € {1, —1,1},
haben also den Betrag 1.)

@ Weil hy eine Mobius-Transformation ist, bildet sie die gesamte Einheits-Kreislinie bijektiv
auf einen Kreis oder eine Gerade ab. Wir haben durch die Angabe der 3 Bildpunkte gezeigt,
dass das Bild wieder die Einheits-Kreislinie ist.

@ Um zu entscheiden, ob das Innere des Einheitskreises auf sich abgebildet wird, braucht man
nur einen Wert zu testen, z.B. ho(0) = —c. Wegen || < 1 liegt ho(0) im Innern des
Einheitskreises, also wird das gesamte Innere des Einheitskreises bijektiv auf sich abgebildet.
Dann folgt auch, dass das AuBere bijektiv auf sich abgebildet wird.

@ Beachte: |a| > 1 wiirde eine Umkehrung des Inneren nach auBen bewirken.

Diese speziellen M&bius-Transformationen heiBen Allpass-Filter, da
|S(2)ha(2)] = |S(2)| fiiralle =z der Form z = e
gilt, die Amplitude eines gegebenen Signals S(z) also erhalten bleibt.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze

Kapitel 28 — Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche
Integralsatze
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Motivation

Holomorphe Funktionen und die Cauchy’schen Integralsatze

In diesem Kapitel werden die wichtigsten Eigenschaften holomorpher Funktionen
entwickelt. Grundlage ist ein Integralsatz, den wir in 3 Versionen angeben werden.

Motivation: Wir versuchen, das Konzept der Stammfunktion mit Hilfe komplexer
Kurvenintegralen zu entwickeln.

Die Funktion f: C — C, f(z) = z ist holomorph in ganz C. Die Funktionen

Z2

F(z) = 5t A mit einer Konstanten A e C

sind ihre komplexen Stammfunktionen, denn F’(z) = f(2).

Wir versuchen nun, die Stammfunktionen F' durch ein geeignetes Kurvenintegral zu
bestimmen. Zu gegebenem z € C wahlen wir die Strecke von 0 nach z

c:[0,1] - C, c(t) = tz.

Definieren wir das KOMPLEXE KURVENINTEGRAL gemaB

1 1 2

tz zdt:zQJ tdt = =,
) 2

Lf(w)d“’ = Olf(C(t)) é(t) dt :f

0

so ergibt sich die Stammfunktion F' mit F(0) = 0.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Bemerkung

Alle Stammfunktionen erhilt man also als
Fiz)=A+ j f(w) dw.

28.2 Bemerkung:

@ Das gerade verwendete komplexe Kurvenintegral

[ == [ st ewar

ist tatsichlich etwas ganz Neues. Hier wird das komplexe Produkt von f(c(t)) € C
mit dem “Tangentenvektor’ ¢(t) € C gebildet. Dies unterscheidet sich wesentlich
vom Skalarprodukt von Vektoren im R, das beim reellen vektoriellen
Kurvenintegral 20.6 auftritt.

Den Zusammenhang zum vektoriellen Kurvenintegral erkennt man mit
f(z) = u(z,y) + iv(z,y),
und
c(t) = c1(t) +ica(t)
&t) = (er(t), (1)
Dabei ist & eine Kurve &: [0, 1] — R?.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Bemerkung

Dann ist das komplexe Kurvenintegral gegeben durch

[ = [ s aar

J (u(c(®)) +iv(@(t)) (éi(t) + ic2(t)) dt

0

f [u(())ér (t) — v(@t))ea(t) + i (w((t))é2(t) + v(E(t))ér(t))] dt

0

= ﬁ(udmfvdy) +if(udy+vdx),

c c

also durch je ein vektorielles Kurvenintegral fiir den Real- und Imaginarteil.

A. Lamacz-Keymling Hdhere Mathematik Il WS 24/25 661



Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Komplexes Kurvenintegral

Definition 28.1 (Komplexes Kurvenintegral)

M < C sei ein Gebiet und
c¢:[a,b] > M.

sei eine stlickweise reguldre Kurve in M. Fiir eine stetige komplexe Funktion
f: M — C definieren wir das KOMPLEXE KURVENINTEGRAL

Lf(z) dz = Lb flc(t)) e(t) dt.

Dieses lasst sich mit Hilfe von zwei vektoriellen Kurvenintegralen

J;f(z)dz = L(ud:c—vdy) +z’f(vdx+udy)

@

schreiben, wobei f = u + iv und ¢ = (Re(c),Im(c))T gesetzt wird.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Grundlegende Eigenschaften des komplexen Kurvenintegrals

Satz 28.2 (Grundlegende Eigenschaften des komplexen Kurvenintegrals)

Die Funktionen f,g : M — C seien stetig und die Kurve c : [a,b] — M sei stiickweise
regular.

(a) Linearitat: J

@

(af(z) + bg(z)) dz = aJ f(z)dz + bf 9(z) dz fiir alle a,b e C.

c

(b) Umkehrung der Kurve: f f(z)dz = —f f(2)dz. Dabei ist —c : [-b,—a] — C
definiert durch —c(t) := c( t). ‘

(c) Ist ¢ aus stiickweise reguldren Kurven ci,...,c, zusammengesetzt, so gilt

J;f(z)dz: i

k=1Y¢k

(d) Der Betrag des komplexen Kurvenintegrals lasst sich durch ein skalares
Kurvenintegral abschatzen:
el < [ 15105 = [ 1sceoniieia
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze gunabhingigkeit des k I Kurvenintegrals

Folgerung aus (d): Falls | f(z)| < M entlang der Kurve ¢ gilt, so ist

< Mt

Lf(z) dz

wobei £, = SZ |¢(t)| dt die Bogenlange der Kurve ¢ ist, siehe 20.3.
Eine wichtige Eigenschaft ist die folgende:

Satz 28.3 (Wegunabhéangigkeit des komplexen Kurvenintegrals)

M < C sei einfach zusammenhangend und f : M — C sei holomorph. Sind ¢y
und co stiickweise regulare Kurven in M, die den gleichen Anfangspunkt und den
gleichen Endpunkt besitzen, so gilt

Ll f(z)dz = Lz f(z)dz.

A. Lamacz-Keymling Hdhere Mathematik Il WS 24/25 664



Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Definition und Satz zur komplexen Stammfunktion

Satz 28.4 (komplexe Stammfunktion)

M < C sei ein Gebiet und f : M — C sei eine komplexe Funktion.

Die Funktion F' : M — C heift KOMPLEXE STAMMFUNKTION von f : M — C, wenn F'
holomorph ist und F' = f gilt.

(a) Eine stetige Funktion f : M — C besitzt genau dann eine komplexe Stammfunktion
F', wenn das komplexe Kurvenintegral liber f wegunabhingig ist. In diesem Fall gilt

[ 74z = Feeo) - Fe(@)

fiir jede stiickweise regulire Kurve c : [a,b] — M.

(b) Wenn f: M — C holomorph ist und M einfach zusammenhingend ist, dann
besitzt f die folgende komplexe Stammfunktion F':

Zu festem zo € M und beliebigem z € M wahlen wir eine stiickweise reguldre Kurve
c: [a,b] = M mit Anfangspunkt c(a) = zo und Endpunkt c(b) = z und setzen

F(z)=A+ f f(w) dw mit beliebigem A € C.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Beispiele

28.7 Beispiele von komplexen Stammfunktionen

(a) f:C—C, f(2) = z* mit k € Ny hat als Stammfunktionen F(z) = A + Cs

k+1 -
(b) f:C—C, f(2) = e mit ¢ # 0 hat als Stammfunktionen F(z) = A + %ecz.

(¢) f:C—>C, f(2) = cosz hat die Stammfunktionen F(z) = A + sin z,
g:C — C, g(z) = sin z hat die Stammfunktionen G(z) = A — cos z.

(d) f:C\{0} - C, f(z) = i hat keine Stammfunktion in M = C\{0}: die Kurvenintegrale zu
c1: [0, 7] > M, c1(t) = e,
co: [0,7] = M, cot) =e®

ergeben unterschiedliche Werte, obwohl beide den Anfangspunkt 1 und den Endpunkt —1
haben (obere bzw. untere Hilfte des Einheitskreises):

1 4 1 . 'Lt g . .
—dz = — e dt = idt = im,
c1 ? o € 0
1 ™ 1 : 4
J —dz = J = (—ie™®) dt = J (—%) dt = —im.
co 2 o e’ 0

Also ist das komplexe Kurvenintegral nicht wegunabhiangig, also hat f keine
Stammfunktion (in C\{0}).
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Beispiele

28.7 Beispiele (Forts.):

(e) Schriankt man 1/z auf eine geschlitzte Ebene ein, z.B.
1
gZ(C\Fﬂ—H(C7 g(z):;7
so existiert die Stammfunktion! Denn C\I'x ist einfach zusammenh&ngend und g ist
holomorph. Stammfunktionen sind
G(z) = A+ log z, z€ C\I'r,

wobei log z ein beliebiger Zweig der Logarithmus-Funktion zum Schnitt I~ sein darf.
(Verschiedene Zweige zum Schnitt I'x unterscheiden sich nur durch 2k7i, k € Z.)

(f) Genau so lassen sich auch Stammfunktionen von
f:C\I'r > C, f(z)=2"
mit a € C\Np, a # —1, angeben. Damit f wohldefiniert ist, miissen wir beim Umschreiben
1(2) = entos

einen festen Zweig der Logarithmusfunktion zum Schnitt I'x w&hlen. Unter Verwendung
desselben Zweiges erhalten wir dann
z

1
F) = A g et™7 = A4 g

Za+1'
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Cauchy'scher Integralsatz (1. Formulierung)

Eine wichtige Rolle spielen die komplexen Kurvenintegrale zu geschlossenen
Kurven.

Satz 28.5 (Cauchy’scher Integralsatz (1. Formulierung))

M < C sei einfach zusammenhéangend und f : M — C sei holomorph. Dann gilt
fiir jede geschlossene stiickweise regulire Kurve C : [a,b] — M

L F(2)dz = 0.

A. Lamacz-Keymling Hdhere Mathematik Il WS 24/25 668




Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Cauchy'scher Integralsatz (2. Formulierung)
Eine andere Version des Cauchy’schen Integralsatzes ist die folgende.
Satz 28.6 (Cauchy’scher Integralsatz (2. Formulierung))

M < C sei ein Gebiet und f : M — C sei holomorph. G sei ein Normalgebiet mit
G < M; also besteht der Rand I' = G aus endlich vielen geschlossenen
doppelpunktfreien Kurven C1, ..., C,.

Wird jede dieser Kurven so durchlaufen, dass G links liegt, so gilt

Jf )dz = le( )dz + - Jf

C1

& > CJe
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Cauchy'scher Integralsatz (3. Formulierung)

Eine noch allgemeinere Version des Cauchy’schen Integralsatzes funktioniert ohne
den Ubergang zu Teilgebieten G < M.

Satz 28.7 (Cauchy’scher Integralsatz (3. Formulierung))

G < C sei ein Normalgebiet, f : G — C sei stetig in G und holomorph in G. Der
Rand T' = 0G besteht aus endlich vielen geschlossenen doppelpunktfreien Kurven
Ci,...,C,.. Jede dieser Kurven werde so durchlaufen, dass G links liegt. Dann gilt

ff )dz = le( )dz + - ff
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Ein wichtiges Kurvenintegral

28.11 Ein wichtiges Kurvenintegral

Die Funktion f : M — C sei holomorph. Zu zy € M wahlen wir einen Kreis
K, (zp) vom Radius r um z, der ganz in M liegt. Die Randkurve (in
mathematisch positiver Orientierung) ist

e 1 [0,27] = M, c.(t) = 2o + re’.

Satz 28.8
Das komplexe Kurvenintegral
@
e X TR0

ist unabhingig vom Radius r, sofern K, (z9) € M gilt.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Integralformel von Cauchy (1. Version)
Welchen Wert nimmt dieses Integral an?

Satz 28.9 (Integralformel von Cauchy (1. Version))
Die Funktion f : M — C sei holomorph.

Fiir zo € M sei r > 0 so gewdhlt, dass K. (20) € M gilt. Dann gilt
1 (2)

21 Jo, 2 — 2o

dz = f(z0),

mit der geschlossenen Kurve ¢, : [0,27] — M, c.(t) = 2o + e, die den
Kreisrand (genau einmal) gegen den Uhrzeigersinn durchliuft.

Hiermit ist die wichtigste Formel fiir holomorphe Funktionen gezeigt.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Integralformel von Cauchy (2. Version)
Die Verallgemeinerung wie in 28.7 bietet sich an:
Satz 28.10 (Integralformel von Cauchy (2. Version))

G < C sei Normalgebiet, f : G — C sei stetig in G und holomorph in G.

Der Rand T" = 0G besteht aus endlich vielen geschlossenen doppelpunktfreien
Kurven C4,...,C,. Jede dieser Kurven werde so durchlaufen, dass G links liegt.

Dann gilt fiir jedes zy € G

1 (2)

21 Jr 2 — 2o

dz = f(ZO)7

Cy

@@g
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Bemerkung

28.14 Bemerkung: Die Integralformel erlaubt es, viele komplexe Kurvenintegrale
“ohne Integration” auszurechnen: z.B. ist fiir I' = 0K (1) (gegen den
Uhrzeigersinn durchlaufen)

z —

2z
J N i2me?,
I_‘ 1

weil die Funktion f : C — C, f(z) = ?* holomorph ist.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Folgerung
Aus der Integralformel 28.10 folgt diese Aussage mit weitreichenden
Konsequenzen:

Satz 28.11

G < C sei ein Normalgebiet, f : G — C sei stetig in G und holomorph in G.

Dann ist f in ganz G allein durch die Funktionswerte auf dem Rand von G
eindeutig bestimmt.

A. Lamacz-Keymling Hdhere Mathematik I WS 24/25 675



Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Mittelwerteigenschaft holomorpher Funktionen

In der Herleitung der Cauchyformel wurde der Spezialfall G = K,.(zq) bereits
behandelt:

Satz 28.12 (Mittelwerteigenschaft holomorpher Funktionen)

M < C sei ein Gebiet und f : M — C sei holomorph. Dann gilt fiir jedes zy € M
und r >0 mit K(z0) € M

1 21 )
f(z0) = ). f(zo + re') dt.

Damit haben wir ein Maximumprinzip fiir holomorphe Funktionen!

Satz 28.13 (Maximumprinzip holomorpher Funktionen)
M < C sei ein Gebiet und f : M — C sei holomorph und nicht konstant. Dann
besitzt |f| in M kein lokales oder globales Maximum.

Insbesondere: Falls M beschrankt ist und f sogar stetig in M ist, so nimmt |f]|
sein Maximum auf dem Rand oM an.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Eigenschaften harmonischer Funktionen

Die letzten Aussagen lassen sich auch fiir harmonische Funktionen treffen. Dazu
setzen wir manchmal voraus, dass G einfach zusammenhangend ist, damit die
harmonische Funktion u : G — R als Realteil einer holomorphen Funktion

f: G — C interpretiert werden darf (siehe 26.16).

Satz 28.14 (Eigenschaften harmonischer Funktionen)

G < R? sei ein Normalgebiet, einfach zusammenhangend und beschrédnkt, Dann
ist jede Funktion u : G — R, die stetig in G und harmonisch in G ist, allein durch
die Funktionswerte auf dem Rand von G eindeutig bestimmt.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen

Satz 28.15 (Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen)

M < R? sei ein Gebiet und v : M — R sei harmonisch.
Dann gilt fiir jedes (xo,y0) € M und r > 0 mit K, (zo,y0) € M

1 27
u(xo,Yo) = 7 J u(xzo + 7 cost, yo + rsint) dt.
0

Man beachte, dass u reellwertig ist, wir also Maxima und Minima von u
behandeln kénnen (ohne den Ubergang zu Betrégen durchzufiihren).

Satz 28.16 (Maximumprinzip harmonischer Funktionen)
M < R? sei ein Gebiet und u : M — R sei harmonisch und nicht konstant.
Dann nimmt u in M weder lokale noch globale Maxima oder Minima an.

Insbesondere: Falls M beschrinkt ist und u sogar stetig in M ist, so nimmt u sein
Maximum und sein Minimum auf dem Rand oM an.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Poisson-Kern, Lésung der Laplace-Gleichung

Satz 28.17 (Poisson-Kern)

Die Funktion f : K,.(0) sei holomorph in K,.(0) und stetig in K,(0).

Dann sind der Realteil w und der Imaginarteil v fiir alle

(x,y) = (scos ¢, ssind) € K,-((0,0)) mit 0 < s <r und ¢ € [0,27) gegeben
durch

1 (2 2_ 2
u(z,y) = — u(r cost,rsint) L dt
’ 27 ), ’ r2 +s2 —2rscos(t —¢)
1 (2 r?2 — 52
= — cost,rsint dt.
v(z,9) 27 ), olr ,rsint) 2 + 52 — 2rscos(t — @)

w und v lassen sich also durch Integration ihrer Randwerte mit Hilfe des

Po1ssoON-KERNS
r2 — g2

r2 + 2 — 2rscos(t — ¢)

p(xvy) = P(S,¢) =

bestimmen.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Poisson-Kern, Lésung der Laplace-Gleichung

Wir haben damit eine explizite Form der Lésung der Laplace-Gleichung
Au(z,y) =0  fir (z,y) € K.((0,0))
bei vorgegebenen (stetigen) Randwerten
u(rcost,rsint) = h(t) fiir te0,2m).

Die schwierig aussehenden Integrale lassen sich mit dem im n&chsten Abschnitt
enthaltenen RESIDUENSATZ berechnen.

A. Lamacz-Keymling Hdhere Mathematik Il WS 24/25 680



Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Die Cauchyschen Integralformeln

Satz 28.18 (Cauchysche Integralformel)

Die Funktion f : M — C sei holomorph.
Dann ist f beliebig oft komplex differenzierbar.

Fiir zo € M sei r > 0 so gewahlt, dass K, (z9) € M gilt. Dann gilt fiir n € Ny

f(")(zo) — L‘ Ldz

- 2mi J, (2 — 2)nt?

mit der geschlossenen Kurve ¢, : [0,27] — M, c,.(t) = zo + re®t, die den
Kreisrand (genau einmal) gegen den Uhrzeigersinn durchliuft.

Bemerkung: Die Aussagen
o f ist komplex differenzierbar im Gebiet M,
@ f ist holomorph im Gebiet M,
o f ist beliebig oft komplex differenzierbar im Gebiet M

sind alle dquivalent.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Cauchysche Integralformeln (2. Version)

Eine Variante der Integralformel fiir die n-te Ableitung folgt wie in 28.10.

Satz 28.19 (Cauchysche Integralformeln (2. Version))
G < C sei Normalgebiet, f : G — C sei stetig in G und holomorph in G.

Der Rand " = 0G besteht aus endlich vielen geschlossenen doppelpunktfreien
Kurven C4, ..., C,.. Jede dieser Kurven werde so durchlaufen, dass G links liegt.

Dann gilt fiir jedes zy € G

[ )

dz

2mi Jp (2 — zo)t1

£ (z0) =
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Ganze Funktion, Satz von Liouville

Weitere Anwendungen der Integralformel von Cauchy:

Satz 28.20 (Satz von Liouville)

Eine holomorphe Funktion f : C — C heiit GANZE FUNKTION.

Falls die ganze Funktion f : C — C beschrdnkt ist (d.h. es gibt ein B > 0 mit
|f(2)| < B fiir alle z € C), so ist sie konstant.
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Holomorphe Funktionen: Cauchy’sche Integralsitze Beschrinkte ganze Funktionen

Die Integralformel von Cauchy liefert tiefliegende mathematische Resultate.

Zwei weitere Beispiele dafiir sollen noch angegeben werden.

Satz 28.21

Es existiert keine bijektive, holomorphe und konforme Abbildung von C auf den
Einheitskreis K1(0) (Vgl. hierzu den Riemannschen Abbildungssatz).

Satz 28.22 (Fundamentalsatz der Algebra)
Jedes nichtkonstante Polynom P : C — C hat mindestens eine Nullstelle in C.
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen

Kapitel 29 — Holomorphe Funktionen,
Potenzreihen und Laurentreihen
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Einleitung

Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen

Einleitung: Wir wissen bereits, dass eine holomorphe Funktion f: M — C
unendlich oft komplex differenzierbar ist. Fiir jedes zy € M konnen wir die
(komplexe) Taylorreihe von f mit dem Entwicklungspunkt zg bilden:

o )
= ;;o : k(!ZO) (2 = 20"

Die Frage nach dem Konvergenzradius dieser Potenzreihe hat fiir holomorphe
Funktionen eine interessante Antwort.
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Erinnerung an Potenzreihen

Erinnerung an Potenzreihen:

0
Die Potenzreihe Z ar(z — z0)" mit den Koeffizienten aj, € C besitzt den
k=0
Konvergenzradius
1
re —
lim sup +/|ay]|

k—o0

(a) Falls 0 < r < o0 ist, so gilt:
o Die Reihe konvergiert fiir jedes z € C mit |z — zo| < 7.
o Die Reihe divergiert fiir jedes z € C mit |z — zo| > 7.
e Eine allgemeine Aussage zur Konvergenz fiir z € C mit |z — zo| = r |3sst sich

nicht treffen.

(b) Falls » = oo ist (d.h. limsupy,_,,, {/|ax| = 0), so konvergiert die Potenzreihe
in ganz C.

(c) Falls » = 0 ist, so konvergiert die Potenzreihe nur im Punkt z.
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Erinnerung an Potenzreihen

Bemerkung: Eine zweite Berechnungsformel fiir den Konvergenzradius
funktioniert, wenn die Koeffizienten a; der Potenzreihe fiir alle k > ko ungleich

Null sind und wenn
li ‘akH’l‘
im ——— =
k—o0 \ak\

(incl. der Fille ¢ = 0 und ¢ = ) existiert. Dann gilt

(incl. der Fille r = oo und r = 0), siehe 15.4.
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Potenzreihen sind holomorph
[ee]
Falls die Potenzreihe Z ap(z — zo)k den Konvergenzradius » > 0 hat, so
k=0
konvergiert sie gleichmaBig und absolut in jedem abgeschlossenen Kreis K(2p)
mit 0 < s < r. Deswegen darf die Potenzreihe gliedweise differenziert und
integriert werden, siehe 15.9. Damit folgt:

Satz 29.1

Eine Potenzreihe stellt in ihrem Konvergenzgebiet K,.(zo) eine holomorphe
Funktion dar, d.h.

f: K.(20) — C, flz) = Z ar(z — 20)F,

k=0

ist holomorph.
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Konvergenzradius der Taylorreihe einer holomorphen Funktion

Umgekehrt: Sei nun f : M — C holomorph. Die Taylorreihe von f mit dem
Entwicklungspunkt zq ist die Potenzreihe

Zf

Ihr Konvergenzradius r lasst sich oft allein durch Betrachtung der Geometrie
bestimmen:

k
( ) ZO Z—zo)k,

Satz 29.2 (Konvergenzradius der Taylorreihe einer holomorphen Funktion)

M < C sei ein Gebiet und f : M — C sei holomorph. Zu zy € M bestimmen wir
die Zahl
p = d(z0,0M) = sup{s > 0 | Kq(z0) € M},

also den Abstand von zy zum Rand von M. Dann hat die Taylorreihe von f mit
Entwicklungspunkt zy den Konvergenzradius r = p und es gilt

O (k)
= Z fT(lZO) (z—20)* fiiralle ze K,(2).
k=0 ’

A. Lamacz-Keymling Hdhere Mathematik Il WS 24/25 690



Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Holomorphe Funktionen sind analytisch

Satz 29.2 ergibt eine neue Charakterisierung der holomorphen Funktionen:

Satz 29.3 (Holomorphe Funktionen sind analytisch)

M < C sei ein Gebiet.
Eine Funktion f : M — C ist genau dann holomorph, wenn sie analytisch ist, d.h.
wenn zu jedem zy € M eine Kreisscheibe K,(zy) mit s > 0 existiert, so dass

© (k) (,,
O

fiir alle z € Ks(zo) gilt.
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Identitatssatz fiir holomorphe Funktionen

Den Identitatssatz fiir Potenzreihen haben wir in 15.5 kennengelernt. Mit dem
letzten Satz (und ein paar geometrischen Uberlegungen, die hier nicht gezeigt
werden) folgt:

Satz 29.4 (Identitatssatz fiir holomorphe Funktionen)

My, My seien Gebiete in C und My n Ms sei nichtleer.

Falls zwei holomorphe Funktionen f, : My — C und fs : My — C an allen Stellen
(2n)nen einer komplexen Zahlenfolge mit paarweise verschiedenen Folgengliedern
iibereinstimmen und falls diese Folge einen Haufungspunkt zy € My n Ms besitzt,
so gilt

f1(z) = fa(2) fiir alle z € My n Ms.
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Bemerkung

Bemerkung:

Man interessiert sich meist fiir den maximalen Definitionsbereich einer gegebenen
holomorphen Funktion f : M — C, also fiir eine holomorphe Funktion f: M — C
mit M < M die auf M mit f iibereinstimmt.

Der Identitdtssatz besagt, dass eine solche “Fortsetzung” von f eindeutig ist.

Es gilt sogar noch mehr:

Satz 29.5
I < R sei ein Intervall und f : I — R sei analytisch, d.h. die Taylorreihe mit
beliebigem Entwicklungspunkt xo € R hat einen positiven Konvergenzradius.

Dann existiert eine eindeutige Fortsetzung zu einer holomorphen Funktion
f M — C, wobei M ein Gebiet in C ist, das das Intervall I enthalt.
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Motivation der Laurent-Reihen

Motivation der Laurent-Reihen:

1
=z

Gibt es so etwas wie eine " Taylorreihe” von % oder von e= mit Entwicklungspunkt

20207

Idee: Betrachte die Reihe

[ce)
Z ckzk.
k=—w

Insbesondere fiir die Stabilitat von Filtern ist es wichtig zu wissen, fiir welche z € C
diese Reihe konvergiert, ob also Radien 0 < p; < py existieren, so dass die Reihe

0
Z cpz fir alle ze C mit p; < |z| < po

=—w
konvergiert.
Damit wird das Konzept der Potenzreihen in zweierlei Hinsicht erweitert:

@ Die Reihe erstreckt sich auch iiber negative Potenzen von (z — zp).

@ Die Konvergenzbereiche sind keine Kreise, sondern Kreisringe mit einem
inneren Radius p; und einem duBeren Radius pa.
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Laurent-Reihe

Definition 29.6 (Laurent-Reihe)
Eine Reihe der Form

Z ag(z — zo)k

k [e]

mit Koeffizienten ay, € C heiBt LAURENT-REIHE mit dem Entwicklungspunkt z.

Bezeichnung: Man nennt den Teil

—1

Z ag(z — zo)k

k=—0

den HAUPTTEIL der Laurentreihe. Den anderen Teil nennt man
Potenzreihen-Anteil oder NEBENTEIL.

A. Lamacz-Keymling Hdhere Mathematik Il WS 24/25 695



Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Konvergenz einer Laurent-Reihe

Satz 29.7 (Konvergenz einer Laurent-Reihe)
Eine Laurentreihe

Z ar(z — zo)k

k [e]

heiBt (absolut) konvergent in einem Punkt z € C, wenn beide Reihen

—1

[o¢]
2 ar(z — 20)* und Z ax(z — zp)*
k=0

k=—00

(absolut) konvergieren.

Wir setzen

p = limsup 4/Jar,

k—o0

1
P2 = )
lim sup 4/ |ax|
k—0o0

wobei die Fille py = o0 oder ps = oo auftreten kénnen.
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Konvergenz einer Laurent-Reihe

Satz 29.8
Falls p1 < ps ist,
o konvergiert die Laurentreihe absolut fiir alle z im Kreisring
Kpi<p(20) = {2€ C| p1 < |z — 20| < p2},
o divergiert die Laurentreihe fiir alle z € C mit |z — zo| < p1 oder |z — 2| > po.

o Eine allgemeine Aussage fiir z € C mit |z — zo| = p1 oder py kann nicht
getroffen werden.

Falls p1 > py oder py = oo gilt, divergiert die Laurent-Reihe fiir alle z € C.

Falls py = pa < oo gilt, kann héchstens Konvergenz in Punkten der Kreislinie
|z — 20| = p1 vorliegen.
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Konvergenz einer Laurent-Reihe

Beweis: Der Hauptteil der Laurentreihe ist als Potenzreihe von 1/(z — zp) anzusehen. Diese
Potenzreihe hat den Konvergenzradius 1/p1, also konvergiert die Reihe absolut fiir alle z mit

1 1
— < — & |z—2z0|>p1.
lz =z p1
Sie divergiert fiir alle z mit
1 1
— > — & |z— 20| <p1.
|z — 20| 1

(Die Félle p1 = 0 und p1 = oo sind sinnvoll zu interpretieren.)

Der Potenzreihen-Anteil hat den Konvergenzradius p2. Also gilt absolute Konvergenz fiir alle z
mit |z — zo| < p2 und Divergenz fiir |z — zg| > p2.

Die absolute Konvergenz beider Teile liegt im Durchschnitt p1 < |z — 29| < p2 vor.
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Konvergenz einer Laurent-Reihe

Bemerkung: Die folgende Formel kann zur Berechnung von p; und ps verwendet
werden.

e Wenn die Koeffizienten a;, des Potenzreihenanteils fiir alle k > ko (mit
ko = 0) ungleich Null sind und wenn der Grenzwert

li |a’k+1|

im —— =

k—0 |ak|

(incl. der Fille co = 0 und ¢y = o0) existiert, so gilt po = i

o Wenn die Koeffizienten a;, des Hauptteils fiir alle & < k; (mit k1 < 0)
ungleich Null sind und wenn

a_
lim la—(ran)| _ o
k—o0 |a,;€\

(incl. der Fille ¢; = 0 und ¢; = o) existiert, so gilt p1 = ¢1.
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Laurentreihen sind holomorph

Einige Aussagen gelten dhnlich wie bei Potenzreihen.
0
Falls die Laurentreihe Z ar(z — 20)* im Kreisring K, <,,(20) konvergiert, so

k=—00
konvergiert sie gleichmaBig und absolut in jedem abgeschlossenen Kreisring

K, <s,(20) mit p1 < 81 < 82 < p2. Deswegen darf auch die Laurentreihe
gliedweise differenziert und integriert werden. Dabei dndern sich die Radien p; und
p2 nicht, siehe 15.9

Satz 29.9 (Laurentreihen sind holomorph)

Eine Laurentreihe mit Radien 0 < p1 < pa < o stellt in ihrem Konvergenzgebiet
K, <p,(20) eine holomorphe Funktion dar; d.h.

f : Kp1<p2(ZO) - (Ca f(Z) = Z ak(z - ZO)ka

ist holomorph.
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Laurentreihen sind holomorph

Frage: Kénnen wir auch umgekehrt zu einer holomorphen Funktion f: M — C
eine Laurentreihe bestimmen, deren Grenzwert die Funktion f ist?
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Laurentreihe einer holomorphen Funktion
Insgesamt erhalten wir das folgende Resultat:
Satz 29.10 (Laurentreihe einer holomorphen Funktion)

M < C sei ein Gebiet und f : M — C sei holomorph. Zu zy € C gebe es Radien
p1 = 0 (minimal) und py > p1 (maximal), so dass

K01<P2 (ZO) M

gilt. Weiter sei s > 0 mit p1 < s < pa ausgewahlt.

Setzen wir .
k= =— S dw, keZ,
2mi Jo, (w — z)k+!
so gilt
a0
f(z) = Z ar(z — 20)*  fiir alle z € K,,<,,(20).
k=—0o0

Insbesondere konvergiert die angegebene Laurentreihe von f im Kreisring
KPl <p2 (ZO) d
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Laurentreihe einer holomorphen Funktion

Bemerkungen:

@ In Satz 29.10 ist auch Satz 29.2 zur Taylorreihe enthalten:
Falls f im Kreis K(zg) holomorph ist, setzen wir p; = 0 und py = 7. Dann
gilt fiir jedes 0 < s <7

f(k)(zo)
dw = k!
0 fir k <0,

1 fw) fir k>0, @

k=5 o, (W — z)FHT

(1) : Cauchysche Integralformel 28.10 (2): Cauchyscher Integralsatz 28.5

In diesem Fall ist also die Laurentreihe gleich der Taylorreihe von f zum
Entwicklungspunkt zg.

@ Die Laurentreihe mit den Koeffizienten ay, in Satz 29.10 konvergiert im
Kreisring K, <, (20). Man beachte hierbei, dass die Radien p; und p, wieder
rein geometrisch bestimmt werden, also keine Berechnung iiber die Formel
der Konvergenzradien erfordern.
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Laurentreihe einer holomorphen Funktion

Bemerkung:

Zu einer gegebenen Funktion f und festem Entwicklungspunkt z, gibt es im
Allgemeinen mehrere Paare von Radien (p1, p2) und zugehdrige Kreisringe, in
denen f als Laurentreihe dargestellt wird.

Beispiel: f sei eine rationale Funktion mit Polstellen in z; = 0, z3 = 3 und z3 = 5i. Der
Entwicklungspunkt sei zg = 0.

Es gibt drei Paare von Radien, also auch drei Kreisringe:

@ Mit p1 = 0 und p2 = 3 erhalten wir eine Laurentreihe von f, die fiir 0 < |z| < 3
konvergiert. Die Koeffizienten ag in 29.10 erhdlt man durch Integration langs der Kreislinie
vom Radius s = 2 (oder zu beliebigem Radius 0 < s < 3).

@ Mit p1 = 3 und p2 = 5 erhalten wir eine Laurentreihe von f, die fiir 3 < |z| <5
konvergiert. Die Koeffizienten aj ergeben sich durch Integration langs der Kreislinie vom
Radius s = 4.

@ Mit p1 =5 und p2 = o0 erhalten wir eine Laurentreihe von f, die fiir |z| > 5 konvergiert.
Die Koeffizienten aj, ergeben sich durch Integration langs der Kreislinie vom Radius s = 6.

Die Koeffizienten, und damit die Laurentreihe, hdngen also vom ausgewdahlten
Kreisring ab, in dem f holomorph ist (d.h. keine Polstellen besitzt). Deshalb kann
man nicht von “der” Laurentreihe einer Funktion f zum Entwicklungspunkt zg
sprechen, sondern muss immer den Kreisring mit angeben.
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Isolierte Singulariat

Ab jetzt betrachten wir holomorphe Funktionen f : M\N — C, wobei M < C ein
Gebiet und N eine diskrete “Ausnahmemenge” von Punkten

N=A{z,...,2xk} =M oder N={z,|neN}c M,

ist. Die Menge N soll keine Haufungspunkte enthalten. Genauer:

Satz 29.11 (Isolierte Singulariat)

Der Punkt z, € M heiBt ISOLIERTE SINGULARITAT von f, wenn es ein s > 0 so
gibt, dass [ : K¢ (z,)\{zn} — C holomorph ist.
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Typen von isolierten Singularititen

Wir unterscheiden 3 Typen von isolierten Singularitdten, die wir anschlieBend
durch die Laurentreihe von f charakterisieren.

Definition 29.12 (Typen von isolierten Singularitdten)
f: M\N — C sei holomorph. z,, € N sei eine isolierte Singularitit von f.

(a) z, heiBt HEBBAR (vom Begriff “heben=aufheben, eliminieren”), wenn der
Grenzwert lim f(z) = A € C existiert.

(b) 2, heiBt ein POL DER ORDNUNG m (mit m € N), wenn der Grenzwert
lim (z — z,)™ f(2) = A € C existiert und ungleich Null ist.

(c) zyn heiBt WESENTLICHE SINGULARITAT, wenn z, weder hebbar noch ein Pol
irgendeiner Ordnung m € N ist.
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Singularitdten und Laurentreihe

Satz 29.13 (Singularititen und Laurentreihe)
f: M\N — C sei holomorph. z, € N sei eine isolierte Singularitit von f und

o0

f(z)z Z ak(z_zn)k

k=—00

sei die Laurent-Reihe von f im Kreisring 0 < |z — z,,| < pa.

Dann gilt:

(a) zn ist genau dann hebbar, wenn der Hauptteil der Laurentreihe verschwindet,
also0=a_1 =a_9=--- gilt.
In diesem Fall ist f sogar holomorph in K ,,(zy).

(b) zy ist genau dann ein Pol der Ordnung m € N, wenn der Hauptteil nur die
Glieder mit k = —m,—m + 1,...,—1 besitzt;
genauer: wenn a_,, #0 und 0 =a_,—1 = G_p—o = -+ gilt.

(c) zn ist genau dann eine wesentliche Singularitit, wenn der Hauptteil unendlich
viele Glieder besitzt; genauer: es existieren 0 > ki > ko > ... mit ay,, # 0 fiir
alle p e N.
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Singularitdten und Laurentreihe

Spezialfall: Anstelle rationaler Funktionen betrachten wir die groBere Klasse von
Funktionen
f(2)

R(z) = ﬁ’

wobei f,g: M — C holomorph und nicht identisch Null sind.

@ Die Nullstellen von g sind isolierte Singularititen von R: Hatten sie einen
H&aufungspunkt in M, so ware g = 0 nach dem ldentititssatz 29.4.

@ Ob eine Nullstelle von g eine hebbare Singularitat oder ein Pol ist, kann man
an den Taylorreihen von f und g ablesen. Dies fiihrt u.a. zur Regel von de
['Hospital.
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Regel von de I'Hospital

Satz 29.14 (Regel von de I'Hospital)

Die Funktionen f,qg: M — C seien holomorph. Fiir ein zg € M und ein n € N
gelte

g(z0) = g'(20) =--- = g V(20) =0, g™ (20) #0.
Weiter sei m € Ny gegeben mit
f(zo) = f'(z0) = = " D(z) =0,  f™(z0) #0.

(Der Fall m = 0 bedeutet hierbei nur f(z) # 0.)
Mit anderen Worten: g hat in zqg eine Nullstelle der Ordnung n und f hat dort
keine Nullstelle (m = 0) oder eine Nullstelle der Ordnung m.
e Fallsm < n gilt, so hat R(z) = % eine Polstelle der Ordnung n.—m in z.
o Falls m > n gilt, so hat R(2) = L} eine hebbare Singularitat in zo, und es
gilt die Regel von de I'Hospital

_fle) . () F™ ()
Zli}HZlg g(z) - ZILIIZlO g(")(z) a g(")(zo).
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Residuum
Die komplexe Funktion f habe eine isolierte Singularitit zg. Der Koeffizient a_1 der
Laurentreihe zum innersten Kreisring 0 < |z — 20| < r lautet als Kurvenintegral
1
a_1 = 5 f(2)dz,
i Jo,
wobei C; eine Kreislinie um zg vom Radius 0 < s < r ist. Dieser einzelne Koeffizient spielt eine

wichtige Rolle bei der Berechnung von komplexen Kurvenintegralen.

Definition 29.15 (Residuum)

Die komplexe Funktion f sei holomorph im Gebiet K, (z9)\{z0} . Fiir ein
0 < s < r sei Cs die Randkurve von K,(zy) orientiert gegen den Uhrzeigersinn.
Dann heiBt der Koeffizient der Laurentreihe

das RESIDUUM von f in zg.

Bemerkung: Ist f sogar holomorph im Kreis K.(z9) (oder z eine hebbare
Singularitit von f), so gilt nach dem Cauchyschen Integralsatz 28.5
Res (f; 2z0) = 0.
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Residuen rationaler Funktionen

Satz 29.16 (Residuen rationaler Funktionen)

Fiir die rationale Funktion R(z) = 58 sei die Partialbruchzerlegung

K mn,
=ZZ oSG

n=1

~
[y

S Polynom, bekannt. Dann gilt

Res (R; zn) = An 1, n=12...,K.
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Residuum an einer Polstelle

Satz 29.17 (Residuum an einer Polstelle)

[ sei holomorph in K, (z0)\{z0} und habe eine Polstelle der Ordnung m in zy. Wir
definieren g : K, (z0) — C, g(2) = (z — z0)™ f(2). Dann gilt

g™V g™ Y ()
Res (fi20) = lim Soo =937 = (m—l)(!) '
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Residuum an einer Polstelle
Spezialfille:

@ 2 ist hebbare Singularitat oder ein einfacher Pol:

Res (f;20) = lim (2 — 20) f(2)-

z—20

e R= S mit f und g holomorph, g(zp) = 0 und ¢’(29) # 0 hat das Residuum
g

Res (R(z); z0) =
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Residuensatz

Die Integralformeln von Cauchy ermdglichen die Berechnung vieler komplexer
Kurvenintegrale durch Verwendung von Residuen.

Satz 29.18 (Residuensatz)

M sei ein Gebiet und N < M eine diskrete Teilmenge ohne Hiufungspunkt. Die
Funktion f : M\N — C sei holomorph.

G sei ein Normalgebiet mit G = M. Der Rand T' = 0G bestehe aus endlich vielen

geschlossenen doppelpunktfreien reguldren Kurven, die so durchlaufen werden,
dass G links liegt. Weiterhin gelte ' n N = (.

Dann enthalt G héchstens endlich viele isolierte Singularitaten zy, . ..,zx € N von
f, und es gilt

K
L f(z)dz = 2mi Z Res (f; zn).

n=1
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Berechnung reeller Integrale

Satz 29.19 (Berechnung reeller Integrale)
Der Residuensatz kann zur Berechnung bestimmter Integrale verwendet werden.
o Typ I1:
Integration 2m-periodischer Funktionen R(sinx,cosx) iber eine volle

Periode. Dabei ist R eine gebrochen rationale Funktion der Variablen sin x
und cos x ohne Polstellen.

Wir setzen dazu z = e'®, siehe 29.20.

e Typ 2:
uneigentliche Integrale Siooo f(x)dx oder SSO f(z)dx.

Wir “komplexifizieren” das Integral und setzen dazu z = x, siehe 29.21.
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Integrale des Typs 1

Satz 29.20 (Integrale des Typs 1)

Sei R eine gebrochen rationale Funktion der Variablen sin x und cos x ohne
Polstellen. Dann ist

27
1, (22+1 22-1
inx)dr =2 =
fR(cosx,smx) x = 2w 2 Res (zR( 5, 3is ),zk)
0

|2k |<1

Summiert wird dabei also iiber alle Residuen von Punkten, die innerhalb des
Einheitskreises liegen, d.h. fiir die |zi| < 1 gilt.
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Integrale vom Typ 2
Die obige Methode lasst sich allgemein beschreiben.

Satz 29.21 (Integrale vom Typ 2)

Das Gebiet M < C enthalte die abgeschlossene obere Halbebene H., .
Die Teilmenge N — M sei endlich, enthalte keine Punkte der reellen Achse und
die Funktion f : M\N — C sei holomorph. Weiter gelte

dim_ R| f(Re®) =0  gleichmaBig fiir ¢ € [0,7].
— 00

Dann gilt
R K
1' _ 2 y 3 o
Jim LR f(x)dx = 2mi 7;1 Res (f;2n),
wobei z1,...,zx € N simtliche Punkte von N mit Im z > 0 sind.

Bemerkung: Wird die Aussage entsprechend fiir die untere Halbebene formuliert,
ergibt sich wegen der Orientierung des Randes

R K
ngréo J_Rf(x) dx = —2mi 7;1 Res (f;zn)-

A. Lamacz-Keymling Hdhere Mathematik Il WS 24/25 717



Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Integrale vom Typ 2

Beispiel: Typische Beispiele fiir die Anwendung von Satz 29.21 sind uneigentliche Integrale iiber

rationale Funktionen
anx™ 4+ -+ a1z + ag
f(z) =

B bmax™ +--- 4+ brx + bo

mit an # 0 und by, # 0 und m = n + 2, d.h. der Grad des Nennerpolynoms ist um mindestens 2
groBer als der Grad des Zihlerpolynoms. Wenn der Nenner keine reelle Nullstelle besitzt, folgt die
Konvergenz des uneigentlichen Integrals

0
| @
—0
mit dem Majorantenkriterium 16.25. AuBerdem gilt

fiir groBes R > 0,

aan+1ein¢+---+a1R2€i¢+aOR‘ |an|

Py —
RIf (R = b R™e?™® + ... 4 by Re?® + by |bm |Rm—n—1

also die gleichmiBige Konvergenz }%im R|f(Re'®)| = 0. Wir erhalten insgesamt
—00

0 R K
J_ao f(x)dx = RlirlOC J—R f(z)dz = 2mi nz::l Res (f; zn),

wobei 21, ...,z die Nullstellen des Nennerpolynoms in der oberen Halbebene sind.
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Uneigentliche Integrale vom Fourier-Typ

Fiir manche Integrale kann die Voraussetzung an f abgeschwacht werden.

Satz 29.22 (Uneigentliche Integrale vom Fourier-Typ)

Das Gebiet M < C enthalte die abgeschlossene obere Halbebene H., .
Die Teilmenge N — M sei endlich, enthalte keine Punkte der reellen Achse und
die Funktion f : M\N — C sei holomorph. Weiter gelte fiir ein Ry > 0

|2f(2)] < B fiir alle z = |z|e'® mit |z| = Ry, ¢ € [0,7].

Dann gilt fiir jedes w > 0

R K
1%5%0 JﬁR f(x) e dx = 27717;1 Res (f(2)e"%; zn),

wobei z1, ...,z € N samtliche Punkte von N mit Im z > 0 sind.
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Holomorphe Funktionen, Potenzreihen und Laurentreihen Uneigentliche Integrale vom Fourier-Typ

29.23 (Anwendung)
Die Voraussetzungen aus 29.22 sind insbesondere in diesem Fall erfiillt:

P(z)

Seiw > 0 und f(z) = "“*——"2. Dabei sei der Grad von Q um mindestens eins
x
groBer als der Grad von P, und ) habe keine reellen Nullstellen. Dann ist wegen

coswx = Ree**und sinwx = Ime™?®

fsinwx ggg dr = Im | 2mi Z Res (f(2),2r) | =27 Re Z Res (f(2), zk)

%% Im z >0 Im z; > 0
o0
P(x) .
COS WT %) dr = Re | 2mi Z Res (f(2),2k) | = =27 Im Z Res (f(2), zk)
s Im zi >0 Im z >0
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Laplace-Transformation

Kapitel 30 — Laplace-Transformation
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Laplace-Transformation

30: Laplace-Transformation

Fiir Funktionen f : [0,00) — C fiihren wir ein wichtiges Parameterintegral ein:

o0
FO) — P = [ swear
0
Die hierdurch definierte Funktion F' heiBt die LAPLACE-TRANSFORMIERTE von f.
@ Unter geeigneten Bedingungen an f gilt fiir alle s > 0

')y —  sF(s) = f(0),
() —  $2F(s) = '(0) — sf(0).

@ Mit der Linearitit der Laplace-Transformation lassen sich lineare Differentialgleichungen in
algebraische Gleichungen umwandeln:
5y" — 3y +2y = f(t) — (552 —3s+2)Y(s) — 5y (0) — (55 — 3)y(0) = F(s).
Anstatt der gesuchten Funktion y erhalten wir ihre Laplace-Transformierte

F(s) +5y'(0) + (5s — 3)y(0) '

Y(s) =
(5) 552 — 35+ 2

@ Die Lésung y des Anfangswertproblems mit gegebenen y(0), ¥’ (0) ergibt sich nun durch
Bestimmung der inversen Laplace-Transformierten von Y (s).
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Laplace-Transformation zulissige Funktionen

Definition 30.1 (zulissige Funktionen)

Eine Funktion f : [0,00) — C ist ZULASSIG MIT DEM PARAMETER a € R,

(i) wenn f in jedem beschrinkten Intervall [0,b] stiickweise stetig ist sowie
f(0) = th%1+ f(t) gilt,

(ii) und wenn zusatzlich f den EXPONENTIALTYP a besitzt, d.h. es existiert ein
M >0, so dass
|f(t)] < Me® fiir alle t =0

gilt.
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Laplace-Transformation Definition und Satz: Laplace-Transformierte

Satz 30.2 (Laplace-Transformierte)

Die Funktion f : [0,00) — C sei zuldssig mit dem Parameter a. Dann ist die
LAPLACE-TRANSFORMIERTE

cm@—fﬂmﬁw

fiir alle s € C mit Res > a definiert.

Beachte: Die Laplace-Transformierte ist fiir jedes komplexe s im Halbraum
Res > a definiert. lhr Wert ist beschrankt durch |£[f](s)| < ==X

Res—a-
30.3 (Konventionen)
(a) Ist f eine Funkion, deren Laplace-Transformierte berechnet werden soll, so sei

stets f(t) = 0 fiir t < 0.

(b) Wenn nicht anders gesagt, wird die Laplace-Transformierte einer Funktion
mit dem entsprechenden GroBbuchstaben gekennzeichnet, also
F(s) i= LI11(5), Y (s) i= LIy](s).
Ausnahme ist die Heaviside-Funktion H (t) (siehe 30.8).
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Laplace-Transformation Linearitdt und Rechenregeln
Wichtige Eigenschaften sind:
Satz 30.4 (Rechenregeln)

Wenn f und g zuldssige Funktionen mit dem Parameter a sind, so ist auch
h =af + Bg mit a, 8 € C zuldssig mit dem Parameter a, und fiir alle s € C mit
Res > a gilt

Llaf + Bgl(s) = aLf](s) + BLIg](s). (Linearitst)

Weitere Rechenregeln fiir zuldssiges f mit dem Parameter a sind:

(a) Skalierung: fiir reelles ¢ > 0 sei
h:[0,00) - C, h(t) = f(ct).

Dann gilt
L[h](s) = =L[f] (f) , s€C, Res> ca.

A. Lamacz-Keymling Hdhere Mathematik Il WS 24/25 725



Laplace-Transformation Linearitdt und Rechenregeln

Fortsetzung von Satz 30.4:

(b) Verschiebung nach rechts: fiir reelles 7 > 0 sei

0 firo<t<r
h:[0,00) — C, h(t):{f(t—T) oy o

Dann gilt
L[R](s) = e T L[f](s), se€C, Res>a.
(c) Multiplikation mit e“: fiir c € C sei
h:[0,00) - C, h(t) =e"f(t).
Dann gilt

L[R](s) = L[f](s = ¢), s€C, Res>a+Rec
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Laplace-Transformation Laplace-Transformierte der Ableitung
Weitere Rechenregeln betreffen die Ableitungen und die Stammfunktion von f.
Satz 30.5 (Laplace-Transformierte der Ableitung)

Die Funktion f : [0,00) — C sei 7-mal differenzierbar und f, ', ..., f\") seien
zuldssig mit dem gleichen Parameter a € R. Dann gilt fiir alle s € C mit Res > a

LLf'](s) = sLLf1(s) = £(0),
und allgemein fiir r > 1

L[f7(s) = s"L[f1(s) = 8" £(0) =+ = sfT72(0) = f"7D(0).
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Laplace-Transformation Laplacetransformation der Stammfunktion

Satz 30.6 (Laplacetransformation der Stammfunktion)

Die Funktion f : [0,00) — C sei zuldssig mit dem Parameter a € R. Dann ist die
Stammfunktion

o(t) = J fw)du, t>0,

zuldssig mit jedem Parameter ¢ > a = max{a, 0} und fiir alle s € C mit Res > a
gilt
1
L9)(s) = <LLf1(9)
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Laplace-Transformation Holomorphie der Laplace-Transformierten

Satz 30.7 (Holomorphie der Laplace-Transformierten)

Die Funktion f : [0,00) — C sei zuldssig mit dem Parameter a € R.
Dann ist die Laplace-Transformierte L[f] : H, = {s € C| Res > a} —» C
holomorph in der Halbebene H,,. lhre komplexe Ableitung ist

(LI (s) = = foo tf(t)e™ dt = —L[tf(t)])(s) =: L[A(t)](s)

0

und damit selbst die Laplace- Transformierte der Funktion h(t) = —tf(t).

Es ist also L[tf(t)](s) = —d%ﬁ[f(t)](s).
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Laplace-Transformation

Tabellen von Laplace-Transformationen

A. Lamacz-Keymling

Parameter F@) L[f](s) Einschrinkung
" n!
n € Ng t sy Res >0
N C| trect ! Res > R
ne , CE the —_— es > Rec
0 (s —c)ntl
eR in(wt) @ Res >0
w sin(w _— es
2+ w?
s
welR cos(wt Res >0
(@) 2 + w?
. w
weR sinh(wt) 5 5 Res > |w|
2 —w
weR cosh(wt) 5 s 5 Res > |w|
2 —w
weR, ceC | e sin(wt) © Res > Rec
(s —0)2 +w?
weR, ceC | e cos(wt) i Res > Rec
(s —0)? +w?
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Laplace-Transformation

f®)

Tabellen von Laplace-Transformationen

Einschrankung

et sinh(wt)

et cosh(wt)

tec sin(wt)

s —cC

2w(s — ¢)
((s — ¢)? + w?)?

1 2uw?

tect cos(wt)

tect sinh(wt)

tec! cosh(wt)

Parameter: w e R und ce C

A. Lamacz-Keymling

(s—c)2+w? ((s—c)2 +w?)?

2w(s — ¢)
(o — P

1 2w?

G- —w? " (=0 — )2

Hdhere Mathematik Il

Res > |w| + Rec

Res > |w| + Rec

Res > Rec

Res > Rec
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Laplace-Transformation

Tabellen von Laplace-Transformationen

Parameter: 7 >

Bei den beiden letzten Beispielen ist s = 0 hebbare Singularitat.

A. Lamacz-Keymling

f@) Einschr.
Sprungfunktion:
0 ost<r e
= R
f@) {1’ t> es>0
Indikatorfunktion:
0, o<t<r
e
f#)=<1, 7T<t<7+94 seC
0, t=71+9¢
Hutfunktion:
0, o<t<r
t— <t< 5 Ts _ 9e—(T+0)s —(7+20)s
) = T, T T+ e e +e seC
T+20—t, T+I<t<T+26
0, t>=T1+4 26

0,§>0
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Laplace-Transformation Heaviside-Funktion, Indik funktion
Zur Darstellung von Treppenfunktionen ist die folgende Definition hilfreich.
Definition 30.8 (Heaviside-Funktion, Indikatorfunktion)

Die auf ganz R definierte Funktion

0, t<0

H:R->R, H(t):{l '~

heiBt HEAVISIDE-FUNKTION. Fiir 1,7 € R mit 71 < 75 nennen wir die Funktion

0, t<m1
]l[n,‘rz)(t):H(t*Tl)*H(t*Tz)Z 1, T1<t<Ty
0, tZTQ

die INDIKATORFUNKTION des Intervalls 71, T3).
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t

Laplace-Transformation iside-Funktion, Indik funktion

Fiir die Laplace-Transformation sind diese Funktionen jeweils auf [0, o)
einzuschranken.

Hiermit lassen sich Treppenfunktionen einfach darstellen:
fir0 <7 <79 <73 <--- ist eine Treppenfunktion gegeben durch

f(t)

Cl]l[‘rl,Tz)(t) + 021[7'2,7'3)(t) + 6311[7'3,7'4)(t) +
= caH({t—7)+(c2—c)H(t—7m2)+ (3 —co)H(t —73) + -~

Hierbei sind ¢ die Funktionswerte der Treppenfunktion im Intervall [7x, 7+1) und
(ck — ck—1) ist die Sprunghdhe an der Stelle 7.
Die Laplace-Transformierte erhdlt man als

C1(€_Tls _ —7'29) + 02( —T28 __ —7'59) _|_ 63( —T3S __ 6—7'48) + .

S

LIf1(s) =

cre” ™ + (ca—c1)e ™% + (c3 —ca)e” T 4 -

S
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Laplace-Transformation Losung linearer Dgl. mit konstanten Koeffizienten
Das Verfahren wird an einem Beispiel erklart.

30.9 (Beispiel)

y' =3y +2y=0

Laplace-Transformation ergibt
(52¥(5) = s9(0) = (0)) = 3(Y () = y(0) ) +2Y () =0
> V()5 = 35 +2) = sy(0) + (5/(0) — 3y(0))

/ —
vy OO 3y(0) A

s2—3s+2 s—1 s—2
Damit kann man fiir jede Wahl der Anfangswerte die Konstante A und B
bestimmen und damit durch die Verwendung der Tabelle die (eindeutige) Losung
der Dgl. bestimmen; z.B. erhilt man fiir y(0) = 0 und y'(0) =1
-1

1
_ oty 2t
Y(s)—871+572,alsoy(t) et + e
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Laplace-Transformation Inhomogene lineare Dgl.

Die inhomogene lineare Dgl.

v+ 20y +qy = f(t), pqeR,
fihrt auf
(s* + 2ps + @)Y (s) — (s + 2p)y(0) — y'(0) = F(s)
(5 +2p)y(0) + ¢/ (0) + F(s)
s2 +2ps+q

Hier taucht also ein zusatzlicher Summand

= Y(s)=

F(s)

Y, ==
»(s) s2+2ps+gq

auf, der zu einer speziellen Losung ¥, der inhomogenen Dgl. gehort.

Die speziellen rechten Seiten f(t) in der Dgl. (Polynome, Cosinus-, Sinus- und
Exponentialfunktion) fiihren auf eine rationale Funktion F'(s). Die Berechnung
von y erfolgt also wieder anhand der Zerlegung des Bruchs in Terme der
Laplace-Tabelle.

Ein allgemeiner Zugang zur inhomogenen linearen Dgl. wird mit Hilfe der Faltung

beschrieben.
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Laplace-Transformation Definition und Satz: Faltung (I)

Definition 30.10 (Faltung)

Die Funktionen f,g : [0,00) — C seien zuldssig mit dem Parameter a. Dann heiBt
die Funktion f = g : [0,0) — C mit

Jf gt —u)du,  tel0,),

die FALTUNG von f und g. Diese Funktion ist zulassig mit jedem Parameter ¢ > a.
v
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Laplace-Transformation Eigenschaften der Faltung, Faltungssatz

Satz 30.11 (Eigenschaften der Faltung, Faltungssatz)

(a) Die Faltung von zuldssigen Funktionen f,g : [0,0) — R erfiillt die

Rechenregeln einer ‘Multiplikation’, also die Kommutativitit, Assoziativitat,

und Distributivitat:

fxg = g=f
fx(g*h) = (fxg)*h
f=(g+h) = (f*g)+(f=h).

(b) Es gilt der FALTUNGSSATZ: Die Laplace-Transformierte eines
“Faltungsprodukts” zuldssiger Funktionen f,g : [0,00) — C mit dem
Parameter a ist das Produkt der Laplace- Transformierten:

L[f =g](s) = L[f](s) L[g](s), Res > a.
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Laplace-Transformation Losung inhomogener linearer Differentialgleichungen

Satz 30.12 (L&sung inhomogener linearer Differentialgleichungen)

Die Funktion ¢ : [0,00) — R sei die eindeutige Lésung des Anfangswertproblems
(AWP) zur homogenen linearen Dgl. mit konstanten Koeffizienten

y' +2py +qy=0, |y(0)=0, y'(0)=1]

Falls f : [0,00) — R zuldssig mit dem Parameter a ist, so ist y = ¢ * f die
eindeutige Losung des AWP zur inhomogenen Dgl.

y'+ 2y +ay=f(t),  |y(0)=0, ¥'(0)=0]

Eine entsprechende Aussage gilt fiir lineare Dgl. hoherer Ordnung:
Die Lésung des Anfangswertproblems der Dgl. mit konstanten Koeffizienten

vt anay" Y ot ay +aoy = £(), y"V(0) = =y (0) = y(0) = 0
ist gegeben durch y = ¢ * f, wobei ¢ das AWP

v+ anay™ Y by Faoy =0, y"P(0) = - = 3/(0) = y(0) = 0,
y"(0) =1 lsst.

Hier macht es keine Schwierigkeiten, auch mit unstetigen Inhomogenititen zu rechen.
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Laplace-Transformation Inverse Laplace-Transformation, Umkehrformel

An mehreren Stellen wurde von der Laplace-Transformierten F(s) auf die
Funktion f : [0,00) — C geschlossen. Ist dies iiberhaupt erlaubt?

Frage: Ist f durch L[f] eindeutig bestimmt?

Satz 30.13 (Inverse Laplace-Transformation, Umkehrformel)

Man kann hierzu eine “Umkehrformel” beweisen, mit der f(t) aus den Werten der
Laplace-Transformierten L[ f](s) entlang einer Geraden parallel zur I'm s-Achse
berechnet wird. Die Formel lautet fiir geeignetes f, das zuldssig mit dem
Parameter a ist:

1 cm Jw F(s +iy) et dy = — (f(t—) + f(t+)).

2m —e3

N | =
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Laplace-Transformation Inverse Laplace-Transformation als komplexes Kurvenintegral

Die Methoden zur Integration komplexer Funktionen lassen weitere Darstellungen
der Umkehrformel zu.

Satz 30.14 (Inverse Laplace-Transformation als komplexes Kurvenintegral)

Die inverse Laplace-Transformation aus Satz 30.13 besitzt die Darstellung als
komplexes Kurvenintegral

1
2mi ),

L[f](z) € dz,

wobei die Kurve ¢ : R — C durch ¢(y) = s + iy mit festem s € C, Res > a
gegeben ist.
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Laplace-Transformation Berechnung mit dem Residuensatz

Satz 30.15 (Berechnung mit dem Residuensatz)

Unter den folgenden Voraussetzungen lasst sich das Integral mit dem Residuensatz
berechnen:

o L[f] lasst sich zu einer holomorphen Funktion
F:C\{z1,...,2,} = C

fortsetzen, wobei z1, . . ., z, isolierte Singularititen mit Re z;, < a sind,

o fiir ein Ry > 0 und ein ¢ > a gilt
|2F(z)| < B fir alle z mit Rez <c¢, |z—c|>= Ry.
Dann gilt fiirt > 0

1

L[f1(2) e* dz = Z Res (F'(z)e'%; 21,).

k=1
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Laplace-Transformation Folgerung

30.16 (Folgerung)

Jede zulissige und stetige Funktion f : [0,00) — R ist durch ihre
Laplace-Transformierte L[f] eindeutig bestimmt. Die Zuordnung

LIf1—f

heiBt INVERSE LAPLACE-TRANSFORMATION.

Bemerkung: Ist L[ f] bekannt, so findet man f iiblicherweise durch Zuhilfenahme
von Tabellen; dabei nutzt man die Linearitat von £ aus.
Ist L[y] eine rationale Funktion, so berechnet man entweder

(a) die Partialbruchzerlegung mit den komplexen Nullstellen des Nenners. Dies
fiihrt auf Terme, deren inverse Laplace-Transformierte das Produkt aus einem
Polynom und einer Exponentialfunktion ist,

oder

(b) Terme im Nenner wie z.B. s? + w? mit reellem w; dies fiihrt zu Produkten
aus einem Polynom und einer Sinus-, Cosinus- oder Hyperbelfunktion.
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Laplace-Transformation Transformation periodischer Funktionen

Satz 30.17 (Transformation periodischer Funktionen)

Sei f : [0,00) — R stiickweise stetig und periodisch mit Periode T > 0, d.h.
f&+T) = f(t) firallete][0,0).

Iy J0erar

ben.
1_ gegeben

Dann ist die Laplace-Transformierte von f durch F(s) =
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Normierte Vektorraume

Kapitel 31 — Normierte Vektorraume
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Normierte Vektorraume

31: Normierte Vektorrdume

Fiir eine systematische Behandlung von Grenzwert-Prozessen fiir Funktionenfolgen
bendtigen wir die allgemeine Definition der normierten Vektorraume und einen
passenden Abstandsbegriff.
Hierauf aufbauend behandeln wir im Weiteren

o die Fourier-Reihen

o die Fourier-Transformation

Bemerkung: Ein Teil der hier zusammengestellten Begriffe und Satze wurde
bereits im Kapitel iiber allgemeine Vektorrdume definiert und bewiesen.
Daher enthalt dieser Abschnitt zum Teil Wiederholungen.

Konvention: Vektoren werden im Folgenden ohne Pfeil geschrieben.
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Normierte Vektorrdume Wiederholung: Norm, normierter Raum

Wir wollen:
o weitere Normen auf dem R"™ und C"
@ Normen auf vielen weiteren Vektorrdumen, z.B. dem Vektorraum der stetigen
Funktionen

Cla,b]l = {f : [a,b] — C | f stetig} bzw. C[a,b] = {f : [a,b] > R | f stetig}
kennenlernen.

Definition 31.1 (Norm, normierter Raum)

Es sei V' ein reeller oder komplexer Vektorraum. Eine NORM auf V' ist eine
Abbildung | - || : V' — R mit folgenden Eigenschaften:

(a) POS. DEFINITHEIT: |[v| = 0 fiir alleve V, und (|Jv| =0 < v =0),
(b) HOMOGENITAT: || = || |[v| fiir alle « € R bzw. C und v eV,

(c) DREIECKSUNGLEICHUNG: |[v + w| < |v]| + |w]|| fiir alle v,w e V.

Ein Vektorraum V' mit einer Norm | - | heiBt ein NORMIERTER RAUM.
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Normierte Vektorrdume Wiederholung: Norm, normierter Raum

Bemerkungen: Die Norm liefert einen Abstands-Begriff:
@ ||v| ist der Abstand des Vektors v vom Nullpunkt 0 € V.
@ ||[v — w|| ist der Abstand der beiden Vektoren v und w

Genau wie es fiir den Betrag gemacht wurde, beweist man die ZWEITE
DREIECKSUNGLEICHUNG: In jedem normierten Raum gilt

Jo—wl = {ol = fw] .
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Normierte Vektorrdume Beispiele von Normen auf dem R™ und C™

Beispiele von Normen auf dem R™ und C™
o EUKLIDISCHE NORM: |z = |z|2 := /|21 + - + |2, ]2

o MAXIMUMSNORM: ||z|e := max{|z1],...,|zn|}
o BETRAGSSUMMENNORM: ||z]1 := |z1| + -+ + |2x]
@ Allgemein: fiir 1 < p < oo die sog. p-NORM

1
lzlp = (J@alP + ...+ [2a]?)P.
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Normierte Vektorrdume Hélder- und Minkowski-Ungleichung

Zum Beweis der Dreiecksungleichung fiir die p-Normen bendtigt man die
HOLDER-UNGLEICHUNG.

Satz 31.2 (Holder- und Minkowski-Ungleichung)

Wir definieren
® zu1l < p < o den KONJUGIERTEN EXPONENTEN ¢ = £5 (also ist
1,1 _
l<g<owund:+,=1)
@ zu p = 1 den konjugierten Exponenten q = o0 und zu p = oo den konjugierten
Exponenten q = 1.

Dann gilt fiir beliebige Vektoren x,y € R™ die HOLDER- UNGLEICHUNG

n n
2. any| < D lzwel < Jzllp Jylg-
k=1 k=1

Daraus folgt die Dreiecksungleichung, die hier MINKOWSKI-UNGLEICHUNG heiBt:

|z +ylp < llp + [yl
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Normierte Vektorrdume Weitere Beispiele von Normen

Weitere Beispiele von Normen

1. Fiir 1 < p < o definieren wir die Folgenraume

0
IP(N,R) := {(mn)neN|xn e R und 2 |z, P < oo}

n=1

mit der [P-Norm [(2)nen i := X0y |mn|”)1/p. Halder- und
Minkowski-Ungleichung gelten auch fiir Folgen.

2. Der Vektorraum aller stetigen Funktionen auf dem abgeschlossenen und
beschrénkten Intervall I = [a,b] wurde mit C|a,b] bezeichnet. Wir definieren
verschiedene Normen auf diesem Vektorraum:

o MAXIMUMSNORM: | f]o := max{|f(z)|| z € [a,b]}.

o fiir 1 < p < oo die L,-NORM:

o= ([ P iz) "

Auch diese Norm ist wohldefiniert.
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Normierte Vektorrdume Hélder- und Minkowski-Ungleichung auf C'[a, b]

Es folgt

Jlf ) g(@)| de < Hf”oof‘g ) de < | flloo gl

Dies ist eine Version der Holder-Ungleichung fiir Integrale. Allgemein:

Satz 31.3 (Hélder- und Minkowski-Ungleichung auf C|a, b])

Zu 1 < p < o sei g der konjugierte Exponent wie in 31.2. Dann gilt fiir stetige
Funktlonen fig € Cla,b]

2| < [ flp lglq-

Weiter gilt die Dreiecks- bzw. Minkowski-Ungleichung

If +9lp <[ flo+llglls
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Normierte Vektorrdume Konvergenz von Folgen und Reihen

Nach den Uberlegungen zur GEOMETRIE normierter Raume kommen wir noch zur
TOPOLOGIE dieser Raume: Die Norm beinhaltet den Abstandsbegriff und
ermoglicht die Einfiihrung der Begriffe der Analysis wie im R™:

Definition 31.4 (Konvergenz von Folgen und Reihen)

Eine Folge (vk)ken von Elementen vy, des normierten Raumes V' heilt
KONVERGENT gegen v € V, wenn gilt

lim v —vg| = 0.
k—o0

0

Eine Reihe Z v mit Summanden vy € V' heift KONVERGENT gegen w € V,
k=1

wenn gilt

N—0

N
lim |w — Z vg || = 0.
k=1

Eine Teilmenge W eines normierten Raumes V' heifit DICHT, wenn es zu jedem

e >0 und jedem v eV einwe W gibt mit |[v — w|| <e.
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Normierte Vektorrdume Aquivalente Normen

Definition 31.5 (Aquivalenz von Normen)

Zwei Normen |.|1 und |.|2 auf einem Vektorraum heien AQUIVALENT, wenn

[v—wvglli = 0 < |v— w2 — 0.

Bemerkung: Das ist genau dann der Fall, wenn es positive Konstanten C; und Cs
gibt, so dass fiir alle v im Vektorraum gilt

Cilv]x < ]2 < Cofv]s.

(a) Alle Normen auf dem R™ sind AQUIVALENT: Die Konvergenz limy_,o v = v
bzgl. einer Norm (z.B. der Maximums-Norm) zieht sofort die Konvergenz
beziiglich aller anderen Normen nach sich:

lim v — v, =0 firalle 1<p<oo.
k—o0
Dies folgt aus den Ungleichungen

[l < ol < n'P 0] e
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Normierte Vektorrdume Aquivalente Normen

(b) Die L,-Normen auf Cfa, b] sind nicht dquivalent.

e Die Maximumsnorm (p = o) fiihrt auf den Konvergenzbegriff der
GLEICHMASSIGEN KONVERGENZ:

klglgofk =f hm (max | fe(x) — f(x)|> = 0.

k—o0 \ z€[a,b]

o Die Ly-Norm auf CJa, b] fiihrt auf die KONVERGENZ IM QUADRATISCHEN
MITTEL:

b
jim fo=f = i ([ 1A - f@far) o

o Es gibt keine Norm auf C[a, b], die die PUNKTWEISE KONVERGENZ induziert.
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Normierte Vektorrdume Cauchy-Folge, vollstindig, Banachraum

Wie beim Ubergang von den rationalen Zahlen zu den reellen Zahlen gibt es auch
bei normierten Rdumen den Begriff der VOLLSTANDIGKEIT:

Definition 31.6 (Cauchy-Folge, vollstindig, Banachraum)

o Eine Folge (vi)ken von Elementen vy, des normierten Raumes V' heiBt
CAUCHY-FOLGE, wenn fiir jedes ¢ < 0 ein N € N existiert, so dass fiir alle
m,n = N

[vm — vl < e.

@ Ein normierter Raum V heiit VOLLSTANDIGER RAUM oder BANACHRAUM,
wenn jede Cauchy-Folge einen Grenzwert v € V' besitzt.

o Ein Skalarproduktraum (siehe 31.9) V' heiBt VOLLSTANDIGER RAUM oder
HILBERTRAUM, wenn V' mit der Norm |v| := +/{v, v) vollstindig ist.
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Normierte Vektorrdume Beispiele

Beispiele

(a) R™ ist mit jeder p-Norm ein Banachraum, und mit der Euklidischen Norm (p = 2)
sogar ein Hilbertraum.

(b) Cla,b] ist mit der Maximumsnorm ein Banachraum.

(¢) Cla,b] versehen mit der Lo-Norm ist

nicht vollstindig. Ein Beispiel einer Cauchy- Y|
Folge in C[—1,1] ohne einen Grenzwert in . Im In
C[-1,1] ist
-1 z< —%
1 1 i J .
fr(@)=4 kx —r<z<i k=12, .. 1 x
1 T= 3+ "
k
11
Man erkennt, dass |f. — full} <
2max{%, L} ist. Eine stetige Grenz-

funktion miisste fiir x > 0 den Wert 1 und
fir x < 0 den Wert —1 haben.

A. Lamacz-Keymling Hdhere Mathematik Il WS 24/25 757



Normierte Vektorrdume Norm und Stetigkeit

Definition 31.7 (Norm und Stetigkeit)

Seien V' und W normierte Raume mit den Normen |||y bzw. |.|w, D € V und
vo€e V. f: D — W sei eine Abbildung.

@ f heiBt IN vy STETIG, wenn gilt |[v — volly — 0 = | f(v) — f(vo)|w — O.
o f heiBt IN D STETIG, wenn f in jedem Punkt von D stetig ist.

Besonders einfach ist es fiir LINEARE ABBILDUNGEN, die auf D := V definiert
sind.
Satz 31.8
Es sei L : V — W eine lineare Abbildung. Dann sind dquivalent:
1. L ist stetig.
2. L ist in vy = O stetig.
3. Es gibt ein C > 0, so dass fiir allev e V gilt: |L(v)|w < C|v|v.

Das Infimum aller C' mit dieser Eigenschaft wird mit |L| bezeichnet.

Es ist also immer |L(v)|w < ||L| - [v]v, und es gibt keine kleinere Konstante als
|L| mit dieser Eigenschaft.
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Normierte Vektorrdume Skalarprodukt und Norm
Eine besonders wichtige Rolle spielen Skalarproduktraume.
Definition 31.9 (Skalarprodukt und Norm)

@ Ein SKALARPRODUKT auf einem Vektorraum V ist eine Abbildung
(v,w) —> {v,w) von V x V in die reellen oder komplexen Zahlen, die
definit, symmetrisch, linear in der ersten und antilinear in der zweiten
Komponente ist.

o Wie in HM1 bewiesen wurde, induziert das Skalarprodukt eine Norm durch

[oll = v/<v, v).

Jeder Skalarprodukt-Raum ist also auch ein normierter Raum. Die
Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

@ Es gilt die Cauchy-Schwarz Ungleichung

v, wi] < v/ <w, 0) (w, w) = v] w]
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Normierte Vektorrdume Parallelogramm-Identitit und Winkel

Satz 31.10 (Parallelogramm-Identitdt und Winkel)

(a) In einem Skalarproduktraum V gilt die Identitit

2 2 2 2
v+ w|” + o —w|™ = 2(v]” + [[w]). (%)

(b) Umgekehrt: Falls in einem normierten Raum V die Parallelogramm-Identitit ()
gilt, so ist durch

1
@wwyi= 1 (I +wl’ = v —w])
bzw. im komplexen Fall

1
@Wwyi= 3 (I + wl” = [ = wl + v — i) = dlv + i)

ein Skalarprodukt definiert, das diese Norm induziert.

(c) In reellen Riumen ist durch
cos(a) = v, w)
o]l flew]

der Winkel oo = £ (v, w) im Intervall 0 < a < 7 festgelegt.
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Normierte Vektorrdume Beispiel: die 2-Norm auf C([a, b])

Beispiel: Der Vektorraum Cf[a, b] mit dem Skalarprodukt

b PR
gy = f f(@)g@)dz, f.g¢€ Cla,b)

ist ein Skalarproduktraum. Die induzierte Norm ist die Lo-Norm,

b 1/2
1fle = V< F = ( j f<x>|2dx> .

Die Cauchy-Schwarz Ungleichung lautet hier

b 1/2 b 1/2
<<f |f<x>|2dx> (f |g<x>|2dm> |

Dies ist ein Spezialfall (mit p = ¢ = 2) der Hdlder-Ungleichung.

Ja ' fe)o@) d
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Normierte Vektorrdume Orthonormal-System

Wieder gilt: v,w € V heiBen ORTHOGONAL, wenn (v, w) = 0 gilt.
Ein normierter Raum heiBt SEPARABEL, wenn es eine abzihlbare dichte Menge
gibt. Wir betrachten hier nur separable Hilbertraume.

Definition 31.11 (Orthonormal-System)

o Die Vektoren vy, vs, ... im Skalarproduktraum V bilden ein
ORTHONORMAL-SYSTEM (ONS), wenn gilt

(03, 08) = 0 firg+#k
PRI firg =k

@ Das ONS heiBt VOLLSTANDIG, wenn aus {w, v,y = 0 fiir alle j schon w = 0
folgt.

Zur Konstruktion von ONS kann (auch fiir unendlich viele Vektoren) das
Gram-Schmidt-Verfahren verwendet werden.
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Normierte Vektorrdume Satz des Pythagoras und Besselsche Ungleichung

Satz 31.12 (Satz des Pythagoras und Besselsche Ungleichung)

Falls die Vektoren vy, vs,...,vy im Skalarproduktraum V' ein
Orthonormal-System bilden, so gilt der Satz des Pythagoras

N 2 N
Z CLVUE| = Z |C}€|2 (C/C eC be/iebig)
k=1 k=1

und die Besselsche Ungleichung

N
D Kw,ve))? < |w|*  (we V beliebig).
k=1
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Orthonormalk und P |-Identitat

Normierte Vektorraume

Orthonormalsysteme in Hilbertrdumen haben fast dieselben Eigenschaften wie in
endlichdimensionalen Raume:

Satz 31.13 (Orthonormalbasen und Parseval-ldentitit)

Sei v1,vs, ... ein vollstindiges ONS in einem Skalarproduktraum V. Dann gilt:
a) v1,ve, ... ist eine ORTHONORMALBASIS (ONB): es gilt fiir jeden Vektor
weV:

0
w = Z {w, v yvg
k=1
b) Es gilt die PARSEVALSCHE IDENTITAT

a0

2
> Kw, vl = Jwl?
k=1
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Normierte Vektorrdume Orthogonalprojektion

Orthonormalsysteme dienen beispielsweise zur PROJEKTION auf den Teilraum

Z =span (v1,...,0N).

Definition 31.14 (Orthogonalprojektion)

Die Vektoren vy,vs, ..., vn seien ein Orthonormalsystem in V. Mit Z sei der
obige Teilraum bezeichnet. Zu beliebigem w € V ist der Vektor

N
P(w) := Z<w,vk> Vg
k=1

die Orthogonal-Projektion von w auf den Teilraum Z, d.h.

(w—=P(w),zy =0 fiir alle z € Z.
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Normierte Vektorrdume Orthogonalprojektion

Satz 31.15
Es gelten die Identititen
a) |w]?* = Jw — P(w)|? + || P(w)]|?
b) |w — 2|? = |w — P(w)|? + | P(w) — 2| fiir alle z € Z.
Damit ist die Orthogonal-Projektion P(w) € Z der eindeutig bestimmte Vektor im
Teilraum Z mit minimalem Abstand vom Vektor w.

Bemerkung: Man sieht an der expliziten Form in diesem Satz, dass die
Orthogonalprojektion ein LINEARER Operator ist, dass also

Plawy + pwz) = aP(w:) + BP(ws)

gilt.
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Periodische Funktionen, Fourier-Entwicklung

Kapitel 32 — Periodische Funktionen,
Fourier-Entwicklung
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Periodische Funktionen, Fourier-Entwicklung Einleitung

Periodische Funktionen, Fourier-Entwicklung

Die Fourier-Entwicklung ist eines der wichtigsten mathematischen Werkzeuge in

fast allen technischen Bereichen. Sie wurde vom franzdsischen Mathematiker und
Physiker Jean Baptiste Joseph Fourier (geb. 21. Mirz 1768 bei Auxerre; gest. 16.
Mai 1830 in Paris) eingefiihrt. Auf ihn geht die Theorie der Warmeleitung zuriick.

Fourier stellte fest, dass man durch die “unendliche” Linearkombinationen der Funktionen
1, sinz, cosz, sin2x, cos2z,...,
also durch die nach ihm benannten Fourier-Reihen

ao

©
5 + Z (ar cos kt + by, sin kt)

k=1

(fast) jede periodische Funktion mit der Periodenlinge T' = 27 “erhilt”. Durch Wahl der
Koeffizienten aj und by gelang es ihm, einige Differentialgleichungen fiir periodische Funktionen
zu |6sen.

Fourier gab damit einen wesentlichen Impuls fiir die Untersuchung der Konvergenz von Reihen.
Die heute klar formulierten Begriffe wie “punktweise Konvergenz" bzw. “gleichmaBige
Konvergenz” von Funktionenreihen waren zu seiner Zeit noch unbekannt; durch die fehlende
Prazisierung erschienen unendliche Reihen noch als “mysteriés” .
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Periodische Funktionen, Fourier-Entwicklung Der Vektorraum Lo ([0, T'])

Eigentlich reicht hier eine Untersuchung reellwertiger Funktionen. Durch die
Benutzung komplexwertiger Funktionen werden Beweise oft sehr vereinfacht.

Definition 32.1 (Quadrat-integrierbare Funktionen)

a) Eine Funktion f : [a,b] — C heit QUADRAT-INTEGRIERBAR, wenn das

Integral
b
NCR
a
existiert.
b) Eine Teilmenge M — R heift NULLMENGE, wenn zu jedem € > 0 Intervalle
I, I, ... existieren, so dass
(e0) [e6)
M c UIk und Z [T <e.
k=1 k=1
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Periodische Funktionen, Fourier-Entwicklung Der Vektorraum Lo ([0, T'])

Fortsetzung von Definition 32.1

c) Zwei quadrat-integrierbare Funktionen f und g werden als gleich angesehen
(d.h. miteinander “identifiziert"), geschrieben f ~ g, wenn

f|f ()2 dt = 0

gilt. Die Funktion f reprasentiert eine ganze AQUIVALENZKLASSE von
Funktionen,

[f1:={glf~ g}
Es gilt f ~ g genau dann, wenn sich die Funktionen nur auf einer Nullmenge
voneinander unterscheiden. Schreibweise:

f =g f. 0. (in englischsprachigen Texten a.e.)

d) Mit Ly([a,b]) bezeichnen wir den Vektorraum aller quadrat-integrierbaren
Funktionen f : [a,b] — R (unter Beriicksichtigung der Identifikation
“gleicher” Funktionen).
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Periodische Funktionen, Fourier-Entwicklung Der Vektorraum Lo ([0, T'])

Der “richtige” Skalarproduktraum fiir die Fourier-Analyse ist der folgende.

Definition 32.2 (Skalarprodukt quadrat-integrierbarer Funktionen)
Das Skalarprodukt auf Lo ([a, b]) ist

b —_
@@=fﬂmww

und die zugehérige Norm ist die Lo-Norm

b 1/2
Ifll2 = (J |f(t)|2dt> .
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Periodische Funktionen, Fourier-Entwicklung Periodische Funktionen und Fortsetzung

Definition 32.3 (Periodische Funktionen und Fortsetzung)

(a) Eine Funktion f : R — C ist PERIODISCH mit der Periode T, wenn f(t) = f(t + T)
fiir jedes t € R gilt.

(b) Induktiv folgt dann f(t) = f(t + kT) fiir jedes k € Z.
(c) Ist f iiber das Intervall [0, T] integrierbar, so gilt fiir jedes to € R:

JOT Ft)dt — f°+T £t dt.

0

(d) Die PERIODISIERUNG einer Funktion f : [—Z,Z] — C ist gegeben durch die
Funktion f : R — C mit

f(t)=ft—kT) fir te[(k—3)T,(k+3)T) und keZ.

(e) Die UNGERADE PERIODISCHE FORTSETZUNG einer Funktion f : [0,7/2] — C
erhdlt man, indem man f auf das Intervall [—T/2,0) durch die Festlegung

f@) =—=f(=t), te[-T/2,0)

fortsetzt und anschlieBend wie in (d) periodisiert.
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Periodische Funktionen, Fourier-Entwicklung Periodische Funktionen und Fortsetzung

Fortsetzung von Definition 32.3

(f) Die GERADE PERIODISCHE FORTSETZUNG einer Funktion f : [0,7/2] — C
erhilt man, indem man f auf das Intervall [=T"/2,0) durch die Festlegung

f(t) = f(_t)a te [_T/270)7

fortsetzt und anschlieBend wie in (d) periodisiert.

Bemerkung:
(a) Bei der ungeraden Fortsetzung muss man ggf. f(0) := 0 setzen.
(b) Selbst wenn f : [—%, %] — R stetig ist, kann die periodische Fortsetzung in (d) an den
Stellen (k + %) T mit k € Z unstetig sein. (Ebenso fiir die Fille (e) und (f) und die Stellen
kT sowie (k + 2)T.)
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Periodische Funktionen, Fourier-Entwicklung ONS in Lo ([— 17 s 17])

Definition 32.4 (ONS in Lo([-Z, £]))

Zur Periodenlinge T > 0 definieren wir die Grundfrequenz w = 2%

0
(a) Fiir Ly([—%,L]) definieren wir das ONS

Po(t) = \/g Gor_1(t) = \/z sin (kwt)
¢2k(t)—\/zcos(kwt), E=1,2,3,....

(b) Das in (a) angegebene System ¢q, ¢1, . .. ist ein ONS bzgl. des
Skalarprodukts

Sy= | rwa@a

Ch

(c) Schrankt man sich auf reelle Koeffizienten ein, ist das angegebenen System
ein ONS auf dem entsprechenden Teilraum der reellwertigen Funktionen.
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Periodische Funktionen, Fourier-Entwicklung Definition der Fourier-Analyse

Die allgemeine Aussage zur Orthogonalprojektion in Satz 31.14 liefert die
Grundlage der Fourier-Analyse.
Die Konstanten in den Funktionen werden dabei in die Koeffizienten gezogen.

Definition 32.5 (Fourier-Koeffizienten)

Wir betrachten das ONS aus 32.4(a). Zur Funktion f € Ly([—Z, Z]) und der
Grundfrequenz w = 27” definieren wir die FOURIER- KOEFFIZIENTEN

2 2 (2
ﬁ“ ®0) = 7 f(t)dt,

ao

vlN

ar = \/z<f,¢2k> = % B f(t) cos(kwt) dt,

S|

by = \/z<f,¢2k_1> = 2|7 s sin(her) i

N[N

k=1,2,3,...
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Periodische Funktionen, Fourier-Entwicklung Definition der Fourier-Analyse

Definition 32.6 (Fourierreihe)
Die Orthogonalprojektion

Sn[f1()

2N N
PR T 20 4 + ). (ax cos(kwt) + by sin(kuwt))
k=1

k=0 2
N
Z Ckeiwkt
k=N

heiBt die FOURIER-PARTIALSUMME von f, und die Reihe

DI, ) b

@
) ue 2 (ay cos(kwt) + by, sin(kwt))
k=0 2 k=1

0

_ Z Ckezwkt

k=—00

heiBt die FOURIERREIHE von f.
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Periodische Funktionen, Fourier-Entwicklung Komplexe Fourierreihe

Definition 32.7 (Komplexe Fourierreihe)

Die komplexen Fourierkoeffizienten von f : [—%, 2] — R sind fiir k € Z definiert
durch

1 (% .
k= Jg f)e™ ™t gt

Die komplexe Fourierreihe von f lautet

o0
f ~ Z ckeikwt

k=—00

Zu den Koeffizienten aj, und by in 32.5 bestehen die Beziehungen
ap = 2co, ap =cp+c_p, bp=1i(ck —c_k), keN,

und umgekehrt

1 1
co = %7 ck = 5(% —iby), c_p= 5(% + iby), keN.
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Periodische Funktionen, Fourier-Entwicklung Komplexe Fourierreihe

Falls f reellwertig ist, so gilt
c_, =c furalle keN.
Daraus ergeben sich die reellen Fourierkoeffizienten

ar = 2Re ¢, bp = —2Im ¢y, keN.
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Periodische Funktionen, Fourier-Entwicklung

Satz 32.8 (Hauptsatz der Fourier-Analyse)

Essei f € Ly([—%,Z]). Dann gilt die KONVERGENZ IM QUADRATISCHEN
MITTEL

Jim |~ Sh[A = hmf — SwlfIB)2dt =0

sowie die Parseval-ldentitat

T T o0 Qo0
=7 @ +3 @+ 8 =T 3] lal

k=—o0

Hauptsatz der Fourier-Analyse
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Periodische Funktionen, Fourier-Entwicklung

Hauptsatz der Fourier-Analyse

BILDER von So, S1, S10, S20, S50, S100 fiir f(t) = ¢ auf [0,1], gezeichnet wird die periodische

Fortsetzung auf das Intervall [0, 3].

Fourier-Partialsumme Sy

Fourier-Partialsumme S,

Fourier-Partialsumme Sio

Fourier-Partialsumme S,

Fourier-Partialsumme Sgo

Fourier-Partialsumme S100

1

Hier liegt tatsichlich die Approximation im quadratischen Mittel vor! Weiter erkennt
man das Gibb'sche Phdnomen (Uberschwingen um 9% der Spunghdhe oben und unten)
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Periodische Funktionen, Fourier-Entwicklung

Hauptsatz der Fourier-Analyse

BILDER von So, S1, S10, S20, Ss0, S1o00 fiir g(t) = 1 — |¢| auf [—1, 1], gezeichnet wird die

periodische Fortsetzung auf das Intervall [—1, 3].

Fourier-Partialsumme Sy Fourier-Partialsumme S,

Fourier-Partialsumme Sio

08 e
06 06
04 04
02 02
o o

Fourier-Partialsumme Sz Fourier-Partialsumme 55

0 0
1 1
03 o3|
08 os|
04 04]
02 02|
0 0

Hier liegt sogar die gleichmaBige Konvergenz der Fourierreihe gegen g vor.
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Periodische Funktionen, Fourier-Entwicklung Hauptsatz der Fourier-Analyse

1. Beweisteil des Hauptsatzes 32.8:
Die Funktion Sn|[f] ist die Orthogonal-Projektion von f auf den Teilraum, der von den
Funktionen ¢; in 32.4(a), j = 0,1,2,..., aufgespannt wird. Denn:

Q= Lf b0 ¢o,

2
ap cos(kwt) = {f, par) b2k,
bpsin(kwt) = (f, dar—1) p2x—1, k=12,....
Mit der Besselschen Ungleichung aus Satz 31.12 folgt
T T ¥
1515 > 1SN U5 = 5 ab + 5 ) (of + 0

Die Identitit im Satz iiber Orthogonalprojektionen 31.14(i) ergibt

M\H

If = SnUAIZ = 1£13 = ISnLA113 = 1713 - ( ag +

]Z::akwLb )

Dies zeigt, dass die Konvergenz limy_, o ||f — S~ [f] ||§ = 0 dquivalent ist zur Parseval-ldentitat

in 32.8.
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Periodische Funktionen, Fourier-Entwicklung Vollstindigkeit des Orthonormal-Systems

2. Beweisteil des Hauptsatzes 32.8:

Es bleibt die Frage zu beantworten, ob es eine quadrat-integrierbare Funktion f gibt, die einen

positiven Abstand zu dem Teilraum besitzt, der von den Funktionen ¢; in 32.4(a),
7 =0,1,2,..., aufgespannt wird. Das folgende Resultat verneint diese Frage.
Satz 32.9 (Vollstindigkeit des Orthonormal-Systems)
Die Funktion f : [—%, %] — R sei quadrat-integrierbar und es gelte

<f7 ¢j> =0
fiir alle trigonometrischen Funktionen ¢; in 32.4(a). Dann gilt f = 0.

Bemerkung: Fiir quadrat-integrierbare Funktionen gilt
= i
f= Jim Sn[f]

im Sinne der Konvergenz in der Lo-Norm (“im quadratischen Mittel”). Man schreibt oft

t +besi 2kmt
sin —— |,
k T

obwohl diese Identitat nicht zwingend fiir alle t € R erfiillt ist.

2k
T

ft) = GEO + Z (ak. cos
k=1
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Periodische Funktionen, Fourier-Entwicklung Ergénzung: gerade und ungerade periodische Fortsetzung

Ergdnzung: gerade und ungerade periodische Fortsetzung

Bisher wurde die periodische Fortsetzung einer Funktion f : [—%, %] — R betrachtet. In
Anwendungen bevorzugt man manchmal die geraden und ungeraden periodischen Fortsetzungen

in 32.3. Die Grundfrequenz ist wieder w = 2%7

@ Die Funktion f : [0,7/2] — R sei quadrat-integrierbar. Dann besitzt die ungerade
periodische Fortsetzung die Fourierreihe (auch SINUS-REIHE genannt)

f~ Z by, sin(kwt)

k=1

mit den Fourier-Koeffizienten
4 (T/2
b = — J f () sin(kwt) d¢.
T Jo

@ Die Funktion f : [0,T/2] — R sei quadrat-integrierbar. Dann besitzt die gerade periodische
Fortsetzung die Fourierreihe (auch COSINUS-REIHE genannt)

]
ao
~— + ay, cos(kwt
f 5 k§:1k (kwt)

mit den Fourier-Koeffizienten

4 (T/2
= — t kwt) dt.
ae= 7 70 cosrn
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Periodische Funktionen, Fourier-Entwicklung Punktweise Konvergenz der Fourierreihe

Wie steht es um punktweise und gleichmaBige Konvergenz der Fourierreihe?

Satz 32.10 (Punktweise Konvergenz der Fourierreihe)

Die Funktion f : [—-Z %] — R sei stiickweise stetig differenzierbar, d.h. es gibt
eine Unterteilung —% =ty <t; <--- <t, = L des Intervalls [-Z,Z], so dass f
auf jedem Te///nterva// [tx, tr+1] stetig und stetig differenzierbar ist (mit
einseitigen Grenzwerten der Funktion und der Ableitung am Rand).

\w\

Dann konvergiert die Fourier-Reihe von f an jeder Stelle t € [—L =5 2] der
Grenzwert ist der Mittelwert des links- und rechtsseitigen Grenzwerts von f an
dieser Stelle, d.h.

lim Sn[f](t) = ;(Ji%i fle+h)+ lim f(t- h)).

N—o0

Beit = i% ist hierbei der Grenzwert der periodischen Fortsetzung von f zu
bilden.
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Periodische Funktionen, Fourier-Entwicklung Punktweise Konvergenz der Fourierreihe

Wichtiger Spezialfall: Wenn f stiickweise stetig differenzierbar ist und die
periodische Fortsetzung von f an der Stelle ¢ stetig ist, dann gilt

lim Sn[f](t) = f(t).

N—w

Die Stetigkeit von f reicht nicht aus, damit die Fourierreihe konvergiert: Es gibt
stetige Funktionen, deren Fourierreihe an vielen Stellen gar nicht konvergiert.

Die Zusatzvoraussetzung, dass f stiickweise stetig differenzierbar ist, ist
wesentlich fiir die Konvergenz der Fourierreihe.
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Periodische Funktionen, Fourier-Entwicklung Rechenregeln fiir Fourierreihen

Satz 32.11 (Rechenregeln fiir Fourierreihen)

Fourierreihen kénnen gliedweise differenziert und integriert werden: Sei T' > 0 die
Periodenlinge und w = %’T die Grundfrequenz. Dann gilt fiir f : [f%, %] — R mit der
Fourierreihe

o0
Z ay, cos(kwt) + by, sin(kwt)) :
k=1

~

L
2
(a) falls ap = 0 gilt, sind durch
= fa b
F(t)=C+ ];1 (ﬁ sin(kwt) — ﬁ cos(kwt))
mit C € R alle Stammfunktionen von f gegeben.
(b) falls die periodische Fortsetzung von f stetig ist und f stiickweise stetig

differenzierbar ist, so besitzt die stiickweise gebildete Ableitung f' die Fourierreihe

0
Z —kway, sin(kwt) + kwby, cos(kwt)) .

Entsprechendes gilt fiir die komplexe Form.
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Periodische Funktionen, Fourier-Entwicklung Abnahi Geschwindigkeit der Fourier-Koeffizi

Die Geschwindigkeit der Konvergenz der Fourierreihe hingt davon ab, wie schnell
der Betrag der Fourier-Koeffizienten abnimmt. Es besteht ein direkter
Zusammenhang zu der “Glattheit” der Funktion selbst.

Satz 32.12 (Abnahme-Geschwindigkeit der Fourier-Koeffizienten)

T T

Es sei v € Ny. Die periodische Fortsetzung von f : [—%, 5] — C sei r-mal stetig

differenzierbar.

(a) Falls die r-te Ableitung noch stiickweise stetig differenzierbar ist, erfiillen die
Fourier-Koeffizienten von f

lim k"t ay =0, lim &b, = 0.
k—o0 k—o0

(b) Falls die r-te Ableitung sogar zweimal stiickweise stetig differenzierbar ist,
erfiillen die Fourier-Koeffizienten von f

C

kr+2

|lax| < e bk | <

Bemerkung: Anhand vom Beispiel zu f(t) = 1 — [t| (mit r = 0) erkennt man, dass
die Abnahme-Geschwindigkeit in (b) nicht verbessert werden kann.
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Periodische Funktionen, Fourier-Entwicklung Fourier-Analyse in den A | lineare zeitinvariante Filter

Fourier-Analyse in den Anwendungen: lineare zeitinvariante Filter

Wir betrachten analoge periodische Signale der festen Periodenlinge T > 0.
Sendet man ein Signal f : R — R durch einen Ubertragungs-Kanal, so entstehen
Transformationen des Signals. Ein einfaches Modell fiir das empfangene Signal h
wird durch lineare zeitinvariante Filter ausgedriickt:

Wt) = (F+ )@ = [ Fls)g(t - s) ds.

e
2

Hierbei stellt die Funktion g : R — R (ebenfalls periodisch mit der gleichen
Periodenlénge T') die Wirkung des Kanals auf ein beliebiges Eingangssignal f dar
(g ist die “Impuls-Antwort” des Kanals). In der Mathematik spricht man von der
“Faltung” der Funktion f mit der Funktion g.

Aufschluss iiber die Wirkung des Kanals ergeben die Fourierkoeffizienten von g.
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Periodische Funktionen, Fourier-Entwicklung Faltungssatz

Satz 32.13 (Faltungssatz)

f,9 : R — C seien periodische Funktionen der Periodenlinge T'. Beide seien

quadrat-integrierbar iiber [—L., T]. Dann ist die Faltung

h=f=xg, h(t) = : f(s)g(t — s)ds, teR,

_T
2

ebenfalls periodisch zur Periodenlinge T'. Die Funktion h ist stetig, und ihre
Fourierkoeffizienten sind

ck(fxg) =T ck(f) - cr(g)-

Fiir die reellen Fourierkoeffizienten bedeutet das

ao(h) = 7 aolf)ao(g)
a(h) = % (@x(Hars) — bu(Be(9))

k) = 5 (x(Hbilg) + bu(an(e)).
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Periodische Funktionen, Fourier-Entwicklung Faltungssatz

Weitere Eigenschaften der Faltung sind:

(1) frg=gx*f

(2) f#gistin C"*k*+1 wenn f e C* und g € C™ ist.
() (fxg) =fr=g=[fxg

n n . 2n+1
. 3 72‘:
(4) Der DIRICHLET-KERN D,,(t) = E et =142 Z cosnt = bmii
k=—n hel sin 5
hat die Eigenschaft
1
5 (D £)(t) = Sul£1(t)
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Fourier-Transformaton

Kapitel 33 — Fourier-Transformaton
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Fourier-Transformaton Motivation

Motivation: Fourier-Transformation

In Kapitel 30 wurde die Laplace-Transformation
0

F() — F(s) :J Fetat,  seC,
0

fiir Funktionen f : [0,00) — C definiert.

Wir behandeln nun Funktionen f : R — C, die auf ganz R definiert sind. Das verwandte
Parameterintegral

for={" soeta,  wer,

definiert die Fouriertransformierte von f. Hier wird also
@ ein “beidseitiges’ uneigentliches Integral gebildet und

@ der Parameter s = iw mit Res = 0 verwendet.

Eine enge Verwandtschaft besteht auch zu den Koeffizienten 32.7 der komplexen Fourierreihe
einer periodischen Funktion

27rzkt
dt keZ.
-3 [ s 7
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Fourier-Transformaton absolut-integrierbare und quadrat-integrierbare Funktionen

Definition 33.1 (absolut-integrierbare und quadrat-integrierbare Funktionen)

(a) Eine Funktion f : R — C heift ABSOLUT-INTEGRIERBAR, wenn

[ isna <=

—00

0

e (B Eycliesia vo s g || f £ dt.

—o0
(b) Eine Funktion f : R — C heift QUADRAT-INTEGRIERBAR, wenn

[IRCREE

—0

0

1/2
gilt. Die Lo-Norm von f ist dann | f| := (J |f ()2 dt) .

—00
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Fourier-Transformaton Fourier-Transformierte

Definition 33.2 (Fourier-Transformierte)

Die Funktion f : R — C sei absolut-integrierbar. Dann ist die
FOURIER-TRANSFORMIERTE

~ ~

f:R->C, f(w)=F[flw)= \/% Jﬁ F(t)e ™t dt

fiir alle w € R definiert.

Bemerkung: Alternativ werden in Biichern auch die Definitionen

f(w) = J_OO f(t)e_QT”'“’t dt oder f(w) = J_OC f(t)e—iwt dt

verwendet. Man muss beim Vergleich verschiedener Quellen genau auf die
Definition achten. Ebenso ist die Normierung durch Vorfaktoren unterschiedlich.
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Fourier-Transformaton Eigenschaften der Fouriertransformation
Fiir reelles f : R — R erhdlt man die folgenden Eigenschaften.
Satz 33.3 (Eigenschaften der Fouriertransformation)

(a) Falls f reellwertig ist, so gilt f(t)e~wt = f(t)e't und damit

fl—w) et dt = Fluw).

1 Q0
-
(b) Falls f reellwertig und gerade ist, so gilt

/\

Flew) = Flw mf £(8) cos(t) dt.

Insbesondere ist dann ]? reellwertig.

(c) Falls f reellwertig und ungerade ist, so gilt

mJ £(t) sin(wt) dt.

Insbesondere ist dann f rein imaginar.
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Fourier-Transformaton Satz von Riemann-Lebesgue

@ Wegen e~ =1 fiir w € R gilt

~ 1
Fll < o= [ 1sae= 1l

die Fourier-Transformierte f einer absolut-integrierbaren Funktion ist also
beschrankt.

oEsglltf \/%J f@®)

Es gilt sogar der wichtige Satz:
Satz 33.4 (Satz von Riemann-Lebesgue)

Die Fourier-Transformierte f einer absolut-integrierbaren Funktion f : R — C ist
gleichmabBig stetig auf ganz R und es gilt

lim f( =

w—+00

Bemerkung: Mit den Rechenregeln fiir differenzierbares f erhdlt man sogar eine
Abnahme-Geschwindigkeit von f(w), wie bei den Fourier-Koeffizienten in 32.12.
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Fourier-Transformaton Linearitdt und Rechenregeln
Wichtige Eigenschaften der Fouriertransformation sind:
Satz 33.5 (Linearitdt und Rechenregeln)

Wenn f und g absolut-integrierbare Funktionen sind, so ist auch
h = af + Bg mit a, 8 € C absolut-integrierbar, und fiir alle w € R gilt

~

Flaf + Bgl(w) = af(w) + Bg(w). (LINEARITAT)

Weitere Rechenregeln sind:

(a) SKALIERUNG: fiir reelles ¢ > 0 sei
h:R—C, h(t)=f(ct).

Dann gilt
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Fourier-Transformaton Linearitdt und Rechenregeln

Fortsetzung von Satz 33.5
(b) VERSCHIEBUNG: fiir 7 € R sei

h:R—C, h(t)=f(t—r1).
Dann gilt R
h(w) = 7" f(w), weR.

(c) MODULATION: fiir n € R sei
h:R—C, h(t)=e"f(t).

Dann gilt

~ ~

h(w) = f(w—n), weR.
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Fourier-Transformaton Transformierte der Ableitung

Weitere Rechenregeln betreffen die Ableitungen und die Stammfunktion von f.
Satz 33.6 (Transformierte der Ableitung)

Die Funktion f : R — C sei r-mal differenzierbar und f, f, ..., f(") seien
absolut-integrierbar. Dann gilt

~

FIfMw) = ()" flw), weR.
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Fourier-Transformaton Transformierte der Stammfunktion

Satz 33.7 (Transformierte der Stammfunktion)

Die Funktion f : R — C sei absolut-integrierbar und erfiille die
“Momentenbedingungen”

00]
f@ydt = o,
—Q0
0
f [tf(t)|dt < oo
—o0
Dann ist die Stammfunktion
t
F(t) = f(u) du, teR,
—0
absolut-integrierbar und es gilt
Fw) = Z(:j) fiir w e R\{0}.
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Fourier-Transformaton Ableitung von f

Die Differenzierbarkeit von ffolgt ebenfalls aus einer Momentenbedingung:

A

Satz 33.8 (Ableitung von f)

Die Funktion f : R — C sei absolut-integrierbar und erfiille die
Momentenbedingung

Jw It£(8)] dt < oo,

Dann ist die Fourier-Transformierte f : R — C stetig differenzierbar und es gilt
d - R ;
— = — —it) f(t) e " dt.
i = o= s

Die Ableitung % ]? ist also selbst die Fourier-Transformierte der Funktion

h(t) = —it £(t).

Beweis: Die stetige Differenzierbarkeit und die Form der Ableitung folgt wieder aus allgemeinen
S&tzen iiber Parameterintegrale.
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Fourier-Transformaton Fourier- und Laplacetransformation

Fiir Funktionen f: R — R, fiir die
ft)=0 fiir alle t<0

gilt, ist der Zusammenhang der Fourier-Transformation und der
Laplace-Transformation offensichtlich.

Satz 33.9 (Fourier- und Laplacetransformation)

Die Funktion f : R — R sei absolut-integrierbar und es gelte
f@&)=0 fiir alle t<O0.

Die Einschrankung f: I |[o,00) Sei zuldssig mit einem Parameter a < 0 (siehe
Definition 30.1). Dann gilt
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Fourier-Transformaton Wichtiges Beispiel: GauBsche Glockenkurve

Satz 33.10 (GauBsche Glockenkurve)

Sei o > 0. Die Funktion

1
Gy RoR,  Go(t) = ——et/°

hat die Fourier- Transformierte

A 1 2 2
Go(w) = \/—27_67"“ /4= \EG%(W), weR.

Speziell fiir o = 2 erhalten wir

FIG2()] ) = F [%2?

Fiir jedes o > 0 gilt:
Q0
f Gy (t)dt = 1.
—a0
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Fourier-Transformaton Wichtiges Beispiel: GauBsche Glockenkurve

Bemerkung: Die Fourier-Transformierte einer GauBschen Glockenkurve ist also
wieder eine GauBsche Glockenkurve.

Gy = —e_tQ/Q ist eine EIGENFUNKTION der Fouriertransformation zum
V2T

Eigenwert 1.

Bilder von Glockenkurven y(t) = G, (t) = \/%e_tz/".

Je kleiner o ist, desto hoher und schmaler wird der Graph der Funktion.
Fiir groBe Werte von o wird der Graph breit und flach.
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Fourier-Transformaton Definition und Satz: Faltung (11)

Fiir zwei Funktionen f, g mit dem Definitionsbereich R wird die Faltung wie folgt
definiert (vgl. 30.10).

Definition 33.11 (Faltung (Il))
Die Funktionen f,g : R — C seien absolut-integrierbar. Dann heiBt die Funktion

fxg:R—C mit
J fu)g(t —u)du teR,

die FALTUNG von f und g. Diese Funktion ist fiir “fast alle"t € R definiert (also
bis auf eine Nullmenge) und sie ist selbst wieder absolut-integrierbar.
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Fourier-Transformaton Eigenschaften der Faltung

Satz 33.12 (Eigenschaften der Faltung)

Die Faltung absolut-integrierbarer Funktionen f,g: R — R erfiillt die
Rechenregeln einer ‘Multiplikation’, also die Kommutativitat, Assoziativitdt, und

Distributivitat:
fxg = g=f
* (g * h) = (fxg)xh
(9+h) = (fxg)+(f=h)

Satz 33.13 (Faltungssatz)

Die Fourier-Transformierte eines “Faltungsprodukts” absolut-integrierbarer
Funktionen f,g : R — C ist das Produkt der Fourier- Transformierten:

FIf * gl(w) = V21 f(w) §w), weR.
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Fourier-Transformaton Konvergenz der Faltungskerne

Wichtig fiir die Umkehrung der Fouriertransformation ist dieser Satz:
Satz 33.14 (Konvergenz der Faltungskerne)

Mit o > 0 und G,(t) = )
Funktion f : R — C

e ' /9 gilt fiir jede stetige und absolut-integrierbare
7

lim (f = G,)(t) = f(t) fiir alle t € R.

o—0
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Fourier-Transformaton Inverse Fourier-Transformation
Wie schon bei der Laplace-Transformation stellt sich auch hier die

Frage: Ist die Funktion f durch ihre Fourier-Transformierte feindeutig bestimmt?
Wir werden hierzu wieder eine “Umkehrformel” beweisen:

Satz 33.15 (Inverse Fourier-Transformation)

Die Funktion f : R — C sei stetig und absolut-integrierbar. Wenn auch f
absolut-integrierbar ist, so gilt fiir jedes t € R

1 © A Twt -
— Lof(w)e dw = £(1).

Damit ist
f@) = f(-1).

Schreibweise: g = f(:) f=4g
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Fourier-Transformaton Tabelle einiger Rechenregeln

Tabelle einiger Rechenregeln

Eigenschaft Funktion Transformierte Eigenschaft Funktion Transformierte
f®) fw) [ fw)
Translation fit—r) et f(w) Konjugierte f@) f—w)

Modulation et f(t) flw—n) f reell f=Ref f(-w)=fw)

Skalierung fet) ITll\ (w/c) Faltung (f*9)(®) V27 f(w)§(w)
Ableitung  f(F)(¢) (iw)F f(w) Produkt ft)g(t) ﬂlw fgw)
Ableitung  (—it)F f(t) i—k}cf(w) Inverse f@) f(—w)
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Fourier-Transformaton Fourier-Transformation in Lo

Nicht fiir jede Funktion f € Lo(R) existiert das uneigentliche Integral

1 *© .
E f f(t)e_ttw dt, w e R.
—00

Zur Definition der Fourier-Transformierten verwenden wir den Trick aus dem
Beweis der Inversionsformel.

Satz 33.16
Die Funktion f : R — C sei quadrat-integrierbar. Dann ist die
FOURIER-TRANSFORMIERTE

A 1 £

FiR-C, flw) = FIflw) = lim —= |  ft)e™™" e=" gt

fiir fast alle w € R definiert.

~

Falls f absolut-integrierbar ist, so stimmt der hier definierte Wert mit f(w) in
Definition der Fouriertransformation iiberein.
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Fourier-Transformaton Parseval-ldentitat

Die Linearitat 33.5, der Satz von Riemann-Lebesgue 33.4 und die Umkehrformel
33.15 beschreiben wesentliche Eigenschaften der Fourier-Transformation

F: Li(R) - C(R).

Eine noch viel starkere Eigenschaft fiir quadrat-integrierbare Funktionen besagt,
dass die Lyo-Norm von f erhalten bleibt.

Satz 33.17 (Parseval-ldentitat)

Fiir jede quadrat-integrierbare Funktion f ist auch die Fourier- Transformierte ]?
quadrat-integrierbar, und es gilt

[ pera=[" rora

—o0 —0

Mit anderen Worten: Die lineare Abbildung
F:LyR)— L®), Flf]=F

ist eine ISOMETRIE.
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Fourier-Transformaton Parseval-ldentitat

Die Parseval-Identitat 33.17 ist dquivalent zur Formel von Plancherel:
{9 =<f,9)
Fiir f = g ist dies die Parseval-ldentitat.

Zwei wichtige Anwendungen der Fourier-Transformation auf Lo (R) sollen dieses
Kapitel beschlieBen:

o das Abtasttheorem nach Shannon, Whittaker,

@ die Unscharferelation von Heisenberg.
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Fourier-Transformaton bandbeschrankte Funktionen

Abstasttheorem

Definition 33.18 (bandbeschrankte Funktionen)
Eine quadrat-integrierbare Funktion f : R — C heiBit

bandbeschriankt mit der Bandbreite B > 0,

wenn R
flw)=0 fir |w|>27B gilt.

Wichtiges Beispiel: Die wichtigste bandbeschriankte Funktion mit der Bandbreite
B ist _ )
e27r7,Bt _ 672772Bt SiH(QWBt)
- = , t#0,
Sp(t) = 2mit it

2B

lhre Fourier-Transformierte ist die Indikatorfunktion
~ 1
Sp(w) = —1(_axB.2rn) (W).
B(w) 5 L-2nB.2 B)(w)

Nachweis mit der Umkehrformel 33.15 und der Rechnung in Beispiel mit der Indikatorfunktion.
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Fourier-Transformaton Abtasttheorem

Satz 33.19 (Abtasttheorem)

Jede bandbeschrinkte Funktion f € Lo(R) ldsst sich zu einer ganzen Funktion
(also einer holomorphen Funktion f : C — C) in den Definitionsbereich C
fortsetzen.

Besitzt f die Bandbreite B > 0, so gilt die Darstellung

a k \ sinm (2Bt — k)
0= 2 f(w) ~@Bt—k) K

k=—o0

wobei die Reihe im Sinne der Ly-Norm konvergiert.

i 2Bt — k t—k/2B
Bemerkung: Die Funktion sin ( ) = Sa( /25) hat den Grenzwert 1 an der Stelle
w (2Bt — k) 2B

t = k/2B und den Wert 0 an allen Stellen ¢t =¢/2B mit £ e Z\{k}.

Setzen wir also ¢t = k/2B ein, so tritt nur der eine Summand

(28) 55 =7 (a8)

der Reihe auf. Die Reihe gibt also an, wie eine Funktion f zwischen ihren Funktionswerten
f(k/2B) mit k € Z “interpoliert” werden muss, damit f bandbeschrinkt ist.

Der Wert 2B wird als Abtastrate zur Bandbreite B bezeichnet.
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Fourier-Transformaton Streuung

Von ganz anderer Art ist die Aussage zur Unscharferelation. Wir betrachten nun
Funktionen f: R — C mit || f|l2 = 1.

Die “Streuung” (engl. dispersion) von f um einen Punkt o wird gemessen als

A(fito) = ro (t —to)?| f(t)|* dt.

—00

Dieser Ausdruck wird minimal, wenn ¢y das sog. 1. Moment ist:

= | dfp

Beweis: Ableitung nach g ergibt als Bedingung fiir ein Minimum

fw “a(t— 1) (D2 dt = 0, also tof st = dsora

Wegen | f|l2 = 1 folgt daraus die Behauptung

Genau so definiert man fiir f und wq die Streuung
0 0

A(f;wg) = f (w—wo)?|f(w)|? dw, die fiir wy = f w|f(w)|? dw minimal wird.

—0 -0

Man beachte dabei, dass | f]|2 = 1 wegen der Parseval-Identitat gilt.
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Fourier-Transformaton Unschirferelation

Satz 33.20 (Unschirferelation)
Fiir jedes f € Lo(R) mit | f|2 = 1 und alle ty, wo gilt
~ 1
A(f;to) A(f;wo) = T
D.h. das Produkt aus der Streuung von f im Zeitbereich und im Frequenzbereich
kann den Wert 1/4 nicht unterschreiten.

1
Beispiel: Die GauBsche Glockenkurve f(t) = — e’t2/2, teR,
Y
hat die L2-Norm 1 und die Streuung (um tg = 0)
1 @ 11 (®° 11 (*® 1
A(f;0) = —f 2et dt = —7J to2te=t" dt = —7J et dt = -
VT ) VT2 ) o VT2 oo 2

Die Fouriertransformierte lautet nach 33.10 f(w) = f(w).
Damit ergibt sich auch

AF0) = 3.

In diesem Beispiel wird also die untere Schranke angenommen!
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Fourier-Transformaton Bemerkung

Bemerkung

Die untere Schranke % wird mit tg,wp € R genau dann angenommen, wenn f eine
modulierte, verschobene und skalierte GauBsche Glockenfunktion ist:

f(t) = O eiwot efﬁ(tfto)Q

mit S > 0. Dabei ist Cy € C eine Konstante, die zu | f|2 = 1 passt.
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Rand- und Eigenwertprobleme gewsdhnlicher Differentialgleichungen

Kapitel 34 — Rand- und Eigenwertprobleme
gewohnlicher Differentialgleichungen
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Rand- und Eigenwertprobleme gewsdhnlicher Differentialgleichungen Lineares Randwertproblem 2. Ordnung

Rand- und Eigenwertprobleme gewchnlicher Differentialgleichungen

Definition 34.1 (Lineares Randwertproblem 2. Ordnung)

Ein LINEARES RANDWERTPROBLEM (RWP) 2. ORDNUNG besteht aus einer linearen
Differentialgleichung 2. Ordnung

y' +p(@)y +a@)y =g(z), xelab],
mit stetigen Funktionen p,q, g : [a,b] — R sowie den RANDBEDINGUNGEN
Ra(y) = ay(a) + By'(a) = A, Rs(y) = vy(b) + &' (b) = B,

mit reellen Koeffizienten «, 3,7, 6 und vorgegebenen reellen Randwerten A, B. (Hierbei
ist (a, B) # (0,0) und (7, ) # (0,0) vorausgesetzt.)

Das RWP heiBt HOMOGEN, wenn sowohl die Dgl. als auch die Randbedingungen
homogen sind, d.h. wenn g =0 und A = B = 0 gilt.

Bemerkung: Typische Form einfacher Randbedingungen:
@ nur Funktionswerte am Rand: y(a) = A, y(b) = B, oder
@ nur Ableitungswerte am Rand: y/(a) = A4, ¢/(b) = B
Die Definition enthélt eine allgemeinere Form, in der Funktions- und Ableitungswerte gemischt

auftreten.
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Rand- und Eigenwertprobleme gewsdhnlicher Differentialgleichungen Eindeutigkeit der Lésung

Satz 34.2 (Eindeutigkeit der Lsung)

Das inhomogene RWP 34.1 ist genau dann eindeutig I6sbar, wenn das zugehérige
homogene RWP nur die Loésung y = 0 besitzt.

Dieser Fall liegt genau dann vor, wenn fiir ein Fundamentalsystem @1, po der
homogenen Dgl.

y' +p)y +q(x)y=0,  x¢€/la,bl,

. Ro(p1) Ralp2)
D := det <Rb(<p1) Rb(¢2)> # 0.

gilt

Die Losung wird in drei Schritten bestimmt:
1. Bestimme ein Fundamentalsystem @1, 2 der homogenen Dgl. (Kap. iiber gew. Dgl.).

2. Bestimme eine spezielle (=partikulire) Ldsung ys der inhomogenen Dgl.

3. Bestimme die Konstanten ¢; und ¢z in
y(x) = ys(z) + crp1(x) + cap2(w)
durch Ldsen des linearen Gleichungssystems
Ra(y) = A, Ru(y) = B.
Hierbei tritt genau die obige Matrix auf.
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Rand- und Eigenwertprobleme gewsdhnlicher Differentialgleichungen Losungsstruktur von RWP

Wir betrachten nun homogene RWP'e.

Satz 34.3 (Lésungsstruktur von RWP)

Die Menge aller Lésungen des homogenen linearen RWP zweiter Ordnung ist ein
Untervektorraum von C?([a,b]). Es kénnen die folgenden beiden Fille auftreten:

(a) y =0 ist die einzige Losung; dies ist der in 34.2 dargestellte Fall.

(b) Die Menge der Lésungen hat die Dimension 1, d.h. die Lésungen haben die
Form y(z) = cp(x) mit c € R und einer von Null verschiedenen Lésung ¢ des
homogenen RWP.
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Rand- und Eigenwertprobleme gewsdhnlicher Differentialgleichungen Rand-Eigenwertproblem

Homogene RWP'e mit eindimensionalen Losungsmengen sind von besonderer
Bedeutung.

Definition 34.4 (Rand-Eigenwertproblem)
Ein homogenes Randwertproblem zur Dgl. 2. Ordnung

y' +p(x)y +q(x)y = py, z¢€la,b], (mit e C)
mit homogenen Randbedingungen
Ra(y) = ay(a) + By'(a) =0,  Ry(y) = vy(b) +dy'(b) =0
heiBt RAND-EIGENWERTPROBLEM zum Differentialoperator
L(y) =y" +p@@)y + a(x)y.

Wenn fiir die Zahl p eine Lésung ¢ # 0 des homogenen RWP existiert,
so heiBt ; EIGENWERT und ¢ EIGENFUNKTION dieses Rand-Eigenwertproblems.

Bemerkung: Satz 34.3 besagt, dass alle Eigenwerte einfach sind.
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Rand- und Eigenwertprobleme gewsdhnlicher Differentialgleichungen Wichtige Beispiele

34.5 (Wichtige Beispiele)
Wir betrachten das Randeigenwertproblem

Ay —uy =0, zelo,L], (mit peC)

@ mit den Randbedingungen y(0) = 0 und y(L) = 0 sind die Eigenwerte und
Eigenfunktionen

_ (e ’ und () = sin k—ﬂ-x k=1,2,3
He = i3 Pk = L ) = dgdgPpecoo

@ mit den Randbedingungen y'(0) = 0 und y'(L) = 0 sind die Eigenwerte und
Eigenfunktionen

kme

2
k
'uk:_(T) und <,0k(m)=cos<fﬂm>7 k=0,1,2,....
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Rand- und Eigenwertprobleme gewsdhnlicher Differentialgleichungen Eigenschaften der Eigenwerte und -funktionen

Satz 34.6 (Eigenschaften der Eigenwerte und -funktionen)
Wir betrachten das Rand-Eigenwertproblem
Ay =y, € la,bl, (mit peC)
mit den homogenen Randbedingungen
Ra(y) = ay(a) + By'(a) =0,  Ru(y) = vy(b) +8y'(b) = O,

und («, B) # (0,0) sowie (v,d) # (0,0). Dann gilt:
(a) Es gibt abzihlbar viele Eigenwerte. Alle Eigenwerte sind reell.

(b) Die Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal: Sind y1 und ys
Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten (1 # p2, so gilt

b
J y1(z)y2(z) dz = 0.

a

(c) Die Eigenfunktionen bilden ein vollstindiges Orthogonalsystem im Raum Lz ([a,b]).

A. Lamacz-Keymling Hdhere Mathematik Il WS 24/25 825



Rand- und Eigenwertprobleme gewsdhnlicher Differentialgleichungen Sturm-Liouville Rand-Eigenwertproblem

Als Verallgemeinerung von c?y” — py = 0 tritt in Anwendungen das regulire
Sturm-Liouville Rand-Eigenwertproblem auf.

Definition 34.7 (Sturm-Liouville Rand-Eigenwertproblem)

Auf dem Intervall [a, b)] seien eine stetig differenzierbare Funktion p und stetige
Funktionen q, o gegeben. Weiterhin gelte p(x) > 0 und o(x) > 0 fiir alle
x € [a,b]. Das Rand-Eigenwertproblem

—(p@)y) +a(@)y —po(x)y=0  (mit peC)
und homogenen Randbedingungen
Ra(y) = ay(a) + By'(a) =0,  Ry(y) = yy(b) +dy'(b) =0

heift REGULARES STURM-LIOUVILLE RAND-EIGENWERTPROBLEM.
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Satz 34.8 (Eigenschaften von Sturm-Liouville Rand-Eigenwertproblemen)

Das reguldre Sturm-Liouville Rand-Eigenwertproblem besitzt unendlich viele reelle
Eigenwerte

P < pg < pg <---, lim gy = oo,
k—0o0
mit reellen Eigenfunktionen ., k = 1,2,3,..., die paarweise orthogonal sind

beziiglich des Skalarprodukts

b
gy = f (2)9(x) o(x) da.
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