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Informationen zur Klausur

� Die Bearbeitungszeit beträgt 120 Minuten

� Die Klausur umfasst 8 Aufgaben, es können bis zu 100 Punkte erreicht werden

� Die Klausur ist in jedem Fall bestanden, wenn 50 Punkte erreicht werden

� Es sind keinerlei Hilfsmittel zugelassen

� Benutzen Sie keinen Rotstift und keinen Bleistift

� Tragen Sie auf jede Seite Ihren Namen und auf das Deckblatt zusätzlich Ihre Ma-
trikelnummer ein

� Schreiben Sie Ihre Antworten unter die Aufgabe und, falls notwendig, auf die Rückseite
der Aufgabenseite. Falls der Platz nicht reicht, so verwenden Sie die Zusatzblätter
am Ende des Klausurenblocks; in diesem Fall: Vorne ein klarer Hinweis darauf.

Täuschungsversuche

Spickzettel, Reden mit dem Nachbarn, Hinübersehen zum Nachbarn wird als Täuschungs-
versuch gewertet. Wir sind streng mit elektronischen Geräten wie Smartphones, Taschen-
rechner, Smartwatches und Ähnlichem: Wenn wir ein solches Gerät an Ihrem Platz sehen,
so wird dies ebenfalls als Täuschungsversuch gewertet.

Bei einem Täuschungsversuch wird die Klausur als nicht bestanden gewertet.

Die nachfolgende Tabelle ist für die Korrektur durch uns, bitte tragen Sie hier nichts ein!
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Aufgabe 1. [12 Punkte]
Es sei D ⊂ C ein Gebiet, f : D → C und z0 ∈ D.

a) Wann nennt man f in z0 komplex differenzierbar?

b) Formulieren Sie die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen. Beweisen Sie, dass
für eine komplex differenzierbare Funktion f = u + iv die Funktionen u und v die
Cauchy-Riemann Differentialgleichungen erfüllen.

c) Wann nennt man u : D → R harmonisch?

d) Es seien u, v harmonisch auf D. Wann heißen die Funktionen zueinander konjugiert
harmonisch?
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Aufgabe 2. [12 Punkte]
Gegeben seien der Würfel W := [0, 1]3 ⊂ R3 mit dem äußeren Normalenfeld n und das
Vektorfeld

v : W → R3, v(x1, x2, x3) := (x2
1 , x2x3 , x2) .

Berechnen Sie das Integral
∫
∂W

v · n

a) direkt, mit der Formel für Flächenintegrale,

b) mit Hilfe des Integralsatzes von Gauß.
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Aufgabe 3. [12 Punkte]

a) Formulieren Sie die Mittelwerteigenschaft holomorpher Funktionen.

b) Wir wollen die Mittelwerteigenschaft überprüfen: Es seien δ > 0, z0 ∈ C und f : C →
C, f(z) = z2. Berechnen Sie mit Hilfe der Parametrisierung z = z0+reiϕ das Integral∫

Bδ(z0)

f(z) dz .

Passt das Ergebnis zur Mittelwerteigenschaft?
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Aufgabe 4. [14 Punkte]
Wir nennen eine rationale Funktion

f(z) =
az + b

cz + d
mit a, b, c, d ∈ C und ad− bc ̸= 0

eine Möbiustransformation.

a) Seien f und g die Möbiustransformationen

f(z) =
az + b

cz + d
und g(z) =

αz + β

γz + δ
.

Zeigen Sie, dass die Komposition g ◦ f wieder eine Möbiustransformation ist.

b) Zeigen Sie: Für jede Möbiustransformation f(z) = az+b
cz+d

existiert eine inverse
Möbiustransformation ϕ, also:

f ◦ ϕ = ϕ ◦ f = idC .
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Aufgabe 5. [12 Punkte]
Die Laplace-Transformierte einer Funktion f : [0,∞) → C ist definiert durch

F (s) :=

∫ ∞

0

f(t) e−st dt ,

falls das Integral existiert. Berechnen Sie die Laplace-Transformierten Fi(·) der Funktionen

a) f1(t) := sin(ωt) für ω ∈ R,

b) f2(t) := t2.
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Aufgabe 6. [14 Punkte]
Berechnen Sie das Integral

∞∫
−∞

x+ 1

(x2 + 1)(x2 + 4)
dx

mit Hilfe des Residuensatzes.
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Aufgabe 7. [14 Punkte]
Bestimmen Sie die Lösung des Randwertproblems

y′′ − 2y′ − 3y = −e2x

mit den Randbedingungen y(0) = 0 = y′(1) .
Hinweis: Nutzen Sie zur Berechnung der partikulären Lösung den Ansatz

yp(x) = ae2x .
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Aufgabe 8. [10 Punkte]
Wir betrachten das Intervall I := [−1, 1] und darauf die Funktion f : I → R, f(x) = 1
für x ≤ 0 und f(x) = −1 für x ≥ 0. Diese Funktion hat die Darstellung als Fourier-Reihe

f(x) =
∞∑
k=1

bk sin(kπx) , mit bk =
2

kπ
((−1)k − 1) .

Gesucht ist eine Lösung u : I × [0,∞) → R der Diffusionsgleichung

∂tu = ∆u in I × (0,∞) ,

u(−1, t) = 0 = u(−1, t) für alle t > 0 ,

u(x, 0) = f(x) für alle x ∈ (−1, 1) .

Geben Sie die Lösung an, verwenden Sie eine Fourier-Reihe mit expliziten Koeffizienten.
Anmerkung: Leiten Sie entweder die Lösung her oder überprüfen Sie die Lösungseigenschaft
der angegebenen Funktion.
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