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Einleitung

Uber das Wesen der Mathematik, Modelle

Themen der Analysis I, Ziele der Vorlesung

Kapitel 1 Reelle Zahlen

1.1 Logische Grundlagen: Aussagen, Beweise, Mengen

Aussagen, Implikationen, Beweise, Beweistypen, Quantoren, Mengen, Rechnen
mit Mengen

Satz: v/2 ist nicht rational.
Satz: Y ;_ k=n(n+1)/2.

Satz: Jede nichtleere Teilmenge von N besitzt ein kleinstes Element.

1.2 Die Zahlenbereiche N, Z und Q

Peano Aziome fiir N, Gruppen, Inverse der Addition, Z, Inverse der Multipli-
kation, Q, Anordnung, Der Korper Fy, Absolutbetrag

Z ist eine additive Gruppe, Q ist ein angeordneter Koérper.

Zusatzliche Eigenschaften der Anordnung: w < x, y < 2 = w+y < x + z und
O<w <= —w<Oundz<y,y<z=z<zundzr >0 < %>0.

Satz: Die Menge {£ € Q|p* < 2¢*} besitzt kein maximales Element.

1.3 Vollstédndigkeit und R

Schranken, maximale und minimale Elemente, Suprema und Infima, das
Vollstindigkeitsaxiom (V), der Korper R, das Archimedische Aziom

(V) Jede nichtleere, nach oben beschrinkte Menge besitzt ein Supremum.
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Bem: sup A ist (falls existent) eindeutig bestimmt.
R ist ein vollstédndiger, angeordneter Korper.
Satz: N C R ist unbeschrénkt.

Satz (Archimedisches Axiom): Zu beliebigen reellen Zahlen z,y > 0 existiert
n € N mit nx > y.

Satz (Bernoulli Ungleichung): Fiir x > 0 gilt (14 2)" > 1 + nx.

Satz: Zu b > 1 und M > 0 existiert n € N mit b > M.

Kapitel 2 Konvergenz

2.1 Zahlenfolgen und Grenzwerte

Konvergenz von Folgen, Nullfolgen, Formeln fiir Grenzwerte, Teilfolgen, Be-
stimmte Divergenz

Def. (Folge): Formal ist eine Folge eine Abbildunga : N - R, N > k +— a; € R.
Def. (Konvergenz): ay — a: <= Ve > 03K € N: (Jay, —a| < e Vk > K)
Satz: Limiten sind eindeutig. Konvergente Folgen sind beschrénkt.

Bem.: Umgekehrte Dreiecksungleichung |a — b| > |a| — ||

Satz (Rechenregeln fiir Folgen): Summen, Produkte und Quotienten von Fol-
gen, Anordnung der Grenzwerte, Einquetschkriterium.

Def. (Teilfolge): (bx)ren ist eine Teilfolge von (by,)nen, falls eine monotone Ab-
bildung x : N — N existiert mit by = a,) Yk € N.

Bem.: Fiir eine konvergente Folge a; — a € R konvergiert auch jede Teilfolge
gegen a.

Def. (Bestimmte Divergenz): Wir schreiben a, — oo fiir & — oo, falls gilt:
VO e RIK e N: q, > CVk > K.



2.2 Konvergenzkriterien

Monotone Folgen, streng monotone Folgen, Berechnung von Quadratwurzeln,
Oberer/Unterer Limes, Cauchy-Folgen

Satz (Monotoniekriterium): Jede Folge, die monoton und beschriankt ist, kon-
vergiert.

Satz (Quadratwurzel): Fiir a > 0 konvergiert die rekursiv definierte Folge
Try1 = (2 + a/wg) /2 mit To := a + 1 gegen eine Zahl x € R. Es gilt 22 = a.

Def. (lim sup): Fiir eine Folge (aj)ren betrachten wir die Mengen A,, := {a;|j >
n} C R. Drei Félle kénnen auftreten: 1.) A, ist unbeschrankt fir alle n € N.
In diesem Fall setzen wir limsup, ax := +oo. 2.) Die Folge b, := sup A,, ist
beschrankt. Wir setzen limsup,, a; := lim, b,, (Limes existiert nach Monoto-
niekriterium). 3.) Bestimmte Divergenz b, — —oo fiir n — oco. Wir setzen
lim sup,, ay, := —o0.

Satz (Teilfolgen und limsup): Jede beschriankte Folge (ay)x besitzt eine Teil-
folge, die gegen A := limsup,_, ., ax € R konvergiert.

Satz: Eine Folge (ay,); konvergiert gegen a € R genau dann, wenn lim sup,, a =
a = lim infy, a.

Def. (Cauchy-Folgen): Eine Folge (ay); ist Cauchy-Folge, falls: Ve > 0 3K € N :
lan, — am| <eVn,m> K.

Bem.: Jede konvergente Folge ist Cauchy-Folge.
Satz (Cauchy-Kriterium): Jede Cauchy-Folge in R konvergiert.

Ausblick: Fiir metrische Raume (M, d) definiert man: (M, d) ist vollstindig,
wenn jede Cauchy-Folge in M konvergiert.

2.3 Topologische Grundbegriffe

Offene und abgeschlossene Mengen, Hdaufungspunkte, der Satz von Bolzano-
Weierstrafs, Folgenkompaktheit, Abzihlbarkeit

Lemma: a, — a € A und A offen. Dann: 3K € N:aq, € AVE > K.

Satz: Fiir A C R sind folgende Aussagen dquivalent: (1) A ist abgeschlossen.
(2) fiir jede Folge (ag)ren in A mit ap — a in R gilt: a € A.



Def. (Haufungspunkt): a € R ist Haufungspunkt der Folge (ay)y, falls gilt:
Ve>0VK e NJk > K : |ap —a| <e.

Satz (Bolzano-Weierstra8 in R): Jede beschrinkte Folge in R hat einen
Haufungspunkt.

Satz (Variante von B.-W.): Fiir A C R sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) A ist abgeschlossen und beschrénkt. (2) jede Folge (ay)ren in A hat einen
Héufungspunkt in A.

Def (Abzdhlbarkeit): M ist abzdhlbar, falls es eine surjektive Abbildung ® :
N — M gibt.

Satz: Abzahlbare Vereinigungen abzahlbarer Mengen sind abzéhlbar.
Cor.: Q ist abzahlbar.

Satz: R ist iiberabzahlbar.

2.4 Reihen

Konvergenz von Reihen, Konvergenzkriterien, alternierende Rethen, absolute
Konvergenz, Umordnungen, Produkte von Reihen

Fiir Folgen (ag)gen hat das Symbol Y ;- | a; mit zwei Bedeutungen: (A) Es
bezeichnet die Folge (s,)nen der Partialsummen, s, := > 7, a. (B) Es be-
zeichnet, falls existent, den Grenzwert s = lim,,_,, s,, der Partialsummen.

Bsp.: > oo, ¢ =1/(1 —¢q) fiir ¢ € (0,1).
Satz: Y -, aj konvergent = (ay)y, ist eine Nullfolge.

Satz (Leibniz Kriterium): Sei (ax)x eine monoton fallende Nullfolge mit a; > 0
Vk € N. Dann konvergiert die alternierende Reihe Y 77 (—1)*a.

Bsp.: Die Reihe > (—1)*%k~! konvergiert.
Def.: Y77 | ay heiBt absolut konvergent, falls >~ | |ax| konvergent ist.
Bem.: Absolut konvergente Reihen sind konvergent.

Satz (Majorantenkriterium): Sei » -, ¢; konvergent mit ¢, > 0 Vk € N. Fir
die Folge (ax)ken gelte |ag| < ¢, Vk € N. Dann ist ).~ , a; absolut konvergent.

Beispiel: Fiir N 3 m > 2 konvergiert Y o~ k~™.

Satz (Quotientenkriterium): Sei (ay)ren eine Folge mit ay # 0Vk > ko fiir ein



ko € N. Fiir eine Zahl © € (0,1) gelte |ags1/ax] < © VkE > ky. Dann ist
> re  ay absolut konvergent.

Satz (Kleiner Umordnungssatz): Sei ;- a) eine absolut konvergente Reihe
mit Wert Y, | ay = s. Dann gilt fiir jede bijektive Abbildung ® : N5g — Ny
und die dadurch definierte Umordnung b, = ag), dass Y, by = s.

Def. (beliebige Indexmengen): M sei eine beliebige abzéhlbar unendliche In-
dexmenge, a; € R fiir i € M. Dann heifit ) ,_,, a; absolut konvergent, falls fiir
eine Cy € R gilt: Y. pla;i| < Cp fiir jede endliche Indexmenge £ C M. Fiir
eine bijektive Abbildung ® : N — M setzen wir

n

Z a; ‘= nh_)I{.IOZChp(k) .

ieM k=0

Satz (GroBer Umordnungssatz): Sei M = (J,.y /i eine Indexmenge, die als
disjunkte Vereinigung abzéhlbar vieler abzidhlbarer Indexmengen geschrieben
werden kann, und ), a, absolut konvergent. Dann gilt

Y=Y a

€M 1€EN a€l;

Bsp. (Erwartungswert der geometrischen Verteilung): Fir ¢ € (0,1) gilt
i kgt =1/(1-q)%

Satz (Produkt von Reihen): Falls »°, ar und ), bk, beide mit absoluter
Konvergenz, so gilt

mit absoluter Konvergenz auf der rechten Seite.

Def (Exponentialfunktion): Fiir z € R setzen wir

| —

k
!LL’.

™

e’ == exp(x) := Z
k=0

Satz: Die Exponentialreihe konvergiert absolut fiir jedes x € R. Fiir z,y € R
gilt

e e¥ =Y.



Kapitel 3  Stetigkeit

3.1 Stetige Funktionen

Funktionen, Stetigkeit, Operationen mit Funktionen, Verkettung, Kriterien fiir
Stetigkeit, Stetigkeit der Exponentialfunktion

Def (Stetigkeit): Sei D C R und f: D — R eine Abbildung. Fiir a € D heifit
f stetig in a, falls fiir jede Folge x), — a fiir k — oo, x;, € D fiir alle k € N gilt:
f(zr) = f(a). Die Funktion f heiit f stetig, falls sie in jedem Punkt a € D
stetig ist.

Satz: Fir f,g: D — R stetig sind auch f + g, f - g und, auf seinem Definiti-
onsbereich D := {z € D|g(z) # 0}, die Funktion § stetig.

Satz (e-0 Definition): Sei D C R und f: D — R, a € R. Dann gilt:

fstetigina <= Ve>036>0:|f(z)— fla)|]<e VeeD|jr—a|]<d

Satz: Die Funktion exp : R — R ist stetig.

3.2 Sitze iiber stetige Funktionen

Zwischenwertsatz, Annahme der Extrema, gleichmdf$ige Stetigkeit, Approxima-
tion durch Treppenfunktionen, der Raum C°([a,b]), gleichmdissige Konvergenz

Satz (Zwischenwertsatz): Sei D = [a,b], f : D — R stetig, y € R. Es gelte
f(a) <y < f(b). Dann existiert zq € [a,b] mit f(zg) = y.

Satz und Def. (Logarithmus): Die Funktion exp : R — (0,00) besitzt eine
Umkehrfunktion. Diese bezeichnen wir mit log. Also: Fiir log : (0, 00) — R gilt
exp olog = id(p ) und log oexp = idg.

Satz (Maximum stetiger Funktionen): Sei D = [a,b] und f : D — R stetig.
Dann ist f beschrankt und es gibt xy € D mit f(zo) = sup{f(z)|z € D} € R.



Def. (gleichméBige Stetigkeit): Eine Funktion f : D — R heiit gleichmdfig
stetig, falls

Ve >030 >0:|f(x) — fly)] <eVe,ymit |z —y| <.

Satz: Sei D = [a,b] und f: D — R stetig. Dann ist f gleichméBig stetig.

Satz: Sei f : [a,b] — R stetig, ¢ > 0. Dann gibt es Treppenfunktionen ¢, :
[a,b] = R, sodass ¢(x) < f(z) < ¢(z)und [(x)—p(x)| < e fiir alle z € [a, b].

Def. (gleichméfiige Konvergenz): Eine Funktionenfolge (fx)r konvergiert
gleichméBig gegen g : D — R, falls gilt

Ve>03dK e NVE > K : |fu(x) —g(z)| <e VxeD.

Satz: Sei g : [a,b] — R eine Funktion, f : [a,b] — R eine stetige Funktion fiir
alle k& € N. Die Folge (fi)r konvergiere gleichméfig gegen g. Dann ist auch g
stetig.

3.3 Wichtige reelle Funktionen

Umkehrfunktionen, Logarithmus, Allgemeine Potenzen, Sinus und Cosinus, die
Zahl

Satz (Umkehrfunktion): Sei f : [a, b] — R streng monoton wachsend und stetig.
Mit A := f(a) und B := f(b) gibt es eine Umkehrfunktion g = f~1: [4, B] —
[a,b], es gilt also g o f = id. Die Funktion g ist stetig und streng monoton
wachsend.

Def.: a* := exp, () := exp(xlog(a)).

Satz: Der Ausdruck a” stimmt mit fritheren Definitionen iiberein: fiir x = n €
N ist a® das n-fache Produkt von a’s, f'iir x = —y gilt a™¥ = 1/a”, fiir x = 1/n
ist a® die n-te Wurzel von a, fiir a = e gilt a* = €. Rechenregeln: a*™¥ = a®a¥
und (a*)¥ = a™.

Def.: Fir f: D - R, D CR, a € RU {400,—00} und ¢ € RU {+00, —o0}
schreiben wir f(x) — ¢ fiir * — a falls zwei Bedingungen erfiillt sind: (1) es
gibt mindestens eine Folge z;, — a mit 2 € D fiir alle £ € N. (2) Fiir jede
solche Folge gilt f(zy) — c.

Def.: Sinus und Cosinus werden fiir alle £ € R definiert durch die absolut



konvergenten Reihen

> (_1)nx2n+1 n,.2n

: (1)
sin(x) := go ot cos(x) == Z -

n=0

Als gleichméflige Limiten stetiger Funktionen sind sin und cos stetig.
Def.: Sei z( die erste positive Nullstelle von cos. Wir setzen 7 := 2x.

Satz: Additionstheoreme fiir sin und cos und Folgerungen.

Kapitel 4 Differentiation

4.1 Differenzierbare Funktionen

Differenzierbarkeit, Produktregel, Quotientenregel, Ableitung der Umkehrfunk-
tion, Kettenregel

Def.: Sei D C Rund f: D — R, z € D ein Punkt. f heifit differenzierbar in
z, falls fiir ein ¢ € R gilt

i 1@ 1@ _
sigep T

In diesem Fall: f'(Z) = ¢, die Zahl ¢ ist die Ableitung von f in Z.

Satz: Fiir differenzierbare Funktionen f,g: D — R gelten: Summenregel (f +
g9) = f"+ ¢, Produktregel (f -g) = f'g+ f¢ und, in Punkten mit g # 0,
Quotientenregel (f/g)" = (f'g — fg')/9°.

Satz (Ableitung der Umkehrfunktion): Sei f : D — R streng monoton mit
Umkehrfunktion ¢. In Punkten y = f(z) mit f'(z) # 0 ist ¢ differenzierbar

mit ¢'(y) = 1/f(p(y)).

Satz (Kettenregel): Seien f : D — R und ¢g : £ — R differenzierbar mit
f(D) C E. Dann ist go f differenzierbar und es gilt (go f)'(z) = ¢'(f(z)) f'(z).

4.2 Geometrische Anwendungen

Ableitung in lokalen FExtrema, Mittelwertsatz, Monotone Funktionen, hohere
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Ableitungen, hinreichendes Kriterium fir Mazima, Konvezitdit

Def. (lokales Maximum): f hat in z ein lokales Maximum, falls fiir ein 6 > 0

gilt: f(y) < f(z) Vy € (x — §,z + ).

Satz (notwendige Bedingung): Sei f : D — R differenzierbar auf der offenen
Menge D C R, x sei ein lokales Maximum. Dann gilt f'(z) = 0.

Satz (Mittelwertsatz I): Sei f : [a,b] — R stetig und f differenzierbar auf (a, b).
Dann existiert £ € (a,b) mit

f(0) = fla)

R

Korollare: 1.) f/ =0 = f ist konstant. 2.) f* > 0 = f ist monoton wachsend.

Satz (hinreichende Bedingung): Sei f : D — R zweimal differenzierbar auf der
offenen Menge D C R. In z € D gelte f'(x) = 0 und f”(x) < 0. Dann hat f

in z ein lokales Maximum.

Def. (Konvexitét): Sei D ein Intervall. f : D — R heifit konvex, falls fiir alle
x1,T9 € D und alle \ € [0,1] gilt

FOz 4+ (1= Nag) < Af(z1) + (1= N) f(xg).

Satz: Sei f : [a,b] — R stetig und f zweimal differenzierbar auf (a,b) mit
f"(z) > 0 fir alle x € (a,b). Dann ist f konvex.

4.3 Taylor-Reihen

Approzimation mehrfach differenzierbarer Funktionen, Definition der Taylor-
Reihe 1m Entwicklungspunkt xo, Konvergenzradius einer Reihe

Satz (Charakterisierung der Ableitung): Sei D C R offen, g € D, f: D — R.
Dann gilt:

deeR: f(z) = f(xo) + c(x — 20) + ()

f ist diff’bar in zy <= . ()
mit

— 0 fiir xg # x — xg
T — 2o

In diesem Fall gilt f'(zq) = c.

Satz (Einfache Regel von I’'Hospital): Seien f, ¢ : D — R differenzierbar, D C
R offen, zy € D. Es gelte f(z9) = g(xo) = 0 und g(x) # 0 fiir  # x¢ und



g'(xg) # 0. Dann gilt, fiir xg # x — xo,

f@) )
0@ g

Def. (Taylor-Reihe): Sei f : D — R beliebig oft diff’bar auf dem offenen
Intervall D, ¢y € D ein Punkt. Dann heifit die Reihe

S 1
T;;:fo(x) = kzzoak (x — xo)k mit  a = Hf(k)(mo)

die Taylor-Reihe von f im Entwicklungspunkt z.

Warnungen: 1.) Fiir 2 # 2 muss T/ () nicht konvergieren. 2.) Falls fiir z # x
die Reihe T () konvergiert, so muss nicht T (z) = f(z) gelten.

Satz (Konvergenzradius): Sei (ag, ay, .. .) eine Folge von Koeffizienten, zo € R
ein Punkt und Y ;7 ay (z — zo)* die zugehorige Potenzreihe. Dann existiert
ein Konvergenzradius r € [0,00) U {+o0} mit den Eigenschaften:

1. Die Potenzreihe ist absolut konvergent fiir alle z € R mit |x — xo| < r
2. Die Potenzreihe ist divergent fiir alle z € R mit |z — xo| > r

Fiir alle g < r gilt: Die Reihe konvergiert gleichméBig auf [zo — 7o, xo + 0]

Kapitel 5 Integration

5.1 Das Riemannsche Integral

Integral fiir Treppenfunktionen, Oberintegral und Unterintegral, Riemann Inte-
gral als lineares monotones Funktional, Mittelwertsatz, Riemannsche Summen

Def. (Integral fiir Treppenfunktionen): Fiir eine Treppenfunktion ¢ : [a,b] — R
mit Sprungstellen a = g < ... < z, = b und Werten cy, ..., ¢, € R setzen wir

b n
/ pi=> ¢, —xi)
a .]:1
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Satz: Der Raum T'a,b] der Treppenfunktionen ist ein Vektorraum und [ :
Ta,b] — R ist ein lineares, monotones Funktional.

Def. (Ober- und Unterintegral): Sei f : [a,b] — R beschriankt. Dann setzen wir

/*f:= /:’*f:=inf{/abso‘w€T[a,b],sozf},
Zf:z/:*f:zsup{/ab@b‘zbeT[a,b],@béf}-

Satz: Das Oberintegral ist subadditiv und positiv 1-homogen: [ (f4+g) <
J7f+ [Tgund [FAf=X["f fiir A >0.

Def. (Riemann-Integral): Eine Funktion heifit Riemann-integrierbar (R-
intbar), falls Ober- und Unterintegral iibereinstimmen. In diesem Fall setzen

[o=f ol

Satz: f : [a,b] — R ist R-intbar genau dann, wenn gilt: Ve > 0 3¢ < f < ¢,
o €Tab]: [ < [d+te

Satz: Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist R-intbar.
Satz: Jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist R-intbar.

Satz: Der Raum Rla,b] := {f : [a,b] — R|f ist R-intbar} ist ein Vektorraum
und [ : R[a,b] — R ist ein lineares und monotones Funktional.

Satz: Seien f, g : [a,b] — R R-intbar. Dann sind auch die Funktionen f,, |f],
f-gund |f|P fiir p € [1,00) R-intbar.

Satz (Mittelwertsatz II): Seien f, ¢ : [a,b] — R stetig, ¢ > 0. Dann existiert
ein Punkt ¢ € [a, b] mit

[ rpwa =1 [ o,

Insbesondere (¢ = 1): Es existiert ein Punkt £ € [a, b] mit fab f=f&)b—a).
Satz (Riemann’sche Summen): Sei f : [a,b] — R Riemann-intbar und £ > 0.
Dann existiert 6 > 0, so dass fiir jede Unterteilung a = g < ... < z,, = b mit
xj — ;1 <6 Vj <m und jede Wahl von Stiitzstellen &; € [z,_1, ;] gilt

/a - éf(&) (25— 2;_1)

<e€.




5.2 Integration und Differentiation

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Stammfunktionen, Berech-
nung von Integralen, Substitutionsregel, Partielle Integration

Hier immer: I C R ein beliebiges Intervall mit a € I und I # {a}.

Satz (Hauptsatz, 1. Version): Sei f : I — R stetig. Wir betrachten
F:1—R, xHF(:z:)::/ f

Dann ist F differenzierbar in I und es gilt F’' = f.

Def.: Zu f : I — R heiit F' : I — R eine Stammfunktion zu f, falls F
differenzierbar ist mit F’ = f.

Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung): Sei f : I — R stetig
und F: I — R eine Stammfunktion zu f. Dann gilt fiir Punkte a,b € I

b

/ f=Fb)-Fla) =F

a

Satz (Substitutionsregel): Sei f : I — R stetig, ¢ : [a,b] — I stetig diffbar.
Dann gilt

b , w(b)
[ remema= [t
a w(a)
Satz (Partielle Integration): Seien f, g : [a,b] — R stetig diffbar. Dann gilt

/abfg’z—/abf’g + (f9)

Satz: Sei f : [a,b] — R stetig diffbar. Fir k& € R setze F(k) :=
ff f(x)sin(kz) dz. Dann gilt F(k) — 0 fiir k¥ — oco.

b
a

5.3 Uneigentliche Integrale

Definition uneigentlicher Integrale, Gamma-Funktion

Def. (Uneigentliches Integral): Sei f : (a,b) — R mit a € RU {—oc0} und
beRU{oo}, a <b. Falls f iiber jedes Teilintervall [«, 5] C (a,b) integrierbar



ist und fiir ein ¢ € (a,b) die Grenzwerte

[rmtm [ i [ [

existieren, so nennen wir f uneigentlich integrierbar iiber (a,b) und setzen

/f—hm/f+1 /f

Def. und Satz (Gamma-Funktion): Fiir 2 > 0 setzen wir I'(z) := [~ t*"te ™" dt.
Dann ist I' wohldefiniert (als uneigentliches Integral) und es gilt I'(n +1) = n!
tiir alle n € N.

Satz (Integral-Vergleichskriterium fiir Reihen): Sei f : [1,00) — [0, 00) mono-
ton fallend. Dann gilt

Z f(k) konvergiert <= / f(z)dx existiert.
1

k=1

Kapitel 6 Approximation von Funktionen

6.1 Taylor-Reihen und Restglieddarstellungen

Restgliedabschdtzungen fir Taylor-Reihen

Satz (Taylor’sche Formel): Sei I C R ein Intervall, zg € I, f : I — R sei
(n + 1)-mal stetig diffbar. Dann gilt

1
) =3 Vo) (¢ = 20)" + Rup(a)
k=0
mit dem Restglied

Ruwr(a) = / (2 — )" FO (1) dt.

o

15



Satz (Lagrange Restglied): Sei I C R ein Intervall, zy € I, f : I — R sei
(n + 1)-mal stetig diffbar. Dann gibt es zwischen o und x einen Punkt &, so
dass

1

O @ = o

F@) =30 17O wo) (o — o)t +

6.2 Fourier-Reihen

Fourier-Koeffizienten und Fourier-Reihen, L?-Skalarprodukt, Besselsche Un-
gleichung und Vollstindigkeitsrelation

Def. (Fourier-Koeffizienten): Zu f € R[0, 27| heilen

1 2m ) 1 2m
an = — i f(z)cos(nz)dx (firn >0) und ag:= 7T_\/§/0 f(z)dx
2
b, == 1 (z)sin(nz)dz (n > 0)
T Jo

die Fourier-Koeffizienten von f. Die Reihe

1 o
—ag+ Y ay cos(kx) + by sin(kx)

heifit die Fourier-Reihe von f.

Notation: Fiir eine abstrakte Beschreibung verwenden wir V' := R0, 27|, dar-
auf das Skalarprodukt (f,g) = = 02” f(x)g(x)dz, || fl|3 == (f,f) und das
orthogonale System e, € V', k € Z, gegeben durch ey (z) := cos(kx) fir k > 0,
eo(r) = 1/v/2, und ey (x) := sin(—kz) fiir k < 0.

Satz (Bessel): Sei f € V' mit Fourier-Koeffizienten ay := (f, ex). Dann gilt fir

allen € N
S

k=—n

2

n
=I5 = D lawl
2

k=—n

Cor. 1 (Bessel’sche Ungleichung): Fiir f € V mit Fourier-Koeffizienten a;, gilt

o0

D lal <115

k=—o00



Def.: Eine Funktionenfolge f,, € R|a,b], n € N, konvergiert im quadratischen
Mittel gegen f € Rla,b], falls || f — fn]l2 — 0 fiir n — oc.

Cor. 2 (Vollstandigkeitsrelation): Fiir f € V' mit Fourier-Koeffizienten a; sind
dquivalent:
(i) Es gilt die Vollstéandigkeitsrelation

oo
> lal=If15-
k=—o00
(ii) Die Fourier-Reihe von f konvergiert im quadratischen Mittel.

Satz: Sei f € TJ[0,2x], also eine Treppenfunktion. Dann konvergiert die
Fourier-Reihe von f im quadratischen Mittel gegen f.

Satz: Sei f € R[0,2r], also Riemann-integrierbar. Dann konvergiert die
Fourier-Reihe von f im quadratischen Mittel gegen f.



