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Aufgabe 1 (Gebietstransformation und Divergenzfreiheit).

Zu zwei Gebieten 2 C R" und Q) C R™ gebe es eine differenzierbare Bijektion
¢ Q — Q mit det DP(x) # 0 fir alle x € Q. Ein Vektorfeld v :  — R"™ sei
divergenzfrei. Wir konstruieren dazu das Vektorfeld

7:Q — R, 0;( Zi: etD<I> @ 0k ®j(x) v ()

mit £ = ®(z). Zeigen Sie, dass dann auch ¥ divergenzfrei ist.
Hinweis: Verwenden Sie eine Testfunktion ¢ = 1 o ® und die Rechnung (mit
Summationskonvention und fir det D®(x) > 0)

| o@)dkp(a) dr = [ vi(@)0,0(@())01,(x) do
= [ 5(@(2)) 0,0(@(2) det DO(x) dr = [ 55(®) 016(3) d

Q

Aufgabe 2 (Theorem 23.17 — Helmholtz-Zerlegung von L?(Q2,R")).
Sei 2 C R™ ein beschrinktes Lipschitz-Gebiet. Wir setzen

W= {wELQ(Q,]R") ' erHl(Q,R);/Qw-Vf:o},
Z:={ge X(QR") |3 e H(QR): g=Vv}.

Dann sind W und Z abgeschlossene Unterrdume; sie sind orthogonal zueinander
beziiglich des L?*(Q2, R")-Skalarproduktes. Es gilt

QR =W & Z.
Hinweis: Dieses Resultat wird aus der Vorlesung in die Ubung ausgelagert.

Folgen Sie der Argumentation im Buch und zeigen Sie auch eventuell fehlende
Details.



