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Aufgabe 1 (Die Stokes-Gleichung als Sattelpunktproblem).
Wir betrachten für v ∈ H1

0 (Ω,RN), p ∈ L2(Ω) und f ∈ L2(Ω,RN) den Ausdruck

Ψ(v, p) :=
∫

Ω

(1
2 |∇v|

2 − p∇ · v − f · v
)
dx. (1)

Zeigen Sie, dass das Sattelpunktproblem

inf
v∈H1

0 (Ω,RN )
sup

p∈L2(Ω)
Ψ(v, p)

äquivalent zur Minimierungsaufgabe des Stokes-Problems

inf
v∈H1

0 (Ω,RN )
∇·v= 0

∫
Ω

(1
2 |∇v|

2 − f · v
)
dx

ist. Zeigen Sie weiters, dass jede Lösung (v, p) von DΨ(v, p) = 0 eine Lösung der
Stokes-Gleichungen ist.

Aufgabe 2 (Kern und Bild im Endlichdimensionalen).
Wir betrachten zwei adjungierte lineare Abbildungen im Endlichdimensionalen,
G : Rn → Rm und D = GT : Rm → Rn. Zeigen Sie mit einem Dimensionsargument,
dass ker(D)◦ = ker(D)⊥ = R(G) gilt.

Aufgabe 3 (Fundamentallösung für die Stokes-Gleichung).
Seien χj : RN → R biharmonische Funktionen, also Lösungen von ∆2χj = 0. Zeigen
Sie, dass für jeden Vektor a ∈ RN durch

vi =
N∑
j=1

aj (∂i∂jχj − δij∆χj) , p =
N∑
j=1

aj∂j∆χj (2)

eine Lösung der stationären homogenen Stokes-Gleichungen gegeben ist. Zeigen
Sie weiters, dass die Fundamentallösung mit derselben Formel gegeben ist, sofern
aj > 0 und ∆2χj = δ

aj
für alle j gilt.
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