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Aufgabe 1 (Absolutstetige Funktionen).
Sei T >0 und f € L*(0,T;R). Fiir t € (0,T) setzen wir

F(t) = /Otf(s) ds.

Zeigen Sie, dass F' € W1(0,T;R) und fiir die Distributionsableitung von F gilt
F' = f fast tberall in (0, 7).
Tipp: Approximieren Sie f geeignet.

Aufgabe 2 (Einfache Gronwall-Ungleichung).
Es sei T' > 0 und die Funktion y € L'(0,T;R) erfiille die Integralungleichung

t
y(t) <wyo+ C’/ y(s)ds firallet € [0,T]
0

und fiir gegebene reelle Zahlen yy, C' > 0. Zeigen Sie, dass dann auch

y(t) < yoe®  fiir alle t € (0,00).

Aufgabe 3 (Optimale Poincaré-Konstante).

Sei @ C R” offen, beschrankt und mit C'-Rand 9. Die Poincaré-Ungleichung
lautet

/ﬂu2 < C/Q|Vu|2 fiir ein C' > 0 und fiir alle u € H} ().

Zeigen Sie, dass C' = 1/); die optimale Konstante ist, wobei A; > 0 der kleinste
Eigenwert des Dirichlet-Laplaceoperators ist, d.h. die kleinste Zahl A > 0 fiir die
es ein nicht-triviales u € HJ () gibt mit —Au = Au in Q.

Anleitung: Verwenden Sie die Tatsache (ohne Beweis), dass eine Orthonormalbasis
{wy | k € N} won L*(Q) existiert mit: wy, € H}(Q) ist eine Eigenfunktion vom
Dirichlet-Laplaceoperator und jedes v € L*(Q) lisst sich schreiben als

v = Z(ank>L2(Q)wka
keN



wobei die Reihe in L*(Q) konvergiert.

Aufgabe 4 (Keine Stetigkeit im Hilbertraum fiir p < 2).

Sei (V, H, V") ein Gelfandtripel. In der Vorlesung wurde erwahnt, dass es fir p = 2
eine stetige Einbettung L?(0,7;V) N WYr(0,T,V’) — C°([0,T], H) gibt. Zeigen
Sie, dass fiir allgemeine Gelfand-Tripel (V, H, V') und p < 2 keine derartige Ein-
bettung existiert.

Anleitung: Verwenden Sie ein Gelfand-Tripel, in dem eine Folge v, € V' existiert
mit ||vpl|% = ||lvkllv]|velly: = 1 und ||vg]ly — oo. Betrachten Sie stiickweise affine
Funktionen uy, : [0,T] — V mit ug(0) = vy und ug(t) = 0Vt > 6, fir eine geeignet
gewdhlte Folge 6 — 0.



