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Aufgabe 1 (Ein Randwertproblem).
Sei Q == (0,1) und a: Q@ — R, a(z) = /2. Gesucht ist eine Funktion u: Q — R,
die das folgende Randwertproblem 16st:

{—(a(m)u/(:z;))/ =1 firzeQ,
u(0) =u(l) =0.

Liegt die Koeffizientenfunktion a in H'(€Q)? Losen Sie das obige Randwertproblem
durch zweifache Integration und entscheiden Sie, ob die Losung u in den Rdumen
C(Q), CH(Q), L*(Q2), H'(Q) oder H?() liegt.

Aufgabe 2 (Stetige und kompakte Einbettungen).

a) Es seien X, Y und Z Banachrdume mit stetigen Einbettungen J;: X < Y und
Jo: Y — Z. Die Einbettung .J; sei zudem kompakt. Beweisen Sie, dass es zu jedem
e > 0 eine Konstante C'(g) > 0 gibt, so dass fur alle z € X gilt:

[ hzlly < ellzllx + Cle)llarz]lz -

b) Fir R > 0 sei Q := Bgr(0) C R™. Zeigen Sie mit Hilfe elementarer Methoden,
dass es zu jedem € > 0 eine Konstante C(g) > 0 gibt, so dass fiir alle u € C*(Q)
gilt:

IVulle@) < ellD*ullog + C@)lullog) -
¢) Sei Q := (0, 1). Zeigen Sie, dass es zu jedem € > 0 eine Konstante C(¢) > 0 gibt,
so dass fiir alle u € C'(Q) gilt:

lullo@) < ellvlle@ + CE)lull i -

(Bitte wenden)



Aufgabe 3 (Lemma von Stampacchia und Spuren).
a) Sei 2 C R" ein beschrinktes Lipschitzgebiet und u € H'(Q). Zeigen Sie, dass

spur(uy) = (spur), .

b) Sei Q C R" offen und beschréinkt und u € H (). Zeigen Sie, dass u, € H} ().
Anleitung: Fiir a) betrachten Sie zundchst u € C1(Q). Fiir ¢ > 0 und

e(t){vt2+e2—a firt >0

o fiir t < 0

gilt spur(6.(u)) = 6.(spur(u)). Untersuchen Sie beide Seiten dieser Gleichung
auf Konvergenz fiir e — 0 in L*(0Q). Allgemeine u € H*(Q2) werden durch glatte
Funktionen wy, in der H'(Q)-Norm approzimiert; zeigen Sie || (ux)+—u| gy — 0
fiir k — oo.

Fiir b) betrachten Sie eine approximative Folge uy, € C°(Q2). Verwenden Sie, dass
| (ur) 4 —us|| 1) — 0 aus a) (dies gilt auch fiir Gebiete, die nicht Lipschitz sind).
Approzimieren Sie (ux)+ durch geeignete C°(Q2) -Funktionen.



