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Aufgabe 1 (Starker Lebesgue Konvergenzsatz).

Sei Q) eine nichtleere und messbare Teilmenge des R™ und p € [1, o0). Fiir Funktio-
nenfolgen (ug), und (fg)r mit ug, fr: © — R und Grenzfunktionen u, f: 2 — R
gelte

(a) up — u punktweise fast tiberall in © und
(b) |ux| < fr und fr — f in LP(92).

Zeigen Sie: u € LP(Q2) und up, — w in LP(Q).
Anleitung: Uberlegen Sie sich zundchst, dass es geniigt die Aussage fir p = 1 zu
beweisen. Wenden Sie das Lemma von Fatou auf die Folge hy, := |u| + fr — |ur — ul
an, um auf die L'-Konvergenz zu schliefen.

Aufgabe 2 (Differenzenquotienten II ).
Sei Q C R” eine beschrinkte, offene Menge, u € Ll (Q) und Q € Q. Fiir h € R mit

loc

0 < |h| < 1 dist(2,09) und x € Q definieren wir den i-ten Differenzenquotienten
der Grofle i durch

Dlu(z) = u(x + he;L-) —u(x)
fir i € {1,...,n} und setzen D"u := (Dhu,..., D"u). Seien nun p € (1,00) und
u € LP(Q). Zeigen Sie: Gibt es eine Konstante Cy > 0, so dass

1 3
||Dhu||Lp(Q) < Cy furalle 0 < |h| < 5 dist(€2,09) ,

so ist w € WHP(Q) mit [|[Vull @) < Co.

(Bitte wenden)



Aufgabe 3 (Schwaches Minimumsprinzip).

Sei 2 C R" ein beschrianktes Lipschitzgebiet. Eine Funktion u: 2 — R heifit
schwache Lésung der Gleichung

—Au>0 in €,
u=0 auf 09,

falls u € Hy(Q2) und
/Vu-V@EO fiir alle o € HL(Q) mit ¢ > 0.
Q

Zeigen Sie, dass fiir solch ein u ein Minimumsprinzip gilt, dass also v > 0 in €.

Aufgabe 4 (Ein bootstrapping Argument).

Es sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit glattem Rand und f € L?(Q2). Weiterhin
sei u € H(Q2) mit u > 0 eine Losung von

—Au+ut=f inQ.
Beweisen Sie, dass u € H?(2) und zeigen Sie die Abschitzung

ull z2(0) < C fllz2(e)

fir eine Konstante C' > 0.
Anleitung: Verwenden Sie die folgende Aussage: Zu jedem p € (1,00) existiert ein
C, > 0, so dass folgendes gilt: Fir alle g € LP(QY) und Losungen v € Hy(Q) der
Gleichung

—Av=g inQ

folgt v € W2P(Q) und die Abschitzung

ID*v]l ) < Collgllzre -

qgilt.



