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Aufgabe 1 (Differenzenquotienten I).

Sei Q C R™ eine beschrinkte, offene Menge, u € LL (Q) und Q € Q. Wir definieren
fir z € Q und h € R mit 0 < |h| < %dist((l, 0€2) den i-ten Differenzenquotienten
der Grofle h durch
u(x + he;) — u(x)

h
und setzen D"y := (DM, ..., D). Seien nun p € [1,00) und u € WHP(Q). Zeigen
Sie, dass eine Konstante C' = C(Q) > 0 existiert, so dass fiir alle h € R mit
0 < |h| < 3 dist(Q,00) gilt:

Dlu(z) =

1D ull o0y < ClIVull ooy -

Aufgabe 2 (Helmholtz-Zerlegung von H}(;R")).

Sei 2 C R” offen und beschrinkt mit Lipschitzrand der Klasse C?. Mit v bezeich-
nen wir den Normalenvektor auf 0§2. Wir betrachten Vektorfelder u: 2 — R"™ mit
verschwindender Normalenkomponente am Rand,

u € H (Q;R") == {u € H'(R™) | u-v =0 auf 89}.

Zeigen Sie, dass sich jedes Vektorfeld u € H!(Q;R™) zerlegen ldsst in einen di-
vergenzfreien Anteil und einen Gradienten. Genauer: Fir jedes u € H}!(Q;R")
existiert ein w € H}(Q;R") mit V-w =0 in Q und ein ¢ € H*(Q), so dass

u=Vi+w in.

Diese Zerlegung ist eindeutig, es gilt also H(Q;R™) = Z@®W mit L*-orthogonalen
Unterraumen.
Anleitung: Konstruieren Sie das Potential v als schwache Lésung eines Neumann-

Problems und verwenden Sie, dass Lisungen eines Neumann-Problems auf € in
H?(Q) liegen.

(Bitte wenden)



Aufgabe 3 (Eine Caccioppoli Ungleichung).

Sei Q C R” offen und Q € Q eine kompakt enthaltene Teilmenge. Zeigen Sie, dass
es eine Konstante C' > 0 mit folgender Eigenschaft gibt: fiir jedes f € L?(Q) und
jede Losung uw € H'(Q) von

—Au=f inQ

gilt die Abschatzung
IVul3ay < ClulFa) + 11320 -

Anleitung: Betrachten Sie eine Abschneidefunktion © € C(Q2) mit Werten in
[0,1] und © =1 in Q. Testen Sie die Gleichung mit der Funktion ©%u.



