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Aufgabe 1 (Endlich-dimensionale Approximation).

Auf dem Intervall € := (0, 1) sollen Projektionsoperatoren untersucht werden. Fir
n € N,n > 1, betrachten wir die Stiitzstellen x,, := " fir m € {0,1,...,n—1} und
die Intervalle I,,, :== (%, Tmi1). Dazu seien die Projektionen f,: L*(Q) — L*(Q)
auf stiickweise konstanten Funktionen definiert durch

1
foiur—u, u(r)=—
|Im‘ Im

uw(§)d¢  fur alle x € I, .

Zeigen Sie fiir die Kugeln
By = Bgr(0) CV:=H'(Q) und By := Bg(0)C X = L*()
und mit der Identifikation j: u +— u die nachfolgenden Aussagen.

(a) fn — j in C°(By,X) fir n — oo. Der Spann span(f,(By)) ist endlich-
dimensional, die Menge f,(By) C X ist beschrénkt.

(b) fu—jin C°(Bx, X).

Bemerkung: Aus a) folgt mit Theorem 16.7 aus dem Buch, dass die stetige Einbet-
tung H*(Q) — L*(QY) kompakt ist.

Aufgabe 2 (Skalierung der Poincaré-Konstante).

Sei 2 C R" offen, beschrinkt und nicht-leer. Fur p € [1,00) gilt die Poincaré-
Ungleichung

lullLr) < Co(2,p)||Vullro) fir alle u € Wol’p(Q).

Zeigen Sie, dass die Konstante Cy = Cy(Q2,p) so gewahlt werden kann, dass
Co(€2, p) = C1(p) diam(2).

Anleitung: Uberlegen Sie sich zundchst, dass Sie 0 € Q) annehmen kénnen. Wihlen
Sie r > 0, so dass Q = rQ C By(0) und zeigen Sie, dass Co(Q,p) = Ci(p).
Beachten Sie dabei, dass Funktionen u: Q@ — R vermége & = rx und u(z) = u(x)
zu @ Q — R transformiert werden.

(Bitte wenden)



Aufgabe 3 (Harmonische Funktionen im Einheitskreis).

Fiir Q := B;(0) C R? betrachten wir die Losungen der Laplacegleichung

—Au=0 1in €,
u=g¢g auf 09.
Die Randwerte werden in der Winkelvariablen mit Koeffizienten (ay,)ren entwickelt,

9(0) =Y pen ai cos(k). Entwickeln Sie u(r, 8) == >y br(r) cos(kf) in Polarkoor-
dinaten und zeigen Sie
2 1 k? "
O;br, + —0:by, — — b, =0 fiir alle k € N.
r r

Finden Sie zwei Losungen in Form von Polynomen und betrachten Sie eine davon
(mit Begriindung). Geben Sie dann eine Bedingung an (ay), an, welche eine endli-
che Energie [,|Vu|? garantiert. Zeigen Sie, dass es eine Familie (a,);, gibt, so dass
die Randwerte stetig sind, aber die Energie unbeschrankt

Aufgabe 4 (Natiirliche Randbedingungen).

Sei 2 C R™ beschrankt mit Lipschitzrand, v der Normalenvektor und (-,-) das
Skalarprodukt auf L*(Q). Sei v € H?*(Q) eine schwache Losung des Neumann-
Problems zu f € L?(Q), es gelte also

(Vu, V) = (f, o) fiiralle p € H(Q).
Zeigen Sie, dass u die Gleichungen
—Au=f in Q und d,u =0 auf 0f)

im Distributionssinn beziehungsweise im Spursinn erfiillt.



