technische universitat fakultat fur

dortmund mathematik
ProOF. DR. BEN SCHWEIZER WINTERSEMESTER 2019/2020
MAIK URBAN 27. November 2019

Partielle Differentialgleichungen 1
Blatt 8

Abgabe am 4. Dezember 2019 in der Vorlesung

Aufgabe 1 (Poincaré-Konstante mit zweiten Ableitungen).

Zeigen Sie fiir beschrankte Lipschitz-Gebiete 2 C R™ mit einer Konstanten Cy =
Co(£2) die Abschitzung

|l 20y < C(]HD2U/HL2(Q) fur alle u € H&(Q) N H2(Q) )

Anleitung: Verwenden Sie zwei Poincaré-Abschdtzungen.

Aufgabe 2 (Alternativer Beweis fiir das Lemma von Lax-Milgram).

Sei (H, (-,-)) ein Hilbertraum iiber R und a: H x H — R eine Bilinearform. Fiir
Konstanten Cy, C; > 0 gelte die Stetigkeitsbedingung

|a(u,v)| < Cillullgllv]la
sowie die Koerzivitatsbedingung
a(u, u) > Collull

fir alle u,v € H. Gegeben sei weiterhin ein lineares und stetiges Funktional
¢: H — R. Zeigen Sie: Es gibt genau ein v € H, so dass

a(u,v) =4L(v) faralleve H.

Weiterhin gilt die Abschatzung
1
< —1¢]].
Julle < el

Anleitung: Zeigen Sie, dass es einen linearen stetigen Operator T: H — H sowie
ein Element by € H gibt, so dass a(u,v) = (Tu,v) und £(v) = (ly,v) fir alle v €
H. Betrachten Sie fir a € R die Funktion Fo,: H — H, Fy(u) = u — o(Tu — ).
Zeigen Sie mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes, dass man o so wahlen kann,
dass F, einen Fixpunkt besitzt. Folgern Sie hieraus die Behauptung.

(Bitte wenden)



Aufgabe 3 (Bi-Laplaceoperator).

Gegeben sei ein C?-berandetes, beschrianktes Gebiet Q C R™ und eine Funktion
f € L*(Q2). Eine Funktion u € HZ(Q) heifit schwache Lisung des Problems

A’u=f inQ, (1a)
u=0 auf 00, (1b)
Ou=0 auf o, (1c)

falls fiir alle Testfunktionen ¢ € HZ(2) die Identitét

/QAuAsazfﬂfw

gilt. Beweisen Sie, dass es zu jedem f € L?({2) eine eindeutige schwache Losung
u € H2(Q2) von (1) gibt.

Anleitung: Beschreiben Sie das Problem mit einer geeigneten Bilinearform. Um
die Koerzivitdt der Bilinearform zu zeigen, verwenden Sie folgende Regularitdts-
abschitzung: Fir alle v € H}(Q) mit —Av = fy € L*(Q) gilt die Abschitzung

[v][r20) < CD)[follz2(0)-

Aufgabe 4 (Zum Musterbeispiel).

Wir betrachten auf dem beschréankten Gebiet 2 C R™ eine Folge (uy)x von Losun-
gen uy € H}(Q) der Gleichung

-V (ak(uk)Vuk> = f in Q,
wobei a — a in C°(R) gilt und 0 < A < a < A < co. Zeigen Sie: Es gibt eine
Teilfolge (uy,); mit vy, — w in H'(Q) und u;, — w in L*(Q2). Die Grenzfunktion

u € HJ(Q) 16st im schwachen Sinn

~V-(a(w)Vu) = f Q.



