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Aufgabe 1 (Kompaktheit des Spuroperators).

Sei €2 C R"™ ein beschranktes Lipschitzgebiet. Zeigen Sie, dass der Spuroperator
spur: H'(Q) — L*(092) kompakt ist, d.h. jede beschrankte Folge in H*({2) besitzt
eine stark konvergente Teilfolge in L?(0).

Aufgabe 2 (Variante der Poincaré-Abschitzung).

Sei {2 C R™ beschrankt und zusammenhéngend mit Lipschitz-Rand. Zeigen Sie,
dass es eine Konstante C' > 0 gibt, so dass fiir alle u € H*(Q) gilt
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Aufgabe 3 (Das Neumann-Problem).

Sei 2 C R"™ eine offene, beschriankte und zusammenhidngende Menge mit Lip-
schitzrand und duerem Normalenvektor v. Fiir f € L*(Q) und g € L?(99) heifit
u: 2 — R eine schwache Lisung des Neumann-Problems
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falls w € H*(Q2) und .
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fiir alle p € H'().

(i) Wir setzen
H(Q) = {u e H'(Q)

]éu:()}.

Folgern Sie aus dem Riesz’schen Darstellungssatz, dass es eine eindeutige
Funktion v € H(Q) gibt, so dass die Gleichung (2) fur alle ¢ € H(Q) gilt.

Tipp: Verwenden Sie hierfir Aufgabe 2.



(ii) Zeigen Sie, dass es genau dann eine schwache Losung u € H*(£2) des Neumann-

Problems gibt, wenn
/ f+ / g=20.
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Ist das Neumann-Problem eindeutig losbar?

Aufgabe 4 (Reflexivitit von W'P).

Sei 2 C R" offen und p € (1,400). Zeigen Sie, dass der Sobolevraum W'?(Q)
reflexiv ist. Gehen Sie dabei wie folgt vor:

(i) Beweisen Sie, dass das Produkt X x Y zweier reflexiver Banachraume X und
Y wieder ein reflexiver Banachraum ist.

(i) Zeigen Sie, dass ein abgeschlossener Unterraum eines reflexiven Banachraums
wieder reflexiv ist.

(iii) Wahlen Sie geeignete Normen, so dass es sich bei der Abbildung
T: WH(Q) — LP(Q) x LP(Q)" ,u > (u, Vu)

um eine Isometrie handelt. Folgern Sie nun die Reflexivitit von WHP(Q).



