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Aufgabe 1 (Losungsbegriffe).

Zeigen Sie fiir beschrankte Gebiete 2 C R™ und die Gleichung Au = f in Q die
Implikationen: u klassische Losung = u starke Losung = w schwache Losung =
u distributionelle Losung.

Aufgabe 2 (Konvergenz in L? und L9).

Sei 2 C R™ ein beschrinktes Gebiet, p € (1, 4+00) und (ug ), eine beschriankte Folge
in LP(Q2), d.h. es existiert ein C' > 0, so dass ||ug||r(o) < C fir alle k € N.

(a) Zeigen Sie fiir 1 < g < p < oo folgende Aquivalenz:

up —u  schwach in LP(Q?) <= w; —u schwach in LI(Q).

Hinweis: Verwenden Sie die schwache Kompaktheit von Kugeln in LP(QY), das
Lemma ohne Namen und die Tatsache, dass [qup = 0 fir alle ¢ € C°(2)
die Identitit u = 0 impliziert.

(b) Zeigen Sie fiir 1 < s < ¢ < p < oo folgende Aquivalenz:

up, —u  stark in L°(Q2) <= w, —u starkin LI(Q).

Hinweis: Uberlegen Sie sich, dass u = 0 ohne Einschrinkung angenommen
werden kann. Beweisen und verwenden Sie folgende elementare Abschditzung:
Es ezistiert 0 = 0(s,q,p) € (0,1), so dass

lull Loy < el ooy lull oty -

(c) Gilt b) auch fir ¢ = p? Konstruieren Sie ein Gegenbeispiel fir p =2 und s = 1
mit Hilfe der Folge uy(z) = k fiir x € (0, d;) und u(z) = 0 sonst.

(Bitte wenden)



Aufgabe 3.

Sei X ein Banachraum mit Dualraum X'. Zeigen Sie folgende Aussagen:

Starke Konvergenz impliziert schwach-*-Konvergenz.

(a
(

)

b) Der schwach-#-Limes ist eindeutig in X".

(c¢) Schwach-x-konvergente Folgen sind beschréankt in X”.
)

(d) Die Norm ist schwach-*-unterhalbstetig, d.h.

rp — a impliziert ||a|x: < liminf||zy| x: .
k—o00

Aufgabe 4 (Eine Charakterisierung der starken Konvergenz).

Sei X ein separabler Banachraum, X’ sein Dualraum und z;, — x eine schwach
konvergente Folge in X. Zusatzlich sei erfillt:

Fiir jede schwach-*-konvergente Folge A\, — X in X' gilt A\p(zx) — A(2).

Zeigen Sie, dass dann starke Konvergenz z; — x in X vorliegt.



