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Aufgabe 1 (Projektionssatz).
Sei H Hilbertraum und K ⊂ H nichtleer, konvex und abgeschlossen. Zeigen Sie
mit Hilfe der direkten Methode der Variationsrechnung: Zu jedem w ∈ H existiert
genau ein u ∈ H mit

∥u − w∥ = dist(w, K) = inf
v∈K

∥v − w∥.

Zeigen Sie weiterhin, dass der Minimierer PKw := u durch die Eigenschaft

⟨w − PKw, v − PKw⟩H ≤ 0 für alle v ∈ K

charakterisiert ist.
Beweisen Sie schließlich, dass die Abbildung PK : H → K stetig ist.

Aufgabe 2 (Beispiele zur direkten Methode).
Diskutieren Sie die folgenden Minimierungsprobleme und die Anwendbarkeit der
direkten Methode.

min
u∈M

∫ 1

0

(
|u′|2 − λu2

)
dx, M := {u ∈ H1((0, 1)) : u(0) = 0, u(1) = 1} (1)

mit λ ∈ R.

min
u∈M

∫ 1

0

√
u2 + |u′|2

)
dx, M := {u ∈ W 1,1((0, 1)) : u(0) = 0, u(1) = 1}. (2)

(Machen Sie in (1) ein geeignete Fallunterscheidung für λ.)

(Bitte wenden)
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Aufgabe 3 (Minimierung unter Nebenbedingungen).
Sei Ω ⊂ Rn eine beschränkte offene Menge und

M := {u ∈ H1(Ω;Rn) : |u| = 1 fast überall in Ω},

I(w) :=
∫

Ω
|Du|2 dx =

∫
Ω

n∑
i,j=1

|∂iuj(x)|2 dx.

Sei u ∈ M kritischer Punkt1 von I auf M . Zeigen Sie: Dann ist u schwache Lösung
von

−∆u = u|Du|2,

wobei ∆ die komponentenweise Anwendung des Laplace-Operators bezeichnet,
(∆u)i = ∆ui für i = 1, . . . , n.

1Das heißt: für alle stetigen Kurven c : (−ε, ε) → M mit c(0) = u verschwindet d
dt |t=0I(γ(t)),

falls diese Ableitung existiert.
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