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Aufgabe 1 (Koerzivität im Rn).
Es sei f : Rn → R. Zeigen Sie die Äquivalenz der folgenden Aussagen:

(a) Für alle t ∈ R existiert eine kompakte Menge Kt ⊂ Rn mit {f ≤ t} ⊂ Kt.

(b) lim|x|→∞ f(x) = +∞.

Aufgabe 2 (Konvergenz von Minimierern).
Sei U ⊂ Rn offen, beschränkt mit Lipschitz-Rand, g ∈ H1(U), M := {w ∈ H1(U) :
w = g auf ∂U}. Sei weiter für w ∈ H1(U)

Iε(w) =
∫

U

√
|∇w|4 + ε2w2 dLn für ε > 0, I(w) =

∫
U

|∇w|2 dLn.

Beweisen Sie: Falls für alle ε > 0 jeweils ein Minimierer uε von Iε auf M gegeben
ist, so gilt uε → u in H1(U) und u ist Minimierer von I auf M .

(Bitte wenden)
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Aufgabe 3 (Lavrentiev-Phänomen).
Es seien

X := {u ∈ W 1,∞(0, 1) | f(0) = 0, f(1) = 1} und
Y := {u ∈ W 1,1(0, 1) | f(0) = 0, f(1) = 1}.

Weiter sei F : Y → R mit

F (u) :=
∫ 1

0
f(x, u(x), u′(x)) dx, u ∈ Y und

f(x, z, p) := (z3 − x)2|p|6, x, z, p ∈ R.

Zeigen Sie:

(i) Es gilt

inf
u∈Y

F (u) = min
u∈Y

F (u) = 0.

(ii) Zu u ∈ X existiert a ∈ (0, 1) mit

u(x) ≤ 1
2

3
√

x ∀x ∈ [0, a] und u(a) = 1
2

3
√

a.

(iii) Für dieses a ist

f(x, u(x), p) ≥ 72

82 x2|p|6 ∀x ∈ [0, a], p ∈ R.

(iv) Es gilt

inf
u∈X

F (u) > 0.

Hinweis zu (iv): Verwenden Sie (iii) und eine geeignete Hölderungleichung.
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