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Aufgabe 1 (Existenzaussage fiir ein gemischtes Randwertproblem).

Sei €2 C R”™ ein beschrianktes Gebiet mit 02 = I'p U 'y, wobei I'p, I'y messbar
und disjunkt seien. Wir setzen X = H'(Q2) und definieren

Il 1l g1

Hr,(Q) = {go € C(Q) ‘ ¢ = 0 in einer offenen Umgebung von I’D}

Weiterhin seien f € (Hp, (), g € X und h € H'(;R") mit divh = 0 in Q
gegeben. Ziel dieser Aufgabe ist der Nachweis, dass das Randwertproblem

—Au=f in Q, (la)
u=g auf I'p , (1b)
du=h-v aufly (lc)

eine schwache Losung u € X besitzt. Hierfiir sollen Sie das Randwertproblem als
Variationsungleichung mit der Abbildung F' : X — X', u + F(u) und

Flu): X > R, (F(u).@hxx = [ (Va, V),

formulieren.

(a) Zeigen Sie, dass die Menge
K = {uEX’u—gEHFD(Q)}.
konvex und abgeschlossen ist.

(b) Weisen Sie nach, dass die Abbildungen N: X — R, (N,¢) = [h -V und
b: X - R, (b,p) = [ fe linear und stetig sind.

(c) Priifen Sie, ob die Abbildung F' monoton, stetig, endlichdimensional stetig oder
gestort monoton ist. Erfullt F' die Bedingung (M™*)? Zeigen Sie, dass F' fur
I'p = 0 nicht koerziv ist.

Hinweis: Falls Tp # 0 ein positives (n — 1)-dimensionales Hausdorff-Maf$ hat,
so ist F' koerziv.

(Bitte wenden)



(d) SeiI'p eine Menge mit positivem (n — 1)-dimensionalem Hausdorff-MaB. Zeigen
Sie, dass es eine Losung u € K der Variationsungleichung

(F(u)=b—N,v—u) >0 firalleve K (2)

gibt. Beweise Sie, dass u eine distributionelle Losung von Gleichung (1a) ist.
In welchem Sinne gelten Gleichungen (1b) und (1c)?

(e) Wir nehmen nun zusétzlich an, dass 2 ein Lipschitzgebiet ist. Uberlegen Sie
sich, dass die Losung u € K der Variationsungleichung (2) die Identitét

/QVu.VSOZ/QfSD—{—/F (h-v)p fﬁrallengHﬁD(Q)

erfiillt.

Aufgabe 2 (Existenzaussage fiir eine quasi-lineare Gleichung).

In dieser Aufgabe sollen Sie einen Spezialfall von Theorem 18.1 mit Hilfe der
Theorie gestort monotoner Operatoren beweisen. Sei {2 C R"™ offen und beschrankt,
f € L*(Q). Weiterhin sei a € C°(R,R) eine beschrinkte Funktion mit a(z) > X > 0
fiir alle x € R. Zeigen Sie, dass das quasi-lineare Randwertproblem

-V (a()Vu) = f nQ,
u=0 auf 09,

eine schwache Losung u € H} () besitzt.



