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Aufgabe 1 (Die Fenchel-Konjugierte).

Sei X ein Banachraum, X’ der Dualraum, F': X — R U {400} eine Abbildung.
Die Fenchel-Konjugierte zu F' ist definiert durch

F*: X' 5> RU{+o0}, F*(u") :zsup{(u*,u}—F(u)‘uEX}.

Bestimmen Sie die Fenchel-Konjugierte fiir die Funktionen f,g: R" — R, f(z) ==
c-x —bfirceR" beRund g(z) = |z|. Uberpriifen Sie fiir beide Funktionen
folgende Relationen:

(a) Fir F: X - RU {400} und v € X, u* € X' gilt
u* € 0F(u) < F(u)+ F*(u") = (u",u). (1)

(b) Fir das Subdifferential der Konjugierten gilt die Relation
ut€0F(u) = wuedF*(u"). (2)

Aufgabe 2 (Operatoren mit der Bedingung (M)).

Sei X ein reflexiver Banachraum und F' : X — X’ ein Operator. Wir sagen, dass
F die Bedingung (M) erfillt, falls folgendes gilt:

up, —~win X, Fup—bin X', limsup (Fug, ux)x < (b,u)x
k—o0
impliziert Fu = b.

Zeigen Sie:

a) Ist F/: X — X’ monoton und endlichdimensional stetig, so ist Bedingung
(M) erfullt.

b) Wenn F' die Bedingung (M) erfiillt und B : (X, schwach) — (X', stark) stetig
ist, dann erfiillt auch F' + B die Bedingung (M).

(Bitte wenden)



Aufgabe 3 (Ein Existenzsatz, dhnlich zu Theorem 17.15).

Beweisen Sie einen Existenzsatz wie in Theorem 17.15 fiir monotone Operato-
ren F: Sei X ein reflexiver Banachraum und die Teilmenge () # K C X sei
beschrinkt, abgeschlossen und konvex. Die Abbildung F': K — X’ sei monoton
und endlich-dimensional stetig. Dann existiert fiir jedes b € X’ eine Losung u € K
der Variationsungleichung

(Fu—Dby,v—wu) >0 firalleve K.
Zeigen Sie dazu:
a) Fir v € K setzen wir
S(w)={ue K| (Fv,v—u)>0}.

Das Variationsproblem ist gelost, falls

S:= ) S(v) #0.

veK

b) Aufgrund der “endliche Durchschnitte Eigenschaft” (siche Aufgabe 3 auf
Blatt 7) geniigt es zu zeigen, dass fiir endlich viele Vektoren vy, ..., v, € K

S(v1)N...NS(vy) # 0

gilt.

Hinweis: Verwenden Sie hierbei den Satz von Eberlein-Smulian.

c) Losen Sie die endlichdimensionalen Probleme mit dem Existenzsatz fiir end-
lichdimensionale Variationsungleichungen.



