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Aufgabe 1 (Eindeutigkeit im nichtlinearen Ganzraumproblem).
Seien uy, uy € CP(R™ x [0,T]) N CZ(R™ x (0,T)) klassische Losungen des Anfangs-
wertproblems
Owu(z,t) — Au(z,t) = f(u(z,t)) fir (z,t) e R" x (0,T),
u(z,0) = p(x) fir x € R™.

Dabei sei f : R — R stetig differenzierbar und ¢ € CP(R™, R). Zeigen Sie, dass auf
R"™ x [0, 7] die Eindeutigkeitsaussage u(x,t) = ug(z,t) gilt.

Anleitung: Stellen Sie die Gleichung fir w = uy; — us auf und schreiben Sie w
mit Hilfe der Darstellungsformel als Integral. Verwenden Sie hierbei Theorem 9.8.
Wenden Sie das Gronwallsche Lemma [1, Ubung 11.2] mit y(t) = |[w(Z, )|l cogrn)
an.

Aufgabe 2 (Der Klang einer Trommel).
Die Auslenkung der Membran iiber 2 C R? sei beschrieben durch

u:Qx(0,00) >R, (z,t) — u(z,t)
Bei einem Dampfungsfaktor b > 0 lautet die geddmpfte Wellengleichung fir u

1
—0fu—Au=—2bdu inQ x(0,00),
¢

mit der Dirichlet-Bedingung u = 0 auf 092 x (0, 00) und den Anfangsbedingungen
u(0, ) = up und Ayu(0,-) = u; auf . Geben Sie formal die allgemeine Losung mit
Hilfe der Eigenfunktionen von —A : H}(Q2) — H~'(Q) an. Welche Mischung aus
Frequenzen hort man nach langer Zeit?

(Bitte wenden)



Aufgabe 3 (Eindimensionale Finite Elemente).

Zeigen Sie fur beschrankte Gebiete 2 = (a,b) C R, eine dquidistante Triangulie-
rung mit

—1
T, = (%,Z) fur alle m € {1,..., M}

und
Vi = {u € C(R) ‘ u(a) = u(b) = 0 und u|r,, affin linear fur alle m}
folgende Aussage:

Satz.
Sei Viy C V== H}(Q) und fiir H := L?(Q) sei Py die H-orthogonale Projektion
auf VM

a) Zeigen Sie, dass es eine Konstante C' = C'(2) > 0, die unabhéngig von u und
K ist, gibt, so dass

||| ;; < CM||ul|, fir alle u € Vi, .

b) Folgern Sie aus a), dass

| Prully, < Cllully, firallew € V.

Hinweis fiir b): Betrachten Sie die Ritz-Projektion Ry - V- — V mit Ry (V) = V.
Verwenden Sie folgende L*-Abschitzung:

c .
v = Rarvll o) < MIHU — Ruvl gy firalleveV.
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