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Aufgabe 1 (Existenzaussage fiir ein gemischtes Randwertproblem).
Sei €2 C R™ ein beschrianktes Lipschitzgebiet mit 02 = I'p U 'y, wobei I'p, 'y
messbar und disjunkt seien. Wir setzen X = H'(Q). Ziel dieser Aufgabe ist der
Nachweis, dass das Randwertproblem
—Au=0 in €,
u=g auflp,

Oou=1 auf 'y
eine schwache Losung u € X besitzt. Hierfiir sollen Sie das Randwertproblem als
Variationsungleichung mit der Abbildung F' : X — X', u — F(u) und

Fluw) : X =R (F(u).¢) .y = [ (Vu, V),
formulieren.
a) Betrachten Sie die Menge
K={ueX|u=gaufI'p}.

Zeigen Sie, dass K konvex und abgeschlossen ist? Verwenden Sie hierbei,
dass es fiir jede messbare Teilmenge I' C 0f) einen stetigen und linearen
Spuroperator spur : H'(2) — H'?(I") gibt. Unter welchen Voraussetzungen
an die Funktion g ist K nichtleer?

b) Essei f: X — R definiert durch f(y) = [, ¥¢. Welche Voraussetzungen
an ¢ stellen sicher, dass f € X’ wohldefiniert ist?

c) Priifen Sie, ob die Abbildung F' monoton, stetig, endlichdimensional stetig
oder gestort monoton ist. Erfiilllt F' die Bedingung (M*)? Zeigen Sie, dass F’
fir I'p = () nicht koerziv ist. Hinweis: Falls T'p # 0 eine offene Teilmenge
des Randes 0X) ist, so ist F' koerziv.

d) Wir wéhlen ¢, so dass K nichtleer ist; die Funktion %, so dass f € X’
wohldefiniert ist und die Menge I'p, so dass F' koerziv ist. Zeigen Sie, dass
es eine Losung u € K der Variationsungleichung

(F(u) — f,uv—u) >0 firalleve K

gibt. Beweise Sie, dass u eine schwache Losung des obigen Randwertproblems
ist.

(Bitte wenden)



Aufgabe 2 (Existenzaussage fiir eine nichtlineare Gleichung).

Fiir € > 0 definieren wir die monotone Funktion 8. : R — R durch

0 falls 2 > 0
Bu(z) = {

sz falls z < 0.

Sei O C R” ein beschrinktes Gebiet und f € L?(Q). Zeigen Sie mit Hilfe der
Theorie der monotonen Operatoren, dass das Problem

—Au, + Be(ua) =f inQ

eine schwache Losung u. € H}(Q) besitzt.

Aufgabe 3 (Penalty-Methode).
Fiir e > 0 sei 5. : R — R wie in Aufgabe 2 definiert. Es sei {2 C R™ ein beschrénktes
Gebiet. Zu f € L*(Q) sei u. € H} () die Lésung von

—Au. + Be(us) = f in Q. (1)

Beweisen Sie eine Abschéatzung fir u, und schliefen Sie, dass fur eine Teilfolge
und ein u die Konvergenz u. — u in H}(Q) fiir ¢ — 0 gilt. Zeigen Sie, dass u die
eindeutige Losung eines Hindernisproblems ist: Es gilt « > 0 in €2 und

/Q<VU,V(w—u)>Z/Q<f,w—u> Vw € Hy () mit w > 0.

Hinweis: Verwenden Sie das Lemma von Stampacchia, um die Nichtnegativitit der
Grenzfunktion u zu zeigen. Testen Sie (1) mit den Funktionen (w — u.) fir den
Nachweis der Ungleichung.



