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Aufgabe 1.
a) Zeigen Sie folgende Aussage: Ist f : Rn → R stetig differenzierbar und kon-

vex, so ist der Gradient ∇f : Rn → Rn ein monotoner Operator.
Hinweis: Verwenden Sie die Stützebeneneigenschaft konvexer Funktionen (Auf-
gabe 1b auf Blatt 1).

b) Es seiK ⊂ R konvex und abgeschlossen sowie b ∈ R. Die Funktion F : R→ R
sei strikt monoton.

i) Diskutieren Sie die Bedeutung von F (u) = b sowie die Eindeutigkeit
der Lösung u.

ii) Diskutieren Sie für K := [0, 1] die Bedeutung der Variationsungleichung

〈F (u)− b, v − u〉 ≥ 0 für alle v ∈ K (1)

und weisen Sie nach, dass Lösungen u von (1) eindeutig sind. Bestimmen
Sie mittels einer Fallunterscheidung welche Gleichung bzw. Ungleichung
die Lösung u erfüllt.

Aufgabe 2 (Endliche Durchschnitte Eigenschaft).
Zeigen Sie, dass eine kompakte Menge K die folgende Eigenschaft besitzt. Falls
für eine Familie abgeschlossener Teilmengen Si ⊂ K, i ∈ I, alle endlichen Durch-
schnitte der Si nichtleer sind, dann ist auch der Durchschnitt ⋂

i∈I Si nichtleer.

(Bitte wenden)
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Aufgabe 3 (Ergänzungen zur Vorlesung).
a) Es sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet und α ∈ (0, 1). Zeigen Sie, dass es

eine Konstante CH = CH(Ω) ≥ 0 gibt, so dass für alle u, v ∈ Cα(Ω) gilt:

‖u · v‖Cα(Ω) ≤ CH‖u‖Cα(Ω)‖v‖Cα(Ω).

b) Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet, X := L2(Ω) und T > 0. Zeigen Sie
folgende Aussage: Ist f : R → R global lipschitzstetig und u ∈ C0(0, T ;X),
so ist auch f(u) ∈ C0(0, T ;X).

c) Führen Sie eine Rechnung durch, die folgende Aussage suggeriert. Ist a : Rn →
Rn ein monotoner Operator, so ist die Abbildung F : H1

0 (Ω)→ H−1(Ω) mit
F (u) := −∇ · a(∇u) ebenfalls monoton.
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