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Aufgabe 1. [Absolutstetige Funktionen| Fiir 77 > 0 sei die Abbildung F': (0,7) — R
t

darstellbar als Integral, genauer: Es gelte F(t) = [ f(s)ds fiir alle t € (0,7 fiir eine
0

Funktion f € L'((0,T),R). Eine Funktion F mit dieser Eigenschaft heifit absolutstetig.
Zeigen Sie: ' € W1(0,T;R) und die Distributionsableitung von F erfiillt F' = f (im
L'-Sinn, also fast iiberall). Fiihren Sie einen Beweis mit Approximationen.

Aufgabe 2. [Einfache Gronwall-Ungleichung] Fiir 7" > 0 betrachten wir eine Funktion
y € L'(0,T;R) := L'((0,T),R). Fiir reelle Zahlen yo, C' > 0 nehmen wir an, dass folgende
Integralungleichung gilt:

t
y(t) <wyo+ C’/ y(s)ds  vtel0,T].
0
Zeigen Sie, dass dann y die Wachstumsabschétzung
y(t) < yoe” YVt e [0,T]

erfiillt. Anleitung: Betrachten Sie die absolutstetige Funktion w(t) := e~ ¢! fot y(s) ds.
Verifizieren Sie fiir die distributionelle Ableitung von w die Ungleichung d,w(t) < yoe~ !
fiir fast alle t. Schlielen Sie die Aussage durch eine Integration und die nochmalige
Verwendung der Integralungleichung.

Aufgabe 3. [Gewdhnliche Differentialgleichung mit Inhomogenitét in LP] Wir betrachten
im Raum X = R¥ die Differentialgleichung

Oy(t) = f(y(t),t) +g(t) fiir t€[0,T], y(0)=1yo.

Hierbei sind gegeben: T > 0, yo € X, f : X x [0,T7] — X Lipschitz-stetig im ersten
Argument und stetig im zweiten Argument, die Inhomogenitiat g € LP(0,7; X) fiir ein
p € [1,00). Zeigen Sie, dass es eine eindeutige Losung y € WHP(0,T; X) gibt, so dass
die Differentialgleichung fiir fast alle ¢ € [0, T erfiillt ist und die Anfangsbedingung im
Spursinn.

Anleitung: Definieren Sie G € W'(0,T; X) durch G(t) = fotg(s) ds. Losen Sie die
Gleichung 0,2(t) = f(2(t) + G(t),t) zu z(0) = yo mit dem klassischen Satz von Picard-
Lindelof nach z (hier nutzen Sie aus, dass G stetig ist). Setzen Sie y = G + z.
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