Blatt 12 17.1.22

Ubungen zur Vorlesung

Partielle Differentialgleichungen
Wintersemester 2021 /22
Prof. Dr. B. Schweizer

Aufgabe 1. [Ein Randwertproblem] Auf Q = (0,1) C R! sei a : 2 — R definiert durch
a(z) = v/z. Gesucht wird eine Funktionen u : Q@ — R, die das folgende Randwertproblem
16st:

—Oz(a(x)0pu(z)) =1 fir z€Q,
u(0) =u(l) =0.

Entscheiden Sie, ob a € H'(Q). Losen Sie das Randwertproblem mit herkémmlichen
Methoden und stellen Sie fest, in welchen natiirlichen Funktionenrdumen die Losung u
liegt beziehungsweise nicht liegt.

Aufgabe 2. [Das Spektrum des Dirichlet-Problems auf Quadern] Fiir einen Vektor a =
(a1,...,a,) € R von (halben) Kantenlingen bezeichne Q, := {z € R" : |z;| < a;} den
zugehorigen Quader mit Mittelpunkt 0.

a) Berechnen Sie das Spektrum o = o, C R des Operators —A : H}(Q,) — H Q).
Hinweis: Es gilt A\ € 0 genau dann, wenn es ein nichttriviales u € H}(Q,) gibt mit
—Awu = Au. Solche Losungen kénnen mit Sinus- und Cosinus-Funktionen in jeder
Koordinatenrichtung gefunden werden.

b) Das Spektrum o, sei geordnet, o, = {\,(a)|m € No} mit A\,,,(a) < A\jiq(a) fiir alle
m € Ny, dabei sollen mehrfache Eigenwerte auch mehrfach als ein A, (a) aufgelistet
werden. Beweisen Sie fiir jedes m € N :

a#a, a;<a;Vj=1,....n = Ay(a) > \,(a).
c¢) Leiten Sie die folgende Abschitzung fiir die Dichte des Spektrums ab:

VA € (Aola),00) :  dist(\, 0q) < l\/Xi + W—z}

< 2
aj,  (2a5)
wobei aj, := min; a; die kiirzeste Kantenlénge ist.

Folgern Sie aus c) die Grenzbeziehung limg_,o 0., = [0,00) in dem Sinn, dass jede Zahl
p € [0,00) fiir R — oo durch Eigenwerte in og., approximiert werden kann.
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