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Aufgabe 1. [Regularitét mit einer bootstrapping-Methode] Es sei €2 ein beschrianktes
Gebiet mit glattem Rand, f € L?(Q2) und n = 3. Weiterhin sei u € H}(2) mit u > 0 eine
Losung von

—Au+ut=f.

Zeigen Sie u € H*(Q) und fiir ein C = C(||f||12()) die Abschétzung

Verwenden Sie die folgende Aussage: Zu jedem p € (1,00) existiert C, > 0 so dass
folgendes gilt: Fiir alle g € LP(Q2) und Lésungen v € Hi () der Gleichung

—Av=g
folgt v € W2?(Q) und die Abschitzung

1D%0]|o) < Collgllire)

Aufgabe 2. [Ein Randwertproblem im Quader| Der Quader € und die Basisfunktionen
U, seien wie in der Vorlesung oder auf Seite 133 im Buch. Es sei

u(r) = Z bV (z) mit Konvergenz in L*(Q)

keNT

und es gelte

D (14 [E])[bef* < o0

keN?
Zeigen Sie u € H'(Q) und
oju(x) = Z by0; ¥, (7) mit Konvergenz in L*(2).

keNn

Aufgabe 3. [Existenz und Regularitéit] Es seien 2 ein beschrénktes Gebiet im R™ und
Ay eine (konstante) n x n-Matrix, mit der folgenden Eigenschaft: Fiir alle f € L*(Q) hat
das Problem

Y (AVu)=f,  ue HY(Q) 1)

eine Losung u € H?(Q) und es gelten die Abschitzungen

ullmr) < Cllflla-10) ullm20) < Cllfllz2@)



fiir eine von v und f unabhéngige Konstante C' > 0. Betrachten Sie nun die das Matrix-
Feld A € CY(Q,R™") mit ||A — Aollom < € und [|A[|cr @) =t Ca und weiterhin das
Problem

-V - (AVu) = f, u € Hy(9). (2)

Zeigen Sie: Es existiert gy > 0, so dass fiir alle 0 < € < g eine Losung v € H?(Q) des
Problems existiert.

Anleitung: Beweisen Sie die Aussage in vier Schritten:

(i) Das Problem (2) besitzt eine Losung v € Hg(Q2) und es gilt ||ul|gn < C||f]| 12

(ii) Fiir hinreichend kleines ¢ > 0 gilt unter der Annahme u € H?*(Q) die a priori
Abschitzung ||u||gz < C|| f]|z2-

(iii) Zeigen Sie mit einer Iterationsabbildung und einem Fixpunktsatz die Aussage unter
der Voraussetzung [|A — Ag|lc1q) < €.

(iv) Verwenden Sie eine Kontinuitdtsmethode, um die Aussage der Aufgabe zu beweisen.
Betrachten Sie dazu B := A — Ay und die Menge der t € [0, 1], so dass das Problem
—V - ([Ag + tB]Vu;) = f eine Losung u;, € H?(2) besitzt.
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