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Aufgabe 1. [Helmholtz Zerlegung von H!(£2,R")] Sei 2 C R™ beschrinkt mit Lipschitz-
Rand der Klasse C?. Wir betrachten Funktionen u : € — R" mit verschwindender
Normalenkomponente am Rand,

ue H (LR :={ue Hl(Q,R”){uw/: 0 auf 90} .

Zeigen Sie, dass sich jede Funktion u € H! (2, R") zerlegen lisst in einen divergenzfreien
Anteil und einen Gradienten: Fiir alle u € H!(Q,R") existieren w,g € H(Q2, R") mit
u=w + g und

V-w=0in Q, J¢y e H*(Q): g= V.

Die Zerlegung ist eindeutig, es gilt also H}(Q2) = W @& Z mit L*(Q)-orthogonalen Un-
terraumen.

Aufgabe 2. [Differenzenquotienten II] Sei @ C R"™ beschrénkt und offen und €' CC Q
eine kompakt enthaltene offene Teilmenge. Fiir z € Q' und h € R mit 0 < |h| <
+dist(Q, 02) definieren wir den i-ten Differenzenquotienten der GréBe i durch

Dlu(z) u(x + hefi) — u(x) |

und setzen D"y := (D}, ..., D). Fiir p € (1,00) und eine Funktion u € LP(2) gelte
die Abschéitzung
ID"ull Loy < Co

unabhéngig von h. Zeigen Sie, dass dann ulo € WP(QY) gilt mit [|[Vu|| 1@y < Co.
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