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Aufgabe 1. [Bi-Laplace Operator| Sei  C R" ein beschriinktes Gebiet mit C*-Rand,
f € L*(Q). Eine Funktion u € HZ(Q) heifit schwache Lsung von

A*u=f in Q, u=0 und d,u=0 auf o, (1)

falls fiir alle Testfunktionen ¢ € HZ(Q)

[auae= | re.

Beweisen Sie, dass zu jedem f € L%*()) genau eine schwache Losung u € HZ(Q) von
Problem (1) existiert.

Anleitung: Beschreiben Sie das Problem mit einer geeigneten Bilinearform. Zeigen Sie
die Identitit [, |D?*u|* = [, |Aul* fiir glatte Funktionen mit kompaktem Tréiger und
schlieen Sie daraus die Koerzivitit der Bilinearform.

Aufgabe 2. [Differenzenquotienten I] Sei 2 C R" beschrankt und ' CC Q eine kompakt
enthaltene Teilmenge, also ' C Q. Wir betrachten v € L] (Q). Fiir x € Q' und h € R

loc

mit 0 < |h| < 3dist(Q', 0Q) definieren wir den i-ten Differenzenquotienten der Grofe h

durch (&1 he) ()
+ ne;) —ulx
D _ ul ;
e ) —uls)
und setzen D"y := (D%, ..., D). Seien nun p € [1,00), u € W'P(Q). Zeigen Sie die

Abschétzung

|1 D"ul| ooy < ([ Dullzoe) -

Aufgabe 3. [Caccioppoli Ungleichung] Sei @ C R" offen und ' CC Q eine kompakt
enthaltene Teilmenge. Zeigen Sie, dass es eine Konstante C' > 0 gibt mit der Eigenschaft:
Fiir jedes f € L*(Q2,R) und jede Losung u € H'(Q) von

—Au= fin

gilt die Caccioppoli-Abschéitzung

IVula < € (llullam + 1 ) -

Anleitung: Benutzen Sie eine Abschneidefunktion © € C°(Q2, R) mit Werten in [0, 1] und
© =1 auf . Testen Sie die Gleichung mit der Funktion ©2u.



Aufgabe 4. [Alternativer Beweis von Lax-Milgram| Beweisen Sie Lax-Milgram fiir eine
stetige koerzive Bilinearform a : H x H — R auf einem Hilbertraum H. Gehen Sie wie
folgt vor: (1) Es gibt einen linearen stetigen Operator T': H — H mit a(u,v) = (Tu,v)
fir alle u,v € H. Zu f € H' gibt es ein fy € H mit f(v) = (fy,v) fiir alle v € H. (2)
Betrachte fiir « € R die Abbildung F,, : H — H, F,(u) := u—a(Tu— fy). Zeigen Sie mit
dem Banachschen Fixpunktsatz, dass man « so wahlen kann, dass F,, einen Fixpunkt
besitzt.
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