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Aufgabe 1. [Skalierung der Poincaré Konstanten] Zeigen Sie mit einem Skalierungsar-
gument, dass in der Poincaré-Ungleichung fiir W, *(€) Funktionen (mit 1 < p < 00) eine
Konstante der Form Cy(£2, p) = C1(p)diam(2) gewéhlt werden kann. Anleitung: Ein be-
liehiges Gebiet Q € R” mit 0 € Q wird mit r > 0 skaliert zu Q = rQ C B;(0), Funktionen
u: Q — R werden vermoge # = ro und (%) = u(z) zu @ : Q — R transformiert.

Aufgabe 2. [Poincaré Konstante mit zweiten Ableitungen| Zeigen Sie fiir beschriankte
Lipschitz-Gebiete 2 C R™ mit einer Konstanten Cy = Cy(Q2) die Abschitzung

lull g2y < C’0||D2u||L2(Q) Yu € Hy (Q) N H*(Q).
Anleitung: Benutzen Sie zwei Poincaré-Ungleichungen.

Aufgabe 3. [Harmonische Funktionen im Einheitskreis] Fiir = B;(0) C R? betrachten
wir Losungen der Laplacegleichung

Au=0 in €, u=g auf 0.

Die Randwerte werden in der Winkelvariablen mit Koeffizienten (ay)ren entwickelt,
g(¢) = D pen ar cos kp. Entwickeln Sie u(r,p) = >, . br(r) cosky in Polarkoordina-

ten und zeigen Sie
2

1 k
6fbk+;8rbk—ﬁbk =0 VkeN.

Finden Sie zwei Losungen in Form von Polynomen und betrachten Sie eine davon (mit
Begriindung). Geben Sie dann eine Bedingung an (ay)x an, welche eine endliche Energie
[ IVu|? garantiert. Zeigen Sie, dass es eine Familie (ay)x gibt, so dass die Randwerte
stetig sind, aber die Energie unbeschrankt.

Aufgabe 4. [Natiirliche Randbedingungen| Sei 2 C R™ beschréankt mit Lipschitz-Rand,
v der Normalenvektor und (.,.) das Skalarprodukt von L?(£2). Sei u € H?(f2) eine schwa-
che Losung des Neumann-Problems zu f € L*(€2), es gelte also

(Vu, Vo) = (f,¢) Ve H(Q).
Zeigen Sie, dass u die Gleichungen
—Au =f inQ, d,u =0 auf 00

im Distributionssinn beziehungsweise im Spursinn erfiillt.
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