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Aufgabe 1. [Distributionell harmonische Funktionen I| Eine integrierbare Funktion w :
) — R in einem Gebiet 2 ist harmonisch im Distributionssinn, falls

/uAgp =0 fiir alle p € C3(9).
Q

Beweisen Sie, dass eine solche Funktion mit der Regularitit v € C?(€2) im klassischen
Sinn harmonisch ist.

Sei Q C R" Lipschitz-Gebiet und u € H'(2) harmonisch im Distributionssinn. Zeigen
Sie mit einem Dichtheitsargument, dass u auch schwach harmonisch ist,

/Vu~V<p:0 Y € Hy().
0

Aufgabe 2. [Zur Einbettung H' < /2 in einer Dimension] Auf dem Intervall I = (a, b)
sei u eine Funktion der Klasse u € H'(I,R). Zeigen Sie, dass fiir fast alle x,y € I gilt:

[u(@) = u(y)| < |0sullzzqy |z —yI'2.

Zeigen Sie, dass man einen stetigen Repréasentanten fiir u finden kann.
Anleitung: Zeigen Sie die Ungleichung erst fiir klassisch differenzierbare Funktionen, und
arbeiten Sie dann mit Hilfe eines Dichtheitsarguments.

Aufgabe 3. [Gegenbeispiel zu den Sobolev-Einbettungen und zum Spursatz| Im Zwei-
dimensionalen sei Q@ = Bj;(0) € R?* und u(z) = log|log|z||. Zeigen Sie mit dieser
Funktion:

a) Es gibt keine stetige Einbettung H'(Q) < L>=(Q).
b) Es gibt keinen stetigen Punkt-Auswertungsoperator S : H'(Q) — R, so dass S(u) =
u(0) fiir u € CY(Q).

Aufgabe 4. [Die Spur in den Normen L*(Q2) und H'(Q)] Das Gebiet  C R™ sei be-
schrankt mit Lipschitz Rand. Zeigen Sie fiir den Spuroperator die Abschéatzung

Ispur ul|Z200) < Cllullza) lull e -

Information zur Interpretation: Die rechte Seite kann mit |ju|?,, . (o) Verglichen werden.

Abgabe am 4.11.21



