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1) Lemma von Stampacchia

a) Sei Ω ⊂ Rn ein beschränktes Lipschitz Gebiet und u ∈ H1(Ω). Zeigen Sie
spur(u+) = (spur u)+.
b) Sei Ω offen und beschränkt und u ∈ H1

0 (Ω). Zeigen Sie u+ ∈ H1
0 (Ω).

Anleitung: Für a) betrachten Sie zunächst u ∈ C1(Ω̄). Für ε > 0 und

θε(t) =

{√
t2 + ε2 − ε für t ≥ 0

0 für t < 0

gilt spur(θε(u)) = θε(spur(u)). Untersuchen Sie beide Seiten dieser Gleichung auf Kon-
vergenz für ε→ 0 in L2(∂Ω). Allgemeine u ∈ H1(Ω) werden durch glatte Funktionen uk
in der H1-Norm approximiert; zeigen Sie ||(uk)+ − u+||H1(Ω) → 0 für k →∞.
Für b) betrachten Sie eine approximative Folge uk ∈ C∞

c (Ω). Verwenden Sie
||(uk)+ − u+||H1(Ω) → 0 aus a) (dies gilt auch für Gebiete, die nicht Lipschitz sind). Ap-
proximieren sie dann (uk)+ durch geeignete C∞

c (Ω)-Funktionen.

2) Optimale Poincaré-Konstante

Sei Ω ⊂ Rn beschränkt, offen und mit C1-Rand ∂Ω. Die Poincaré-Ungleichung lautet∫
Ω

u2 dx ≤ C

∫
Ω

|∇u|2 dx für alle u ∈ H1
0 (Ω).

Zeigen Sie, dass C = 1/λ1 die optimale Konstante ist, wobei λ1 der kleinste Eigenwert
von −∆ ist.
Anleitung: Verwenden Sie die Tatsache (ohne Beweis), dass eine Orthonormalbasis
{wk|k ∈ N} von L2(Ω) existiert mit: wk ∈ H1

0 (Ω) ist Eigenfunktion von −∆ und je-
des v ∈ L2(Ω) lässt sich schreiben als

v =
∞∑
k=0

(v, wk)L2(Ω)wk

mit Konvergenz der Reihe in L2(Ω).



3) Eine Hardy-Ungleichung

Sei n ≥ 3. Zeigen Sie, dass es eine Konstante C = C(n) > 0 gibt, so dass∫
Rn

u(x)2

|x|2
dx ≤ C

∫
Rn

|∇u(x)|2 dx

für alle u ∈ C∞
c (Rn) gilt.

Hinweis: Es gilt
∣∣∣∇u+ λ x

|x|2u
∣∣∣2 ≥ 0 für alle λ ∈ R.

4) Galerkin-Verfahren

Sei H ein Hilbertraum und existiere eine Folge von endlichdimensionalen Unterräumen
(Hn)n ⊂ H mit

• Hn ⊂ Hn+1 für alle n ≥ 1,

•
⋃

n∈N Hn = H.

Seien weiter L : H → R stetig und linear und a : H × H → R stetig, koerziv und
bilinear: Für u, v ∈ H gilt a(u, v) ≤ C0 ||u||H ||v||H und a(u, u) ≥ c0 ||u||2H für Konstanten
0 < c0 < C0.
a) Zeigen Sie: Für jedes n ∈ N existiert ein un ∈ Hn mit

a(un, v) = L(v) ∀v ∈ Hn

und es existiert ein u ∈ H mit

a(u, v) = L(v) ∀v ∈ H.

b) Zeigen Sie die Konvergenz un → u in H für n→∞.
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