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1) Einfache Gronwall-Ungleichung

Gilt fiir eine Funktion y € L'(0,T;R) die Integralungleichung

o0 <o+ C | Ws)ds e o,T), W

so gilt auch
y(t) < yoe".

Anleitung: Definieren Sie z(t) als Losung der entsprechenden Integral-Identitéit, also als
Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung. Zeigen Sie y < z.

2) Entwicklung in eine Fourier-Reihe

(7) Fiir das Gebiet 2 = (0, 1) betrachten Sie die Losungen der Wirmeleitungsgleichung

ou(x,t) = 0%u(x,t) V (x,t) € Q x (0, 00),
uw(0,t) =u(l,t)=0 Vte(0,00),
u(z,0) = ug(x) Vael

Fiir das Anfangsdatum gelte ug € C'([0,1]) mit uo(0) = up(1l) = 0. Geben Sie eine
Darstellung der Losung mit einer Fourier-Reihe an. (Hinweis: Die ungerade Fortsetzung
von ug kann auf (—1,1) in eine Fourier-Reihe entwickelt werden.) Uberpriifen Sie die
Energierelation fiir die Losung.
(1) Auf einem Gebiet 2 C R" verwenden wir die Eigenfunktionen u, des Laplace-
Operators, —Au;, = Apug, um Losungen der Wérmeleitungsgleichung d,u = Au zu
entwickeln,

u(z,t) = Z cr(t)ug(x) .

keN

Geben Sie die Koeffizienten ¢ (t) mit Hilfe der Entwicklungskoeffizienten ay, der Anfangs-
werte ug explizit an und {iberpriifen Sie wiederum die Energierelation.



3) Hohere Regularitét in der Warmeleitungsgleichung

Betrachten Sie Losungen u € L2(0,T; H}(2)) der Wirmeleitungsgleichung und leiten Sie
a priori Abschétzungen hoherer Ordnung fiir u ab. Differenzieren Sie dazu die Gleichung
nach der Zeit und verwenden sie Zeitableitungen von u als Testfunktionen. Stellen Sie
geeignete Bedingungen an die Daten f und wug.

Abgabe am 25.1.16 in der Vorlesung.



