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1) Existenz und Regularitét

Es seien Q2 ein beschrinktes Gebiet im R™ und A, eine (konstante) n x n-Matrix, mit der
folgenden Eigenschaft: Fiir alle f € L?(2) hat das Problem

~V - (AVu) = f,  u€ Hy(Q) (1)
eine Losung u € H?(Q2) und es gilt
ull 20y < ClIfll2@)

fiir eine von u und f unabhéngige Konstante C' > 0. Betrachten Sie nun die das Matrix-
Feld A € CY(Q,R™") mit [|A — Aollco@) < € und [|A][c1@) =t Ca und weiterhin das
Problem

—V - (AVu) = f, u € Hy(9). (2)
Zeigen Sie: Es existiert €y > 0, so dass fiir alle 0 < € < g¢ eine Losung v € H?(Q) des
Problems existiert.

Anleitung: Beweisen Sie die Aussage in vier Schritten:

(i) Das Problem (2) besitzt eine Losung v € Hg () und es gilt ||ul|zn < C||f]| 22

(i) Fiir hinreichend kleines ¢ > 0 gilt unter der Annahme u € H?*(Q) die a priori
Abschétzung |[ul| gz < C|| f]| 2.

(iii) Zeigen Sie mit einer Iterationsabbildung und einem Fixpunktsatz die Aussage unter
der Voraussetzung ||A — Ag|lc1q) < €.

(iv) Verwenden Sie eine Kontinuitdtsmethode, um die Aussage der Aufgabe zu beweisen.
Betrachten Sie dazu B := A — Ay und die Menge der t € [0, 1], so dass das Problem
—V - ([Ao + tB]Vu;) = f eine Losung u; € H?(2) besitzt.

2) Schwaches Minimumprinzip

Sei  C R™ beschréinkt. Eine Funktion u € H'(2) heifit schwache Lésung der Gleichung
—Au > 01in 2, u =0 auf 09, falls

uEH&(Q)und/Vu-V@ZO Vo € Hy(Q), ¢ > 0.
Q

Zeigen Sie, dass fiir solche u ein Minimumprinzip gilt, dass also u > 0 in 2.



3) Ein Randwertproblem

Seia: (0,1) — R definiert durch a(z) = y/z. Gesucht wird eine Funktionen u : [0, 1] — R,
die das folgende Randwertproblem 16st:

—(a(z)u'(z)) =1 fiir z € (0,1),
u(0) =u(l) =0.

Entscheiden Sie, ob a € H}(0,1). Losen Sie das obige Problem mit herkdmmlichen Me-
thoden und entscheiden Sie in welchem Funktionenraum die Losung liegt bzw. nicht

liegt.

4) Stetige und kompakte Einbettungen

a) Es seien X, Y und Z Banachrdume mit stetigen Einbettungen J; : X — Y und
Jo Y — Z. Die Einbettung .J; sei zudem kompakt. Beweisen Sie, dass es zu jedem
e > 0 eine Konstante C'(¢) > 0 gibt, so dass fiir alle z € X gilt:

|Jvelly < ellzllx + C )| J2(r)]]2-

b) Zur Veranschaulichung von a): Fiir R > 0 sei 2 = Br(0) C R™. Zeigen Sie mit Hilfe
elementarer Methoden, dass es zu jedem ¢ > 0 eine Konstante C(e) > 0 gibt, dass fiir
alle u € C%*(Q) gilt:

||VUHC(§) < 5HD2UHC(§) + C(g)HUHc@)-
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