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1) Differenzenquotienten

Es seien Ω und Ω̃ Gebiete mit Ω̃ ⊂⊂ Ω. Für 0 < |h| < dist(Ω̃, ∂Ω) und x ∈ Ω̃ betrachte
den i-ten Differenzenquotienten

Dh
i u(x) =

u(x + hei)− u(x)

h
für i ∈ {1, ..., n}

und Dhu := (Dh
1u, ..., D

h
nu).

Es sei 1 < p <∞ und u ∈ Lp(Ω̃). Es gebe eine Konstante C, so dass

||Dhu||Lp(Ω̃) ≤ C

für alle 0 < |h| < 1
2
dist(Ω̃, ∂Ω). Zeigen Sie: Dann gilt u ∈ W 1,p(Ω̃) mit ||Du||Lp(Ω̃) ≤ C.

2) Ein bootstrapping Argument

Es sei Ω ein beschränktes Gebiet mit glattem Rand, f ∈ L2(Ω) und n = 3. Weiterhin sei
u ∈ H1

0 (Ω) mit u ≥ 0 eine Lösung von

−∆u + u4 = f.

Zeigen Sie u ∈ H2(Ω) und die Abschätzung

||u||H2(Ω) ≤ C(||f ||L2(Ω)).

Verwenden Sie die folgende Aussage: Zu jedem p ∈ (1,∞) existiert Cp > 0 so dass
folgendes gilt: Für alle g ∈ Lp(Ω) und Lösungen v ∈ H1

0 (Ω) der Gleichung

−∆v = g

folgt v ∈ W 2,p(Ω) und die Abschätzung

||D2v||Lp(Ω) ≤ Cp||g||Lp(Ω).



3) Ein Randwertproblem

Es sei
ũ(x) =

∑
k∈Nn

∗

bkΨk(x) mit Konvergenz in L2(Ω),

wobei gelte ∑
k∈Nn

∗

(1 + |k|)2|bk|2 <∞.

Zeigen Sie ũ ∈ H1(Ω) und

∂jũ(x) =
∑
k∈Nn

∗

bk∂jΨk(x) mit Konvergenz in L2(Ω).

Für das Gebiet Ω und die Funktionen Ψk vergleiche Vorlesung oder Seite 133 im Buch.

Abgabe am 11.1.16 in der Vorlesung.


