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1) Differenzenquotienten

Sei  C R" beschrénkt, u € L;,.(Q2) und Q cc Q. Wir definieren fiir z € Q und h € R
mit 0 < |h| < 3dist(€2, 9Q) den i-ten Differenzenquotienten der Gréfie h durch

Dlu(z) = u(z + he}i) — u(x) |

und setzen D"u := (D{u, ..., Dju). Seien nun p € [1,00) und u € W'?(Q). Zeigen Sie,
dass zu 2 CC 2 eine Konstante C' existiert, so dass, unabhéngig von h,

1D ull oy < ClDUl Loy -

2) Eine Cacciopoli Ungleichung

Sei  C R offen und Q' € ' C Q eine kompakte Teilmenge. Zeigen Sie, dass es eine
Konstante C' > 0 mit folgender Eigenschaft gibt: fiir jedes f € L*(©2,R) und jede Lisung
u € H(Q) von

—Au= fin Q2

gilt die Abschétzung

IVl < C (luliZa + 1132 -

Anleitung: Benutzen Sie eine Abschneidefunktion © € C°(Q2, R) mit Werten in [0, 1] und
O =1 auf . Testen Sie die Gleichung mit der Funktion ©?(z)u(z).



3) Helmholtz Zerlegung von H!(Q, R™)

Sei 2 C R™ beschriankt mit Lipschitz-Rand der Klasse C2. Wir betrachten Funktionen
u : 2 — R™ mit verschwindender Normalenkomponente am Rand,

ue Hy(QR") :={ue H(QR")|u-v=0auf 00} .

Zeigen Sie, dass sich jede Funktion v € H!(€, R™) zerlegen lisst in einen divergenzfreien
Anteil und einen Gradienten: Fiir alle u € H}(Q, R") existieren w, g € H!(,R™) mit
u=w + g und es gilt

V-w=0in Q, Jyp e H*(Q): g= V.
Die Zerlegung ist eindeutig und wir kénnen entsprechend den Raum zerlegen als
HI()=WaZ

in L?(Q)-orthogonale Unterrdume. Anleitung: Konstruieren Sie v als Losung einer Glei-
chung und verwenden, dass Losungen des Neumann-Problems auf € in H?(f2) liegen.

Abgabe am 4.1.16 in der Vorlesung.



