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1) Skalierung der Poincaré Konstanten

Zeigen Sie mit einem Skalierungsargument, dass in der Poincaré-Ungleichung fiir VVO1 Q)
Funktionen (mit 1 < p < 00) eine Konstante der Form Cy(€2, p) = C(p)diam(2) gewihlt
werden kann. Anleitung: Ein beliebiges Gebiet 2 C R™ mit 0 € 2 wird mit r > 0 skaliert
zu Q = rQ C By(0), Funktionen u : Q — R werden vermoge # = rz und @(Z) = u(z) zu
i : Q — R transformiert.

2) Harmonische Funktionen im Einheitskreis

Fiir Q = B;(0) C R? betrachten wir Lésungen der Laplacegleichung
Au=0 1in u=g¢g auf 0.

Die Randwerte werden in der Winkelvariablen mit Koeffizienten (ay)ren entwickelt,
(@) = D ke ar cos kp. Entwickeln Sie u(r,p) = >, . br(r) cosky in Polarkoordina-
ten und zeigen Sie

9 1 k?

Oy by, + =0:by — — by, = 0 Vk € N.
r r

Finden Sie zwei Losungen in Form von Polynomen und betrachten Sie eine davon (mit
Begriindung). Geben Sie dann eine Bedingung an (ay)x an, welche eine endliche Energie
[ IVu|? garantiert. Zeigen Sie, dass es eine Familie (ay)x gibt, so dass die Randwerte
stetig sind, aber die Energie unbeschrankt.



3) Natiirliche Randbedingungen

Sei 2 C R"™ beschrinkt mit Lipschitz-Rand, v der Normalenvektor und (.,.) das Ska-
larprodukt von L?(2). Sei u € H?*(Q2) eine schwache Losung des Neumann-Problems zu
f e L*Q), es gelte also

(Vu, Vo) = (f,0) Vo€ H(Q).
Zeigen Sie, dass u die Gleichungen
—Au = f in (), d,u =0 auf 90

im Distributionssinn beziehungsweise im Spursinn erfiillt.

4) Bi-Laplace Operator

Gegeben seien ein C?-berandetes, beschrinktes Gebiet 0 C R™ und eine Funktion f €
L*(Q2). Eine Funktion u € HZ(2) heifit eine schwache Losung des Problems

A*u=f inQ,

_ _ ()
u=0 und Jd,u=0 auf o,

falls fiir alle Testfunktionen ¢ € HZ(Q)

[auag= | re.

Beweisen Sie, dass zu jedem f € L?*() genau eine schwache Losung u € HZ(Q) von
Problem (x) existiert. Anleitung: Beschreiben Sie das Problem mit einer geeigneten
Bilinearform. Um die Koerzivitidt der Bilinearform zu zeigen, verwenden Sie folgen-
de Regularititsabschitzung: Fiir alle v € H}(Q) mit —Av = f gilt die Abschitzung

v|lm2 < C(Q) || foll L2-
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