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1) Sobolevraume (8 Punkte)

Geben Sie fiir ein Gebiet  C R" die Definition des Sobolevraumes W1P(2) an. Erkldren Sie
die Bedeutung der vorkommenden Ausdriicke.

2) Lemma von Stampacchia und Kettenregel (12 Punkte)

a) Zeigen Sie fiir ¢ € C}(R,R) und u € H'(Q,R):
V(¢ ou) = (u)Vu.
b) Zeigen Sie fiir u € H(Q,R):
V0u| = Vul,s0 — Vul,co.
c) Skizzieren Sie einen Beweis fiir folgende Aussage: Fiir u € H1(2,R) N L*°() gilt
V(|ul?) = 3Ju|*(Vulyso — Vulyco).

3) Elliptizitét (10 Punkte)

Definieren Sie fir A : Q@ — R™™ und die Gleichung —V - (A - Vu)(z) = f(x), was unter
Elliptizitdt der Matrix A zu verstehen ist. Berechnen Sie fiir elliptische Matrizen A und f €
L?(Q) eine a priori Abschéitzung fiir Losungen u € H}(€2) der Gleichung auf einem beschréinkten
Gebiet.

4) Spur fiir Produkte (8 Punkte)

Skizzieren Sie einen Beweis der Aussage spur(uv) = spur(u)spur(v) fiir u,v € HY(Q).

5) Poincaré Ungleichung in unbeschrankten Gebieten (8 Punkte)

Sei €2 C R™ ein nicht notwendigerweise beschréanktes Gebiet. Es gelte B;(0) C 2. Beweisen oder
widerlegen Sie: Es gibt eine Konstante C' > 0, so dass

/ lu? < C'/ |Vu|? fiir alle w € H'(Q) mit ][ u=0
Q Q B1(0)

6) H?-Regularitit (10 Punkte)

Formulieren Sie einen Satz zur H2-Regularitit von Losungen einer elliptischen Gleichung.

7) Zeitdiskretisierung (10 Punkte)

Formulieren Sie eine Zeitdiskretisierung fiir die Gleichung dyu = Au mit u(t) € H} () fiir fast
alle t. Zeigen Sie fiir beschrinkte Gebiete €2 die Existenz von Losungen der Zeitschrittgleichung
mit dem Satz von Lax-Milgram.



8) Bochner-Réume (11 Punkte)

Es sei  beschriinkt. Eine Folge u® sei beschrinkt im Bochner-Raum L?(0,T; H(2)), zudem
sei Oyu® beschriinkt im Bochner-Raum L2(0,7; H~1(f2)). Eine Funktion F : R — R sei stetig
und beschrinkt. Beweisen oder widerlegen Sie F'(uf) — F(u) im Raum L2(0,T; L?()) fiir eine
Teilfolge.

9) Poincaré Ungleichung in L* (11 Punkte)

Zeigen Sie fiir beschrinkte Gebiete 2 C R™: Es existiert eine Konstante C' > 0, so dass

/\u!4 < C/ |Vul|* fiir alle u € WOIA(Q).
Q Q

Hinweis: Sie diirfen die L?-Poincaré Abschitzung verwenden.

10) Randbedingungen auf kleinen Randstiicken (12 Punkte)

Es sei Q. = B1(0) \ B-(0). Die Funktion u. € H(Q.) lose

—Au, =0 1in Q.
ue = 0 auf 9B1(0)
Oyue = g- auf 0B(0)

mit |[ue|[z(0.) < C und |[ge[zap.) < C. Zeigen Sie: Fiir alle 7 > 0 gilt u. — 0 in

L?(B1(0) \ B,(0)) fiir e — 0.

} B1(0)\Br(0)



