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Aufgabe 1 (Lumpensammleraufgabe).

a) Wiederholen Sie den Beweis des Trennungssatzes.

b) Sei K eine konvexe Teilmenge des R™ und f : K — R konvex. Zeigen Sie
folgende Aussage:
Fiir Punkte z1,...,2, € K und Zahlen 7y,...,7, € [0,1] mit 7", 7; = 1

gilt:
f( Tﬂj) <y o7if(xy).
j=1 7j=1

c) Geben Sie eine stark abgeschlossene Menge an, die nicht schwach abgeschlos-
sen ist.

d) In der Vorlesung wurde im Beweis des Lemmas von Mazur die Menge

N
K = {Z i

i=1

N
N e Nund y; € [0,1] firi € {1,..., N} mit Zuizl}

=1

betrachtet. Zeigen Sie, dass K und K konvex sind.

Aufgabe 2 (Jensen’sche Ungleichung).

Sei 2 C R™ offen und beschriankt. Wir verwenden den Mittelwertoperator

M<U>::|(12]/Qv:]év’

der jedem v € LY(Q2,R™) seinen Mittelwertvektor in R™ zuordnet. Zeigen Sie

folgende Jensen’sche Ungleichung;:
Ist f: R™ — R konvex und u € L'(2,R™), so gilt:

fM(u)) < M(f(w)).

Hinweis: Verwenden Sie die Stiitzebenen aus Aufgabe 1 auf dem Prdsenzblatt. Hier-
bei dirfen Sie ohne Beweis verwenden, dass eine konvexe Funktion f : R™ — R
stets stetig ist.

(Bitte wenden)



Aufgabe 3 (Projektionssatz).

Sei X Hilbertraum und K C X nichtleer, konvex und abgeschlossen. Zeigen Sie
mit der Direkten Methode der Variationsrechnung:
Zu jedem z € X gibt es genau ein z € K mit

iz — 2] = dist( K) = inf Jlo — ).

Aufgabe 4 (Kompaktheit der Spur).

Sei 2 C R™ ein beschréanktes Lipschitz-Gebiet. Zeigen Sie, dass fiir den Spurope-
rator spur gilt:
spur : H'(Q) — L*(0S)  ist kompakt.

Anleitung: Es geniigt zu zeigen, dass u, — u in H'(Q)) die Konvergenz spur uy —
spur u in L*(0Q)) impliziert. Dabei kann man sich ohne Einschrinkung auf u = 0
beschrinken. Die Aussage spur u, — 0 in L*(0Q) wird auf den einzelnen Zylin-
dergebieten einer Uberdeckung des Randes wie in der Definition von Lipschitz-
Gebieten gezeigt. Verwenden Sie dabei die Definition der Spur, die Gleichung
|spur ug|* = spur|ug|? sowie die Rellich-Einbettung.



