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Aufgabe 1 (Holderstetigkeit von WP (0, T'; X )-Funktionen).

Zu einem Banachraum X, 7" > 0 und p € (1,00) betrachten wir den Raum
WhP(0,T; X). Zeigen Sie, dass es eine Zahl o > 0 gibt, so dass jede Funktion
u e WHP(0,T; X) einen Reprisentanten u € C%([0, 7], X) hat.

Aufgabe 2 (Keine Stetigkeit im Hilbertraum fiir p < 2).
[1, Theorem 10.9] liefert fiir p = 2 eine stetige Einbettung

L0, T; V)N W0, T, V") — C°([0,T), H).

Zeigen Sie, dass fiir allgemeine Gelfand-Tripel (V, H, V') und p < 2 keine derartige
Einbettung existiert.

Anleitung: Verwenden Sie ein Gelfand-Tripel, in dem eine Folge v, € V' exis-
tiert mit |lox||% = ||lvkllv||vellv: = 1 und |Jug|ly — oo. Betrachten Sie stiickweise
affine Funktionen uy : [0,T] — V mit ug(0) = v, und ug(t) = 0 ¥Vt > 0y, fir eine
geeignet gewdhlite Folge o, — 0.

Aufgabe 3 (Interpolation von Sobolev-Riumen).

Sei I = (0,T) ein Zeitintervall, zur Vereinfachung der Notation betrachten wir
hier T' = 27, X sei ein Hilbertraum. Fir o > 0 kénnen Sobolevraume H*(I, X)
definiert werden mit Hilfe der Koeffizienten der Fourier-Reihe. Wir setzen a; :=
[y e *u(t) dt € X fiir k € Z und definieren eine Norm auf H%(I, X) durch

HUH%JQ(I,X) = (14 kP a5 -
kez

Fiir ein weiteres Intervall Q = (0,27) betrachten wir nun Funktionen u : I —
L3(2). Zeigen Sie fiir € (0, 1), dass eine stetige Einbettung

H'(I,LX(Q)) N L* (1, H*(Q)) — H*(I, H***(Q,R))
existiert. Entwickeln Sie dazu eine Funktion u € L*(I, L*(2)) in einer zweifachen

Fourier-Reihe als o
U(ZL’, t) — Z Z kaezktezlx
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und schreiben Sie die Normen als

ullFr g r2y = C D D (L4 k) be?, NullZzgmz@)y = C Y Y (14 11)]bral?
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Sie erhalten die Abschéitzung in H*(I, H>~2%(2,R)), indem Sie die entsprechende
Norm ausschreiben und die Young’sche Ungleichung anwenden.

Literatur

[1] B. Schweizer, Partielle Differentialgleichungen. Eine anwendungsorientierte
FEinfiihrung, Springer, Heidelberg (2013)



