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Aufgabe 1 (Minimale Graphen).

Sei 2 C R™ ein beschrianktes Gebiet mit Lipschitz-Rand. Zeigen Sie die schwache
Unterhalbstetigkeit des Fléachen-Funktionals

A(u) ::/Q\/l—i-\VuP, u € WH(Q).

Zu g € WHH(Q) sei u € WH(Q) ein Minimierer von A unter den Nebenbedingun-
gen

u = g auf 02 und /u:l.
Q
Welche Gleichung 16st u?

Aufgabe 2.

Fiir den Wiirfel 2 = (0, L)® C R3 betrachten wir den Raum der mittelwertfreien
periodischen Sobolev-Vektorfelder

HL (2 R?) = {w e HY(QR?) | w e H. (R*:R?) und /Qw - 0},
wobei w : R3 — R? die Q-periodische Fortsetzung von w :  — R? sei.
Zeigen Sie:

(a) Zu f € (H#(Q; R?’))/ existiert ein Minimierer w € H}(€%;R?) des Funktionals
A(w) = / | curlw|? + | divw|* dz — (f, w).
Q

(b) Zu f € L*(2;R3) mit div f = 0 in Q und [, f = 0 existiert ein divergenzfreies
Vektorfeld v € L?(2; R?) mit

curlv = f in Q
und |[v]|2) < C| flla-10)-

Anleitung: Verwenden Sie in Teil (a) zundchst eine partielle Integration, um
das Funktional einfacher zu schreiben. Betrachten Sie in Teil (b) einen Minimierer
w wie in (a) und v = curlw. Zeigen Sie, dass w divergenzfrei ist, indem Sie die
Gleichung —A¢ = divw ldsen.

(Bitte wenden)



Aufgabe 3 (Orthogonale Projektion).

Sei H ein Hilbertraum und Y C X ein abgeschlossener Unterraum. Wir definieren
die Projektion P : X — Y durch

le — P@)ll = inf [l — ], = € X.

Zeigen Sie, dass P wohldefiniert ist, Po P = P und (z — Pz,y) = 0 fur alle z € X
und y € Y erfiillt.

Zeigen Sie auflerdem, dass fiir eine Abbildung @ : X — Y mit (z — Qz,y) =0
fiir alle x € X und y € Y bereits Q = P gilt.

Aufgabe 4.
Wir betrachten auf 2 = (0,1) fir n € N den Raum

k k+1
Xn:—{u:Q—HR\chonst auf <n’ Z )fﬁrk—O,...,n—l}

der stiickweise konstanten Funktionen. Wir definieren die Projektion P, : L?(Q2) —
X,, durch

k+1

(Pu) (z) ::nﬁn u(§)d¢, x € <k,kj;1> , k=0,...,n—1

n

Zeigen Sie:
(a) Fiir jede beschrankte Menge M C H'(Q) gilt P, — id in C°(M; L*(Q)).
(b) Es gibt eine beschrankte Menge M C L?*(2), so dass P, /4 id in C°(M; L*(Q)).



