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Aufgabe 1 (Konvergenz in L? und L9).

Sei 2 C R™ ein beschranktes Gebiet, 1 < p < oo, und (ug)ren eine beschréankte
Folge in LP(Q), also ||ug||zr() < C fiir alle k € N.

a) Zeigen Sie fir 1 < g < p < oo:
u — u schwach in LP()) <= wup — u schwach in LY(Q).

Hinweis: Verwenden Sie die schwache Kompaktheit von beschriankten Men-
gen in LP(Q2) und das Lemma ohne Namen.

b) Zeigen Sie fir 1 <s<g<p< oo
ur — u stark in L*(Q) <= wup — u stark in LY(2).

Hinweis: Uberlegen Sie sich, dass ohne Einschrinkung u = 0 angenommen
werden kann. Zeigen Sie zundchst mit einer geeigneten Hdolder- Ungleichunyg,
dass zu s, q und p ein 0 € (0,1) ezistiert, so dass die Interpolationsungleichung

[w]l Loy < llwl|7s @ llwlizr) Yw € LP(Q)
erfillt ist.
c¢) Gilt b) auch fir ¢ = p? Konstruieren Sie ein Gegenbeispiel fiir p = 2 und

s = 1 mit Hilfe einer Folge der Form wy(x) = k fir € (0, ;) und ug(z) =0
sonst.

Aufgabe 2 (Quasikonvexitit im Eindimensionalen).
Eine messbare Funktion f : R — R heifit quasikonvex, falls fiir jedes beschréankte,
offene Intervall I = (a,b) C R, jedes £ € R und ¢ € Wy (I, R) gilt

1 b ,
£ < iy [ 1(€+ @) da.

Zeigen Sie, dass konvexe Funktionen f auch quasikonvex sind.

(Bitte wenden)



Aufgabe 3 (Mittelwert-Nebenbedingung).

Wir betrachten ein beschranktes Gebiet € C R"™ und das Funktional A(u) =

Jo|Vul?> = min auf dem Raum X = H}(Q). Fir eine Zahl M € R sei eine
Nebenbedingung definiert durch

Zeigen Sie die Existenz eines Minimierers u und leiten Sie die Gleichung fiir u ab.

Aufgabe 4 (Eine nichtlineare Poisson-Gleichung).

Sei 2 C R"™ beschrankt und n > 2. Zeigen Sie die Existenz einer nicht-trivialen
(u # 0) schwachen Losung u € Hj () von

—Au=|u/""u inQ,

wobei 2 < ¢+ 1 < 2n/(n —2) erfiillt sein soll.
Anleitung: Verwenden Sie die Nebenbedingung ®(u) = ||u||qLﬂ1(Q) =1 und bringen
Sie den Lagrange-Multiplikator durch Skalierung auf den gewiinschten Wert.



