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Aufgabe 1 (Funktionenfolgen und Teilfolgen).

Sei 2 = (0,1). Geben Sie jeweils eine Funktionenfolge mit den entsprechenden
Eigenschaften an.

a) (ug)ren erfillt ||ugl|zr — 0, aber es gilt nicht ur — 0 punktweise fast iiberall.

b) (ug)ren ist beschrénkt in L>(Q) = L'(Q) mit up —* 0, aber es gilt ||ug ||z~
0.

c) a € COR,R), up — u=0in LY(Q), aber a(uy) = aouy - a(u) in L1(Q).

d) (ug)ren in H'(Q) beschrénkt, aber u; konvergiert nicht stark in L?().

Aufgabe 2 (Starker Lebesgue Konvergenzsatz).
Sei 2 C R™ messbar und p € [1,00). Fiir Funktionenfolgen wy, fr : £ — R und
Grenzfunktionen u, f : Q — R gelte

ur, — u punktweise fast tberall
lug| < fr mit fr, — f in LP(Q).

Zeigen Sie u € LP(Q2) und die Konvergenz uy — u in LP(S2). Verwenden Sie hierfiir
den Satz von Egoroff.

Aufgabe 3 (Punktweise und schwache Konvergenz).

Sei Q C R™ und (uy,) eine Folge in L?(Q). Die Folge sei schwach konvergent gegen
u und konvergiere punktweise fast iiberall gegen @. Beweisen Sie mit dem Satz von
Egoroff, dass dann u(z) = a(z) fir fast alle x € Q.

Aufgabe 4 (Schwache Unterhalbstetigkeit eines nicht-konvexen Funktio-
nals).

Es sei {2 C R™ beschréankt, der Koeffizient k£ : R — R sei stetig. Zeigen Sie, dass
das Funktional A : H}(Q2) — R,

Alu) = /Qk:(u)]Vu|2

schwach unterhalbstetig ist. Verwenden Sie die Rellich-Einbettung und den Satz
von Egoroff, aber keine Stiitzebenen.



