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Aufgabe 1 (Ein nichtlineares Randwertproblem).
Sei β : R → R eine stetig differenzierbare Funktion, so dass für zwei Konstanten
a, b ∈ R und alle z ∈ R gilt: 0 < a ≤ β′(z) ≤ b. Auf dem beschränkten Lipschitz-
Gebiet Ω ⊂ Rn sei eine rechte Seite f ∈ L2(Ω) gegeben. Zeigen Sie, dass man eine
schwache Lösung u ∈ H1(Ω) von

−∆u = f in Ω
∂u

∂n
+ β(u) = 0 auf ∂Ω

mit Hilfe eines Variationsproblems finden kann.

Aufgabe 2 (Direkte Methode und Sobolev-Einbettung).
Es sei X := H1

0 (Ω), wobei Ω ⊂ R3 beschränkt ist. Weiterhin sei A : X → R durch

A(u) :=
∫

Ω
|∇u|2

gegeben. Gegeben sei folgendes Minimierungsproblem:
Finde u ∈ X, so dass

A(u) = inf
v∈X

Φ(v)=1

A(v)

unter der Nebenbedingung

Φ(u) :=
∫

Ω
|u|6 != 1 .

Dieses Minimierungsproblem ist nicht mit der Direkten Methode lösbar.
a) Bestimmen Sie alle Voraussetzungen der Direkten Methode, die in obigem

Minimierungsproblem erfüllt sind.

b) Zeigen Sie: Es gibt eine Folge (uk) in X mit ‖uk‖L6 = 1, so dass uk ⇀ u in
X, aber ‖u‖L6 6= 1.

Tipp: |uk|6 muss eine Dirac-Distribution approximieren.

(Bitte wenden)
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Aufgabe 3 (Poincaré mit einem Punktwert).
Geben Sie eine Folge uk : B1(0) ⊂ R2 → R stetiger Funktionen an mit uk(0) = 0,
so dass ‖∇uk‖L2(B1) beschränkt ist, aber ‖uk‖L2(B1(0)) →∞ gilt.

Aufgabe 4 (Zum Musterbeispiel).
Wir betrachten auf dem beschränkten Gebiet Ω ⊂ Rn eine Folge von Lösungen
uk ∈ H1

0 (Ω) der Gleichung

−∇ · (ak(uk)∇uk) = f in Ω ,

wobei ak → a in C0(R) gilt und 0 < λ ≤ a ≤ Λ < ∞. Zeigen Sie: Es gibt eine
Teilfolge (ukl

)l mit ukl
⇀ u in H1(Ω) und ukl

→ u in L2(Ω). Die Grenzfunktion
u ∈ H1

0 (Ω) löst im schwachen Sinn

−∇ · (a(u)∇u) = f in Ω .
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