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Aufgabe 4.1. [Zusammenhangskomponenten von GL(n)] Sei n € N. Zeigen Sie, dass
GL(n) zwei Zusammenhangskomponenten besitzt, niamlich GL(n) = {4 € GL(n) |
+det(A) > 0}.

Anleitung:

a) Zeigen Sie mit dem GauB-Algorithmus: Fiir jedes A € GL(n) existieren
Ry,....R,, € My UM, C R"™" sodass

RmRm,1 c RlA = dlag(e)
fir ein e € (R\ {0})" und

M, = {diag(1,1,...,1) + aE; | a € R, i # j},
M, = {diag(1,1,..., 1) = Ej; — Eii + By — Eji | i # 7}

fir Ez'j € R™™ mit (Ez’j)kl = 5ik5jl'
b) Konstruieren Sie eine Homotopie zwischen R € M; und diag(1,1,...,1) in GL(n)
c¢) Konstruieren Sie eine Homotopie zwischen R € M, und diag(1,1,...,1) in GL(n)

d) Sei M3 = {A € diag(e) | e € {—1,1}",>"" | ¢, = n — 4}. Konstruieren Sie eine Ho-
motopie zwischen R € M5 und diag(1,1,...,1) in GL(n).

e) Sei A € GL(n) mit det(A) > 0. Konstruieren Sie eine Homotopie zwischen A und
diag(1,1,...,1) in GL(n).

f) Sei A € GL mit det(A) < 0. Konstruieren Sie eine Homotopie zwischen A und
diag(—1,1,...,1) in GL(n).

g) Zeigen Sie, dass GL, (n) und GL_(n) nicht zusammenhéngend sind in GL(n).

Aufgabe 4.2. [Berechnung eines Abbildungsgrads] Sei f: R? — R? definiert durch
23 — 3ay?
flz,y) = ( ’ ) :

—y® + 322y

Berechnen Sie fir By(0) = {(z,y) € R* | 2% + > < 4} den Abbildungsgrad
d(faB2<O)7<170>)



Aufgabe 4.3. [Fixpunktsatz von Schifer| Zeigen Sie den Fixpunktsatz von Schéfer fiir
einen endlichdimensionalen Banachraum X mit Hilfe des Abbildungsgrads. Der Satz von
Schéfer lautet: Sei X ein Banachraum und f: X — X stetig und kompakt sodass die
Menge {z € X: x = Af(z) fiir A € [0, 1]} beschrénkt ist. Dann besitzt f einen Fixpunkt.
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