
Blatt 9 16.12.2014
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1) Differentialoperator der Elastizität.

Sei A der Elastizitätstensor A : e 7→ 2µ e+ λ spur(e) id. Zeigen Sie, dass sich

−∇ · σ(x) = f(x), σ(x) = A · e(x), e(x) = ∇su(x) (1)

schreiben lässt als
−µ∆u− (µ+ λ)∇(∇ · u) = f .

Folgern Sie für f = 0 und glatte Lösungen u, dass ∇ · u und (in 2 und 3 Di-
mensionen) curlu harmonisch sind. Schließen Sie daraus, dass u biharmonisch ist,
∆∆u = 0.

2) Lamé-Konstanten I: Scherung und Kompression.

Wir betrachten die Elastizitätsgleichungen (1) im dreidimensionalen Raum x =
(x1, x2, x3), wobei A durch A : e 7→ 2µ e + λ spur(e) id mit beliebigen Lamé-
Konstanten λ und µ gegeben ist. Für ε ∈ R ist eine Scherung gegeben durch

u(x) = εx2e1 mit ∇su(x) =
1

2

0 ε 0
ε 0 0
0 0 0

 ,

und eine gleichmäßige Kompression/Expansion ist gegeben durch

u(x) = εx mit ∇su(x) = εid .

Zeigen Sie, dass Scherung und Kompression Lösungen der Elastizitätsgleichungen
sind und bestimmen Sie den Spannungstensor σ.

3) Rekonstruktion zweiter Ableitungen.

Verifizieren Sie für e := ∇su die algebraische Beziehung

∂j∂kui = ∂jeik + ∂keij − ∂iejk .
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